8. Ubungsblatt
Aufgaben mit Losungen

Aufgabe 36: Die Oberfliche eines Rotationskorpers R sei mit Hilfe der Funktionen r, z : [tg, 1] — R parame-
trisiert durch
X(t,0) = (r(t)cosp, r(t)sing, 2(t)) T, t € [to,t1], ¢ € [0, 2]

(a) Fiir die Oberfliche O zeige man die Formel

t1

0= 277/7"(15) A/ ()2 + 2/(t)2 dt.

to
(b) Es seien A,a > 0. Berechnen Sie damit die Oberfliche des Torus

r(t) = A4 acost, =z(t)=asint, 0<t <27

Losung 36:

(a) Zuniichst bestimmen wir die partiellen Ableitungen der Parametrisierung X (¢, ) :
X, = (r'(t)cos @, 7' (t)sing, 2/(t))", X, = (—r(t)sing, r(t)cosp, 0)'.

Das Kreuzprodukt ergibt

Damit folgt fiir die Norm
[ Xe x Xoll = r(t)y/r'(£)* + 2/ (t)>.

Durch Integration erhélt man die Oberflache

0O = /0 ‘”/t ! r(t)\/r'(t)? + 2/ (¢)2 dt dp = 27T/ ! r(t)\/r (1) + 2/ (£)2 dt.

to

(b) Fir den Torus seien
r(t) = A+ acost, z(t) = asint, 0<t<2r,

mit A,a > 0. Die Ableitungen lauten
r'(t) = —asint, 2'(t) = acost,

und damit

VIR + 2 (8P = \JaX(sin® t 4 cos?t) = a.

Einsetzen in die Flachenformel liefert

2 27 2
OTorus = 27r/ (A4 acost)adt =2ma </ Adt + / acostdt) =2ma(2wA) = 472 Aa.
0 0 0

Aufgabe 37: Am Lehrstuhl gibt es eine neue Kaffeemaschine mit variabler Strudeleinspritzung zur Geschmacks-
verbesserung. Die Filter werden durch

F={zeR®: 2] =4(z] +123), 27 + 23 < 36, z3 > 0}
beschrieben, durch welche das Wasser je nach Strudelparameter « € [0, 2] mit dem Geschwindigkeitsfeld

— QT2

w(z) = 0¢_£E11
T+ai+a3

flieft. Bestimmen Sie



(a) die Filterfliche [[1do und
F

(b) den Kaffeefluss [[w(x)- do in Abhéngigkeit von c.
F

Loésung 37:
Wegen 27 + 22 < 36 bietet sich eine Parametrisierung von F in Zylinderkoordinaten an:

T1 =TCOSp, Tog =Trsing, T3 = \/4r2(sin2<p+(2052 p) =2r, v € 10,27, r € [0,6].

Damit ist X (r, ) = (rcosep, rsing, 2r), ¢ €[0,27], r € [0,6], und

Cos —rsin g —2rcos
X, =\ sinp |, X,= 7 COS , Xex X, = —2rsingp
2 0 r

Der Normalenvektor zeigt nach innen/oben und || X, x X, || = v4r2 + 72 = /5r.

(a) Fliche:
6 2m 6 2w
//1d0://||Xr><X¢H dgodr://\[rdcpdrf/27rr\/5dr:36\/37r.
F 00 00
(b) Fluss
27 6 2r [/ —arsing —2rcos
//w(x) do = /w(X( ©)) - Xy x X, depdr = // arcosgo | —2rsing | dedr
0 00 1+7 r
27 6

-r —27r 2,16
= / g T2dgpdr = / mdr = [—Wln(l +7r )]0 = —7ln(37) =~ —11, 3.
0 0

Der Fluss bewegt sich bzgl. der Orientierung der Fliche nach unten. Das Ergebnis ist unabhéngig von «.

Aufgabe 38: (K)
Gegeben seien das Vektorfeld f(x,y,z) = (z,y,1)" und der Korper

K= {(;v,y,z)T eR3: 22 +4? <2, 0§z§m+y+3}.
(a) Geben Sie Parametrisierungen der glatten Teilfliichen Fy, F5 und F3 an, die K beranden.
(b) Berechnen Sie [ div f(z)dz sowie den Fluss durch die Flichen Fy, F» und Fj ohne Verwendung des Inte-
gralsatzes von Iéauﬁ.

Hinweis: Uberlegen Sie sich zunichst, wie der Kérper K aussieht.

Lésung 38: K ist der Ausschnitt eines Zylinders mit Radius v/2. Die Bodenfliche F} ist gegeben durch den
Schnitt der Ebene z = 0 mit dem Zylinder, die Mantelfliche bezeichnen wir mit F5 und die Dachfliche Fj ist
der Schnitt des Zylinders mit der Ebene z = = + y + 3.

(a) Parametrisierung der Bodenfliche F; :

X :[0,v2] x [0,27] = R3,  X(r,9) = (rcosp,rsing,0)" .
Die duBere Normalenrichtung zu F} ist
cos —rsinp 0

X, (r,0) X Xp(r,p) =—| sing | x T COS = 0
0 0 -



Parametrisierung der Mantelfliche F3 :

Y: DR Y(pz) = (\/icoscp, V2sin g, 2)7,

wobei D = {(p,2)T €R?*: 0< ¢ <2m, 0 <2< V2(cosp +sing) + 3} . Die duBere Normalenrichtung zu
F2 ist

—V/2sin¢ 0 cos
Yo(p,2) x Ya(p,2) = [ V2cosp | x| 0 | =v2| sing
0 1 0

Parametrisierung der Dachfliche F3 :

Z:[0,V2] x [0,27] = R, Z(r,¢) = (rcosep, rsing, r(cosp +sing) +3)".

Die duBere Normalenrichtung zu Fj ist

cos ¢ —rsine —r
Zr(r,0) X Zy(r, ) = — sin X T COS = —r
cos @ + sin g r(cos p — sin ) T
(b) Fluss durch Fj nach auflen:
21 V2 [ 1 cos %) 0 i 1 V2
//f(x)-dOZ// ’I"bln(p . 0 drdap:—/§7‘2 dp = -2
F 00 -r 0 0
Fluss durch F5 nach auflen:
27 V/2(cos p4sin p)+3 \/ECOSQD cos p
//f(x) do = / / V2sing | -V2| sing | dzdy
Fy 0 0 1 0
27 27
- / 2|y V2(cosprtsing)+3 g, 2/3d¢ = 127.
0 0
Fluss durch F3 nach auflen:
2m 7 COS —r
//f(x) -do / rblngp | —r | drde
Fy 0 r
2

o\§ o\§

7T 27 1 V3
/ —r2cos —r?sing +rdrdp = /51"2 dyp = 27.
0 0 0

In Zylinderkoordinaten und mit div f(z,y, z) = 2 erhalten wir:
27 /2 r(cos p+sin p)+3 2 /2
///divf(m,y,z)d(x,y,z) // 2rdzdrdcp:2//r2(cosgo—|—sin<p)—|—3rdrdg0
K 0 0 0 0 0
21 V2

3rdrde =127.

\M

'/

Daran sieht man, dass [[[div f(z,y, ) d(z,y, 2z) dem (Gesamt-)Fluss von f durch die Flichen F, Fs, F3

K
nach auflen entspricht (Satz von Gauf).



Aufgabe 39: (K)
Mit Ry, > R; > 0 definieren wir die Halbkugelschale

K:={zeR’: Ry <|z|a <Ry, =z3>0}.

Verifizieren Sie fiir K und das Vektorfeld F(z) := (w2, —z1, ||z|2) T, (z1,22,23)" € R? den GauB’schen Satz:

/ / F2) - v(z)do = / / div F(z) dz
OK K

indem Sie die Gleichheit der beiden Seiten nachrechnen. Wie iiblich steht || - ||2 fiir die euklidische Norm in R3.

Lésung 39:
Wir parametrisieren K mit Kugelkoordinaten, also
cos ¢ sin ¥
U(r,p,9)=r | singsind |, r € (R1, Ra), ¢ €0,27), ¥ € [0,7/2].
cos ¥

Die Oberfliche K besteht aus drei Teilflichen: den Halbsphéren mit Radius Ry bzw. Ry und einem Kreisring
in der Ebene z3 = 0. Diese bezeichnen wir (in dieser Reihenfolge) mit S;, j = 1,2, 3.
Zunéchst berechnen wir das Integral iiber S;. Es ist

ov oOU —sin @ sin Y cos p cos vV
) —(R1,p,9) x 99 (Rl,sﬁ,ﬁ):Rf cospsind | x | singpcosd | = —Rysind ¥(Ry,,9).
v 0 —sind

ein Normalenvektor, der zum Ursprung hin zeigt, und somit einen &ufleren Normalenvektor auf der inneren
Sphire darstellt. Es folgt

2m /2 Ry sinp sindd Ry cosp sind
//F(:z:) ‘v(x)do = / / -Ry cos<p sind | - (—Ri)sind | R;singsind | ddde
5 I Ry cos?
27 /2 1 /2
= / / —R? sin® cos¥dddp = —27R? [2 sin? 19} = 7R3
0

0

Das Integral iiber Sy berechnet sich analog, lediglich die Richtung der &ufleren Normale dndert sich — und mit

ihr das Vorzeichen des Flusses:
/ / F(x x)do=m R3

Einen Normalenvektor auf S3 erhalten wir mit

ov ( - o - —singp coS 0
T, f) (r, ©, 7) =7r| cosp | X sin ¢ = 0 ,
EX 2 or 2 0 0 .

und dieser hat bereits die passende Orientierung. Somit ist

27 Ro

1,]% o
//F(x)-u(x)dOZ—/ r?drdy = —21 {37‘3} :?(R?—Rg).
Ry
S5 0

Ry

Also gilt insgesamt
) _ . p3 3 2T g _op3y _ T3 p3
F(z) -v(z)do=—7R; + 7R; + 3 (R — R3) = 3 (R3 — RY).

Wir kommen nun zum Volumenintegral. Zunéchst ist

0 0 0 T3 rcos v
div F' —F + —F: —F: == = 9.
v ( ) 0y 1( ) 0z Q(x) * Oz3 3(x) ||33||2 r cos



Durch Transformation auf Kugelkoordinaten erhilt man also

2 7"/2 R2
///divF(ac)dx = ///005197“2 sinddr dd de
K 00 R
Re /2 L 1R g w2
= 27r/r2 dr / sind cos¥dd = 27 {37‘3} [2 sin? 9] =3 (R3—R}),
R 0 Ry 0

was mit dem oben errechneten Ergebnis iibereinstimmt.

Aufgabe 40: Die Oberfliche M sei definiert durch
M ={(z,y,2)" €R®: 0< 2 <y <, 2= sin(x)sin(y)}.
(a) Bestimmen Sie eine Parametrisierung von M.
(b) Bestimmen Sie den Fluss
/ F(z) - v(z)do,
M
wobei die dritte Komponente des Normalenvektors v negativ sein soll und das Vektorfeld F' durch
sin(z) cos(y)
F(z,y,2) = [ - sin(y) cos(a)
1

gegeben sei.

Loésung 40:
(a) Wir lesen direkt aus der Definiton der Menge M die Parametrisierung

U
X(u,v) = v , (Z’)ED:{(u,v)T€R2:0<v<7r,0<u<v}
sin(u) sin(v)

ab.

(b) Wir bestimmen die partiellen Ableitungen der Parametrisierung X beziiglich « und v

0X ! 0X 0
o " o 1
U cos(u) sin(v) v sin(u) cos(v)
ab und bestimmen die Normalenrichtung
OxX  OxX 1 0 - Cf)s(u) sin(v)
0 X a0 = X 1 = | —sin(u) cos(v)
v v cos(u) sin(v) sin(u) cos(v) 1

Da die dritte Komponente negativ sein soll, berechnen wir weiter

/M F(z) - v(z)do = /BF(X(U,U)) : (f S x %>d(u,v)

O A ) s R o .



