10. Ubungsblatt
Aufgaben mit Losungen

Aufgabe 46: Es seien a,b € R und das Vektorfeld F : R? — R? sei gegeben durch

.
1
F(x) = <x§ + 7170, §x§ + x5 + axs, bxg> fiir alle ©x = (21, 29, arg)T e R3.

Bestimmen Sie den Parameter b in Abhéingigkeit von a so, dass F' konservativ ist. Berechnen Sie in diesem Fall
ein Potential zu F'

Losung 46: F ist auf R stetig differenzierbar und R? ist einfach zusammenhingend. Damit gilt: Die Bedingung
rotF = 0 ist gleichbedeutend damit, dass ein Potential f : R® — R existiert mit F/(x) = V f(z) fiir alle z € R3 .
Wir betrachten also

b—a b—a ‘ 0
rot F = 0-0 = 0 = 0
r1 — X1 0 0

Die Bedingung ist erfiillt fiir b = a, also fiir

x% + 1292
F(z)=| 2%/2+ 22+ a3
aro
und somit gilt
of
77 (€) Fy(z) z3 + 2119
Vi(x)= C%J;(ac) = | FR@) | = 22/2+ 22 +ax3
af F
2w) \BO

Durch Integration der ersten Gleichung 2L (z) = Fy(2) = 22 4 2125 ergibt sich fiir f die Bedingung

Z1

3 2

z z
fl@) = 31 + 51372 + c1(x9, x3). (1)

Ableiten nach x5 und Vergleich mit F»(x) ergibt

af 2 Ocy(z2,73) 1 x?

—J - 1 - = 2 = K = —

31'2 (.73) 2 + (9:1;‘2 2(],‘) 2 + 2 + ars;
d.h. 5 )

c1(zo, nt. T
% =9 + axs ng. c1(xo,x3) = ?2 + axqxs + ca(xs3).
2

Einsetzen von c¢;(x2,x3) in (1) liefert

3 2 2

r; X x
flz) =2+ Loy + 22+ azoxs + cow3).
3 2 2
Ableiten nach x5 und Vergleich mit F3(x) fithrt zu

af

Ds (z) = awg + ch(x3) < Fs3(x) = axo,

d.h
ch(x3) =0 = co(z3) =C.

Da wir nur an einem Potential interessiert sind, wihlen wir C' = 0. Insgesamt erhalten wir somit

3 2 2
flx) = % + %xz + % + azqxs.

Aufgabe 47:



(a) Geben Sie bei den folgenden partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung im R? an, ob sie linear,
quasilinear oder keines von beiden sind:

. ou(x) 5 0u(x)
(1) 3(E2 (9l‘1 +£C1 8.132

(iil)  2zou(z) agg) T agg(c:)

2
+ z1u(x) = T2, (i) wu(x) 8(;;(?) = (agm(?) +u(z) =0,

—u(z)? = en1 T2,

(b) Gegeben seien die beiden partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung;:

. 0?u(x) 0?u(x) 0?u(x) Ou(x) ou(zr) .

) 2 ox? * 48x16x2 3 o3 2 dx1 g dxy +sin(z1 + z2)u(z) = cos(x1 —2), x €R?,
. ou(x) = 0*u(z) 0?u(x) 0?u(x) Ou(x) .
(ll) T3 D13 + 8,%% + 2 8.’17% + 122 6.’17% — 211 o +In |I1 + 352| =0, =zx¢€ R3.

Bestimmen Sie zu jeder der Differentialgleichungen den Hauptteil und geben Sie an, fiir welche Punkte im
R? (bzw. R?) die Differentialgleichungen elliptisch, parabolisch oder hyperbolisch sind.

Loésung 47:

(a) Die dritte partielle Differentialgleichung ist quasilinear, da die pDGL nur linear von den Ableitungsfunktio-
nen abhingt. Die erste Gleichung hingegen ist linear (und damit auch quasilinear) und die zweite ist weder
linear noch quasilinear.

(b) (i) Der Hauptteil ist 2% +4 83?125;2 + 3%. Man berechnet die Eigenwerte der zugehérigen symmetrischen
1 2
Matrix A:
2—A 2

det(A—)J)zdet( 9 3_1

)=A2—5A+6—4:A2—5A+2é0.

1
Die Losungen sind A = 5(5 + 17 ) > 0. Also ist die partielle Differentialgleichung elliptisch.

(ii) Hier ist der Hauptteil % + Qi"é + 129 9% Wiy erkennen, dass ein Eigenwert von x; und zo abhéngt:
1 2

ox o3
1-A 0 0 '
det(A — M) = det 0 2—-A 0 =1 -=XN2=XN(z122 — ) =0.
0 0 371.132—)\

Fiir 129 > 0 ist die pDGL elliptisch, fiir 122 < 0 hyperbolisch und fiir z;z2 = 0 parabolisch.

Aufgabe 48: (K)
Finden Sie mit dem Charakteristikenverfahren eine Losung des Anfangswertproblems
Ou(x) Ou(x)

e (’)xl T2 81‘2

+ (23 4 2d)u(z) = 0, u(zy, —x?) = exp (—%xf) , z1> 0,29 €R.

Losung 48: Das System der charakteristischen Differentialgleichungen ist mit w(s) := u(k1(s), k2(s)):

ki(s) = ka(s),

kIQ(S) = ka(s),

w'(s) = —(k1(s)* + k2(8)*) w(s).
Es folgt k1(s) = ¢1 €°, ka(s) = ¢ e® und somit

w'(s) = —(cf +c3) €

Durch Separation und Integration ergibt sich
w'(s)

w(s)

= f(c% + cg) e = In |lw(s)| = f(c? + c%)/e%ds

1 _ 1 -
= nfu(s)] = —5(6+ B)e o = 3 () + hals)?) + .



Dies liefert die Losung
1
w(s) = c3 exp (—2 (k1(s)? + k2(5)2)> .
Fiir s = 0 sollen die Charakteristiken die Anfangskurve (die Parametrisierung der Raum-Anfangskurve ist
gegeben durch ¢ — (¢, —t%, exp (—%tQ))T ,t > 0) schneiden. Dies fiithrt auf
t;kl(O):Cl = c1 =1,

7t2 ; kQ(O) = C2 = C2 = 72&27

exp (—;t2> = w(0) = c3exp (—;(t2 + t4)> = c3 =exp (; t4> .

Damit erhalten wir eine Parametrisierung (z1(s,t), z2(s,t),u(s,t)) ", s € R,t € R, der Losungsfliche durch
x1(s,t) = k1(s,t) = te’,
.’EQ(S,t) = kZ(Sat) = _thSa

u(s,t) = w(s, t) = exp <; t4> exp (—; (21(5, )% + xg(s,t)2)> .

Die erste und zweite Gleichung liefern zusammen

Setzt man jetzt alles ein, erhélt man

1 24 1
u(x1,x2) = exp ( x2> exp <2 (1’% + x%)) .

5 b
2 ]

Aufgabe 49: Losen Sie das Anfangswertproblem

Ou(x) Ou(x)
8%1 + ($2 B 1) 6902
w(ry,z1) =21 —1, x1 €R,

T2 + (w2 — 1) =0, z€R?

mit dem Charakteristikenverfahren.

Losung 49: Das charakteristische Differentialgleichungssystem lautet

(1) Ei(s) = ka(s),
(2)  ka(s) =ka(s) — 1,
() w'(s) = —(ka(s) — ki(s)).

Wir betrachten die zweite Gleichung k5(s) = ka(s) — 1. Die Losung der zugehorigen homogenen Gleichung ist
cze®. Wir bestimmen eine partikuldre Losung mittels Variation der Konstanten. Einsetzen von ca(s)e® in die
Differentialgleichung liefert

chy(s)e’ + ca(s)e® = ca(s)e® — 1.
Also,

—S —S

cy(s) = —e~® und somit ca(s) =e

Damit erhalten wir ko(s) = cae® + 1.
Durch Integrieren von (1) und (3) werden k; und w bestimmt:

2
k1(s) = cae® + s+ 1, w(s):%75+015+03.

Fiir s = 0 sollen die Charakteristiken die Anfangskurve (die Parametrisierung der Raum-Anfangskurve ist
gegeben durch t +— (t,t,t — 1), ¢ € R) schneiden. Dies fiihrt auf

ték1(0)162+617 :>61:1,
t=ko(0) =ca+1, =ep=t—1,



Damit erhalten wir eine Parametrisierung (1 (s, ), z2(s,t),u(s,t)) ", s € R,t € R, der Losungsfliche durch

x1(s,t) = ki1(s,t) = (t—1)e* + s+ 1,
xo(s,t) = ka(s,t) = (t —1)e® + 1,
u(s,t) = w(s,t) = % —stst(t—1)= %+(t—1).

Die erste und zweite Gleichung liefern zusammen
x1(s,t) — xa(s,t) = s.
(t — 1) kann aus der zweiten Gleichung bestimmt werden

xa(s,t) — 1

ewl —x2

t—1=

Damit haben wir
(1‘1 — 1‘2)2 To — 1

2 er1—T2 '

u(zy,x2) =

Aufgabe 50: (K)
Gegeben ist die partielle Differentialgleichung
ou 5 Ou

(z1 + u(x))

Berechnen Sie mit Hilfe des Charakteristikenverfahrens diejenige Losung u : R? — R der Differentialgleichung,
die die Bedingung u(t,t) = t? fiir alle t € R erfiillt.

Losung 50: Wir wenden zur Berechnung von u das Charakteristikenverfahren an. Zu einer Kurve k : R — R?
setzen wir w(s) = u(k(s)) und erhalten das charakteristische System

k(s) = k1(s) + w(s)

ky(s) = —(ka(5))*
w'(s) = w(s).

Die zweite Differentialgleichung fithrt durch Separation und Integration auf

—k21(s):/(;€f(§))2ds:—/ ds = —(s+c2)

und somit ergeben sich Losungen
ka(s) :
s) = .
2 S+ co

Auch die dritte Differentialgleichung ist separabel, und es ergibt sich analog w(s) = cze®.

Es bleibt die erste, inhomogene lineare Differentialgleichung zu l6sen. Zunéchst bestimmen wir die allgemeine
Losung der homogenen Gleichung zu h(s) = ce®. Durch Variation der Konstanten, d.h. dem Ansatz ki (s) =
c(s)e®, erhalten wir mit w(s) = cze® die Gleichung (¢/(s) + ¢(s))e® = c(s)e® + cze®. Also ist ¢/(s) = c3 bzw.
c(s) = c3s + ¢1. Insgesamt ergibt sich

k1(s) = cgse® + cie®.

Im n#chsten Schritt beriicksichtigen wir die Anfangsbedingung. Setzen wir einen Schnitt der charakteristischen
Kurve mit der Anfangskurve ~(¢) = (¢,t,t2) bei s = 0, so ergibt sich

t= kl(O) = (1
1

t = ko(0) = o

t* =w(0) =c3.

Einsetzen liefert in Abhéngigkeit von s,t die Charakteristiken

x1 = ki(s,t) = t?se® +te® = (st + 1)te*,

1 t
v = kas,t) = —5 = =
t




und die Losungsfunktion
u(k(s,t)) = t%e®.

Um diese nach 1, x5 aufzuldsen, beobachten wir identische Faktoren. Eine Multiplikation etwa liefert

t

= (st + 1)te®
T1z9 = (st + 1)te o

= t?e® = u(k(s, 1)),

also ist die Losung gegeben durch u(z) = zyzs.



