11. Ubungsblatt
Aufgaben mit Losungen

Aufgabe 51: Bestimmen Sie eine Parameterdarstellung fiir die Charakteristiken der partiellen Differentialglei-
chung
ou(x) 5 Ou(x)
— a3
813 1 81‘2

Geben Sie unter allen durch z = u(z1, x2) gegebenen Losungsflichen diejenige an, welche die Kurve enthilt, die
durch 1 = 1 und 2249z = 3 gegeben ist.

T1To =x, T1,z9 > 0.

Lésung 51: Das System der charakteristischen Differentialgleichungen ist mit w(s) := u(ki(s), k2(s)):

ki(s) = ki(s)ka(s),
ky(s) = —ki(s),
w'(s) = ki(s).

Integration der 2. Gleichung liefert ks (s) = 1/(s+c2). Eingesetzt in die erste Gleichung folgt k1(s) = ¢1 (s+¢2).
Mit der dritten Gleichung folgt schlieBlich w(s) = (c1/2) (s + c2)? + 3.

Die Integrationskonstanten c; sind jetzt so zu bestimmen, dass die gegebene Kurve in der Lésungsfliche enthalten
ist. Dazu parametrisieren wir die Kurve durch

tH(l,t,?)), teR.
2t

Fiir den Parameterwert s = 0, soll (k1(s), k2(s), w(s)) auf dieser Kurve liegen, somit folgt

1 clcg 3
=1 — =t 1% _—
C1C2 ) s ) 9 +c3 2

Auflésen: co = 1/t, ¢; = t, c3 = 1/t. Einsetzen liefert die Parameterdarstellung der Losungsfliche

(K1(s,t), ka(s,t), w(s,t)) = ( 1+ st _t g—&-s—i—i .
) ) ) ) ) 71+st’ 2 2t

Die Gleichungen fiir x; = k1(s,t) und x5 = ka(s,t) lassen sich nach s und t auflésen mit t(zq,22) = 2122 und
s(x1,22) = (x1 — 1)/(x122). Damit folgt die Lésung des Anfgangswertproblems

(.1‘1 — 1)2 xr1 — 1 3 - 1
2{E1£E2 L1 2$1.’E2 - 21}1%2

u(z1,z2) = w(s(zr, x2), t(z1,22)) = (22 +2).

Aufgabe 52:
1 l=lZ

12
(a) Bestimmen Sie eine Zahl a € R, sodass die Funktion mit u(z,t) = ;e 2 Losung der Diffusionsgleichung

ou
aa—Au—O

fiir £ € R? und ¢ > 0 ist.

(b) Es sei d € R*\{0}. Fiir welche Vektoren p € R? ist das Vektorfeld F : R® — R® mit E(z) = pe!?* Losung
der zeitharmonischen Maxwellgleichungen (mit H: R? — R3)

rot E—i|d|H=0, und rotH+i|d|E=0.

Losung 52: (a) Wir berechnen




und weiter
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Es lédsst sich die Bedingung a = 2 ablesen, damit die Differentialgleichung erfiillt ist.

(b) Zunéchst bestimmen wir die Rotation von E. Es ist

p3da — pads _ _
rot E(x) =i | pids — psdy erdT = (d x p) et
p2d1 — p1da

Also folgt mit der ersten partiellen Differentialgleichung H(x) = (d x p)e’®®/|d|. Berechnen wir daraus die
Rotation des Vektorfelds H, so ergibt sich
(dx (dxp)

rot H(z) = i———— 22 ¢id®
|d|

Diesen Ausdruck setzen wir in die zweite partielle Differentialgleichung ein und erhalten die Bedingung

_-dx (dxp)eidw

ildpe® =
|d|

Es gilt der Zusammenhang a x (b x ¢) = (a - ¢)b — (a - b)c und somit erhalten wir
|d°p = —d x (dxp)=—[(d p)d—(d-d)p] = |dp — (d-p)d.

Dies gilt genau dann, wenn (d - p)d = 0 ist bzw. d - p = 0 gilt. Die Funktion E ist somit Losung der Maxwell-
gleichungen, wenn p senkrecht steht auf der Richtung d.

Bemerkung: Funktionen in der Form wie F stellen ebene Wellen dar mit einer Wellenfront senkrecht zur Richtung
d und der sogenannten Polarisierungsrichtung p/|p|.

Aufgabe 53: Bestimmen Sie mit Hilfe des Separationsansatzes u(z,y) = v(z)w(y) Losungen der partiellen

Differentialgleichung
2

o
2y ulw,y) = (1+ yQ)@u(x, y) + dyu(z,y) = 0.

Lésung 53: Eingesetzt in die Differentialgleichung Qy%u(x,y) —(1+ yQ)B%U(J;, y) + dyu(z,y) = 0 erhilt
man
2yv” (@)w(y) — (1+ y*)v(x)w' (y) + dyv(z)w(y) = 0.

Fiir v(x),w(y),y # 0 ergibt sich also die Bedingung

_ 0+l
o@) TPT T 2uy)

Da die linke Seite nur von x und die rechte Seite nur von y abhéngt, sind beide Seiten konstant gleich k, d.h.

(' (y)
o) 2T T gy

Damit ergeben sich zur Bestimmung von v und w die gew6hnlichen Differentialgleichungen



Bei der Differentialgleichung fiir v handelt es sich um eine lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffi-
zienten, die Differentialgleichung fiir w ist separabel. Die allgemeinen Losungen fiir k& # 2 lauten

v(z) = c1eVF2 4 cpeVETZE g w(y) = c3(1 4 y2)*.
Man erhélt fiir £ > 2 so die Losungen
u(z,y) = (aemm + be*m‘”) (1+y*)* mit a,beR,
der partiellen Differentialgleichung bzw. fiir k¥ < 2 unter Verwendung der Eulerschen Formel

u(z,y) = (a sin(v2 — kx) + beos(v2 — kx)) (1+%*)* mit a,beR.

Aufgabe 54: (K)

Lésen Sie die Laplace-Gleichung
_ Q%u(x) n 0?u(z)

A = =0
u(@) Ox? 0z3
mit den Randbedingungen 68—,;‘2 x1,0) = 0, u(xy,1) = sin®(72;) cosh(37) — 2sin(27x;) fiir 2; € [0,1] und
u(0,z2) = u(1l,22) = 0 fiir x5 € [0, 1] mit Hilfe eines Separationsansatzes.
Hinweis: Es gilt sin®(z) = 2 sin(2) — 1 sin(3z).
Lésung 54:

Der Separationsansatz der Form u(z1,x2) = V(z1)W (x2) fiihrt auf

V”(.’L‘l) _ W”((L’Q)
V(Il) W(Ig)

V”(ml)W(xg) + V(.Tl)WN({L‘Q) =0 bzw.

wenn V(z1) # 0 und W(xz) # 0 sind. Es folgt, dass diese Identitdt nur erfiillt werden kann, wenn beide Seiten
konstant sind. Damit ergeben sich die gewohnlichen Differentialgleichungen

V" (x1) = kV(21) und W (z2) = —kW (z2)
mit den allgemeinen Lésungen
V(zy) =a exp(\/Exl) +as eXp(—\/Exl), W (z2) = azexp(vV—kxs) + ag exp(—v—kxs).
Aus den Randbedingungen (0, x2) = u(1,23) = 0 folgt V(0) = V(1) = 0. Wir erhalten

V(O) = ((11 —|—a2) =0=a1 = —as
V(1) = a; exp(Vk) — a1 exp(—VE) = 0 = exp(VE) = exp(—VE) = exp(2Vk) = 1

= 2Wk=2rin=k= —m2n%, neN.
Aus der Randbedingung 8%*2(301, 0) = 0 folgt W’(0) = 0. Wir erhalten
W' (22) = V—kas exp(V—kz2) — vV —kay exp(—v—kz2)
W' (0) = V—kasz — vV—kay Lo= as = ay

So sind mit

Wy (x2) = dy,(exp(mnas) + exp(—mnas)) = 2d, cosh(mnas)
und

Vi(z1) = ép(exp(imney) — exp(—imnxy)) = 21é, sin(mnay)

die zugehorigen Losungen durch

oo

u(zy, x2) = Z ¢ sin(mnzy ) cosh(mns)
n=1



gegeben.
Die Koeffizienten ¢,, sind noch aus der Bedingung u(x1,1) = sin®(72;) cosh(37) — 2sin(272;) zu bestimmen,
d.h.

u(xy, 1) = Z ¢n sin(mnzy ) cosh(mn) < sin® (mx1) cosh(37m) — 2sin(27wz)

n=1

3 1
=1 sin(mx;) cosh(3m) — 1 sin(3mx1) cosh(37w) — 2sin(2mxy ).

Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir ¢; = (3cosh(37))/(4cosh(n)), c2 = —2/cosh(27), ¢3 = —1/4 und
¢n = 0 fiir alle n € N\{1,2,3}. Damit ergibt sich insgesamt die Losung

u(xy, x2) = 3 cosh(3m) sin(mxq) cosh(mzs) —

1
= 1 cosh(n) sin(27x;) cosh(2mzs) — 1 sin(37wx1) cosh(3mxs).

2
cosh(2m)

Aufgabe 55: (K)
Gegeben ist das Anfangsrandwertproblem

%(m,t) — a—xu(a:,t) - %(x,t) =0 in (0,1) x (0,00)

mit ©(0,t) =0 =w(1,t) fiir ¢ > 0 und

u(z,0) = e~ 2% sin(nz), x€ [0,1].
Bestimmen Sie mit Hilfe eines Separationsansatzes eine auf [0, 1] x [0, 00) beschrinkte Losung des Problems.
Losung 55: Wir machen einen Separationsansatz u(x,t) = v(t)w(z). Einsetzen des Ansatzes in die Differen-

tialgleichung fithrt auf
v'w —ovw” —ovw’ =0.

Damit gibt es eine Konstante ¢ € R mit
,U/ w// +wl
—_— == —
v w

Aus der ersten dieser beiden Differentialgleichungen erhalten wir die allgemeine Losung

v(t) = ke

mit einer weiteren Konstanten k£ € R. Mit der Bedingung, dass u auch fiir ¢ — oo beschrinkt ist, folgt ¢ < 0.
Nun betrachten wir die zweite Differentialgleichung fiir w. Aus

w' +w —cw=0

errechnen wir mit dem charakterisitischen Polynom A? + X — ¢ = 0 die Nullstellen

1 1
=—Z+44/>+c.
A 5 4—|—c

Fiir ¢ < —i folgt

Aus der Bedingung kw(z) = u(z,0) R sin(rz) folgt ¢1 = 0, key = 1 und /|4 4 ¢/ = 7. Da mit diesen
Parametern auch u(0,¢) = u(1,t) = 0 fiir alle Zeiten ¢ > 0 gilt berechnen wir noch aus /|3 + ¢/ = = die

1

Konstante ¢ = —7 — 72 und erhalten die Lésung

u(z,t) = e~ Gt 3w sin(ma) .

Fir0>c> —% ist die Funktion w eine Linearkombination reellwertiger Exponentialfunktionen. Die Anfangs-
bedingung ist dadurch nicht erfiillbar.



