13. Ubungsblatt
Aufgaben mit Losungen

Aufgabe 61: Auf jedem Aufgabenblatt befinden sich fiinf voneinander unabhéngige Aufgaben. Die Wahrschein-

lichkeit, dass eine Aufgabe 16sbar ist, sei %. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit folgender Ereignisse:

(a) Genau k Aufgaben sind losbar (kK =0,1,...,5).
(b) Mindestens k& Aufgaben sind losbar (k= 0,1,...,5).

Im Wintersemester gibt es 13 voneinander unabhéngige Aufgabenbléitter. Berechnen Sie unter Verwendung der
obigen Ergebnisse die Wahrscheinlichkeit folgender Ereignisse:

(¢) Auf jedem Blatt sind mindestens 3 Aufgaben 15sbar.
(d) Auf mindestens 10 Bliittern ist mindestens eine Aufgabe 16sbar.
(e) Mindestens 20% (80%) aller Aufgaben sind l6sbar.

Hinweis: Es darf ein Taschenrechner verwendet werden.

Loésung 61:

(a) Jede Aufgabe ist ein Einzelexperiment eines Bernoulliexperiments mit Trefferwahrscheinlichkeit p = 4/5.
Die Wahrscheinlichkeit fiir genau k Treffer ist

CHRIGION

kK | o | 1 | 2 | 3 | 4 | 5
p(k) | 0,00032 | 0,00640 | 0,05120 | 0,20480 | 0,40960 | 0,32768

Damit ergibt sich

(b) Die Wahrscheinlichkeit fiir mindestens k Treffer ist

P(k) =) p(n)
n=k
Damit ergibt sich
kK Jo| 1 | 2 | 3 | 4 | 5
P(k) | 1] 0,99968 | 0,99328 | 0,94208 | 0,73728 | 0,32768

Anmerkung: Die Eintrége P(k) der Tabelle in (b) erhélt man iibrigens, indem man in der Tabelle aus (a)
die Eintréige p(k) von der k-ten bis zur 5. Spalte addiert. Beispiel: P(4) = 0,40960 + 0, 32768 = 0, 73728.

(c) Jetzt ist jedes Aufgabenblatt ein Einzelexperiment eines Bernoulliexperiments mit Trefferwahrscheinlichkeit
P(3) aus Teil (b). Also ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit gleich P(3)'3 ~ 0, 4604.

(d) Die Trefferwahrscheinlichkeit ist jetzt P(1). Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist

13

13
> (k > [P(D)]*[1 — P()]*¥% >9,34-107% 47,95 - 1075 40,0041 + 0, 9958 > 0,9999.
k=10

(e) Bernoulliexperiment mit 65 = 13-5 Einzelexperimenten und Trefferwahrscheinlichkeit p = 4/5. , Mindestens
20% (bzw. 80%) aller Aufgaben losbar® bedeutet mindestens 65 - 0,2 = 13 (bzw. 65 - 0,8 = 52) Treffer. Es
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Aufgabe 62: (K)
Eine Lieferung von 25 Geréten, die durch ihre Seriennummer unterschieden werden, enthélt 4 defekte Geréte.
Als Stichprobe vom Umfang k bezeichnet man die Entnahme von k& Geréten ohne Zuriicklegen.

(a) Wie viele verschiedene Stichproben vom Umfang 5 sind moglich?
(b) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, Stichproben vom Umfang 5 mit

(i) genau zwei defekten (iii) nur fehlerfreien
(ii) hochstens einem defekten (iv) mindestens einem defekten

Gerét(en) zu ziehen?

(c) Wie dndern sich die Wahrscheinlichkeiten, wenn die 5 Geriite nacheinander gezogen, getestet und gleich
wieder zuriickgelegt werden?

(d) Welches der Experimente (b) und (c) ist ein Bernoulli-Experiment?

Lésung 62:

2
(a) Da es auf die Reihenfolge der entnommenen Gerite nicht ankommt, gibt es (55> = 53130 mogliche

(2)-() -

Stichproben, die genau zwei defekte Geréte enthalten. Also ist die Wahrscheinlichkeit:

Stichproben.
(b) (i) Es gibt

7980 38
= % 2% 0, 150.
P2 = 53930 ~ 953 ~ O 1V

(203 (-

Stichproben mit 0 oder 1 defekten Gerédten. Also ist die Wahrscheinlichkeit:

(ii) Es gibt

44289 2109
53130 2530

(2) () -ou

Stichproben mit 0 defekten Gerédten. Also ist die Wahrscheinlichkeit:

Po+p1= 0, 834.

(iii) Es gibt

20349 969 ~ 0,383,

PO = 53130 ~ 2530

(iv) Mit dem Ergebnis von (iii) erhélt man 53130 —20349 = 32781 Stichproben mit mindestens 1 defekten
Gerét. Also ist die Wahrscheinlichkeit:

969 1561

- = 22 50,617
2530 2530 = 017

1 —po=

(¢) Beim Ziehen mit Zuriicklegen liegt ein Bernoulli-Experiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit p = 24—5 =0,16

VOr.

(i) Es gilt

(ii) Es gilt



(iii) Es gilt
5\ 21°
= - — = 0,418.
Po (0> 255 )
(iv) Es gilt 1 — po ~ 0, 582.
(d) Das Experiment in Teil (c) ist ein Bernoulli-Experiment, das in Teil (b) nicht.

Anmerkung: Im Fall (c) hat das Ereignis, 5 defekte Geriite zu ziehen, die Wahrscheinlichkeit

5\ 4°
11074
(5) 255 0

Im Fall (b) ist dieses Ereignis nicht moglich.

Aufgabe 63: Die Zuverlissigkeit von fiinf Gerdten wird hintereinander iiberpriift. Jedes Gerit wird nur dann
iiberpriift, wenn das vorhergehende zuverlissig war.

(a) Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion der Anzahl X der nétigen Uberpriifungen, wenn jedes der Geriite
mit der Wahrscheinlichkeit 0.9 die Priifung besteht.

(b) Berechnen Sie den Erwartungswert und die Varianz von X.

Losung 63:
(a) Sei X die Anzahl der nétigen Uberpriifungen. Die Zufallsvariable X kann die folgenden Werte annehmen:
=1, x9=2, x3=3, z4=4, x5=05.

Die Wahrscheinlichkeit P(X = x;), dass die Anzahl der nétigen Uberpriifungen gleich einem dieser Werte
ist, ist gleich

4, i=1,
P(X =x;) =< p'lq, 1=2,3,4,
', i=5,
mit p=09und g=1-p.
x; 1 2 3 4 5

P(X =) | 0.1]0.09 | 0.081 | 0.0729 | 0.6561

0, r <1,
0.1, 1<z <2,
0.19 2<z<3
= < - ! _ ’
Fla)=PX=2)=9 0971, 3<z<d
0.3439, 4<z <5,

1, T > 5.

E(X)=> P(X =u)x; =1-01+2-0.09+3-0.081 +4-0.0729 + 5 0.6561 = 4.0951

gegeben. Um die Varianz zu berechnen verwenden wir
Var(X) = E(X?) — E(X)?.

Wir berechnen
5
E(XZ) = ZP(X = xl)xf =1-01+4-0.09+9-0.081+16-0.0729 + 25 - 0.6561 = 18,7579
i=1
und erhalten damit
Var(X) = 18,7579 — (4.0951)% ~ 1.988.



Aufgabe 64: Wir werfen eine gezinkte Miinze (Wahrscheinlichkeit, dass Kopf erscheint = p € (0,1)) solange,
bis zum ersten Mal Zahl erscheint. Sei X die Anzahl der Wiirfe.

(a) Berechnen Sie fir n € NU {0} die Wahrscheinlichkeit P(X = n).
(b) Ist E(X) < o0?

(c) Berechnen Sie E(2%). Fiir welche p € (0,1) ist F(2%) < 00?

Losung 64: (a)

(a) Wir werfen genau dann n—mal, wenn wir (n — 1)-mal Kopf werfen, und dann einmal Zahl. Damit erhalten
wir

P(X =n) = P(Kopf,...,Kopf, Zahl) = p"~ (1 — p).
—_— ———

(n—1)—mal

(b) Wir erhalten
E(X)=Y nP(X=n)=)Y np"'(1-p).
n=0 n=0

Wir miissen nachpriifen, ob diese Reihe konvergiert. Wir verwenden dazu das Quotientenkriterium, und

erhalten i
Dp™ (1 — 1
im | )pl ( p)‘:hm (+lp_
n— o0 npn- (1 - p) n— o0 n
d.h. die Reihe konvergiert, d.h. F(X) < oo.
(c) Es gilt
— n = n, n— 1_p = n
E@%)=)"2"P(X=n)=) 2"p 1(1—p)=72(2p) :
n=0 n=0 n=0

Die letzte Reihe ist eine geometrische Reihe, welche konvergiert, wenn |2p| < 1, d.h. fiir 0 < p < 1/2. Mit
der geometrischen Summenformel (fiir |g| < 1)

> 1
n_ __ ~
;q 71_qa

erhallt man nun

1—-p 1
E(2X):Tl—2p'

Die Reihe divergiert fiir p € [1/2,1).

Aufgabe 65: (K)
Es seien o und S € (0, 00). Die Funktion f : R — R sei gegeben durch

f(ar>{ 5297 azs

0 , sonst.
(a) Zeigen Sie, dass durch f eine Wahrscheinlichkeitsdichte gegeben ist.
Im Folgenden sei X eine Zufallsvariable, die mit der Dichte f stetig verteilt sei.
(b) Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion von X.

(¢) Geben Sie Bedingungen fiir « und 8 an, unter denen der Erwartungswert von X existiert, und berechnen
Sie diesen im Falle seiner Existenz.

(d) Geben Sie Bedingungen fiir o« und § an, unter denen die Varianz von X existiert, und berechnen Sie diese
im Falle ihrer Existenz.

Lésung 65:



(a) Es gilt offensichtlich f(x) > 0 fiir alle x € R. Des Weiteren ist

oo

T o [\ S N Pl
4f(x)dx:66/<x> dzr = af ﬁ/x Yde = aof {—CVL; =1.

Deshalb ist f eine Wahrscheinlichkeitsdichte.

(b) Die Verteilungsfunktion von X lautet:

x B z
P(X <z)=F(z) = /f(t)dt= /f(t)dt+/f(t>dt={ 1_25)“ f;is ziﬁ
—o00 —o0 B

(c¢) Der Erwartungswert von X ist, sofern er existiert, gegeben durch

o o o B a1 o) X 1 I
EX) = /x'f(x)dz:/x'— - d:L':ozﬁo‘/:z:fo‘dazag aB® e
B \x 1—« 5
—o0 B B8
@ 1 l—a __ Oéﬂ
= o 1-— aﬂ Ca-—1"
Der Erwartungswert existiert folglich nur im Falle a > 1 und ist dann gleich ;‘—fl

(d) Um die Varianz von X berechnen zu kénnen, muss definitionsgemifl der Erwartungswert von X existieren.
Damit gilt auf jeden Fall schon einmal o > 1. Per Definition ist dann:

o0 oo

Var(X) = / (x— B(X)? - f(z) dz = / (® — 2B(X)z + B(X)?) - f(x) do
= /m2f(x) de - 2E(X)- / x - f(z) dz + B(X)?- / f(z) dx
— 0o —0 —o0
=F(X), existiert nach Vor. =1
- /xlf@yufEaY.

o0
Damit die Varianz existiert, muss folglich das Integral [ z?- f(x) dz existieren.

Es gilt )
o ©0 a+1 x o
a 1 _
[ s@ar = [@S(E8) ar—ape [otran 2 age | Lot
B \x 2—« P
—o0 B B
_ a 1 2—a __ 0[52
= ab oz—25 Ca-—2

Die Varianz existiert daher fiir alle a > 2 und es gilt in diesem Falle:

a? a?p? o ((a—1)° —a(a —2)) ap?

):a—z’(a—w* (a—1)2(a—2) T (a—1)2(a-2)

Var(X



