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Vorwort

Das vorliegende Skript wird als Arbeitsmaterial fiir die Lehrveranstaltung Technische
Mechanik I angeboten. Es enthilt die in der Vorlesung vermittelten theoretischen
Grundlagen nahezu vollstindig und daneben zu jedem Themenschwerpunkt
Beispiele, die die Anwendung der theoretischen Ergebnisse an Hand einfacher
Problemstellungen veranschaulichen. Bei der Prdsentation des Stoffs wird
insbesondere Wert darauf gelegt, die eingefiihrten Annahmen und den
Modellbildungsprozess klar darzustellen, damit der Giiltigkeitsbereich und somit die
Anwendungsgrenzen der mechanischen Modelle klar erfasst werden kénnen.

Die Lehrveranstaltung Technische Mechanik I setzt sich aus einer Vorlesung, einer
Horsaaliibung und einem Rechnerpraktikum zusammen. Wegen der zunehmenden
Bedeutung rechnergestiitzter Methoden in der Mechanik wurde das in fritheren
Jahren tibliche Tafeltutorium durch ein Rechnerpraktikum ersetzt. Dies ermdglicht den
Studierenden vom ersten Semester an, Berechnungsaufgaben des Maschinenbaus mit
symbolisch und numerisch arbeitender mathematischer Software zu lésen. Dadurch
konnen deutlich komplexere Problemstellungen untersucht werden insbesondere
solche, fiir die keine analytischen Ergebnisse existieren. Die Arbeit mit mathematischer
Software kann aber nur erfolgreich sein, wenn der Lehrstoff grundsétzlich verstanden
wurde, was nicht ohne Selbststudium gelingen kann. Bei diesem Selbststudium soll
dieses Skript Hilfestellung leisten.

Das Skript enthdlt Ergdnzungen (mit ¥ gekennzeichnet) zum Vorlesungsstoff, die
in der Regel nicht prifungsrelevant sind. Mit der Darstellung dieser Ergdnzungen
werden zwei Ziele verfolgt. Zum einen, sofern sie die mathematischen Grundlagen
der Mechanik betreffen, werden fiir die Vorlesung wichtige mathematische Begriffe
eingefiihrt und veranschaulicht; zum anderen, sofern der Mechanikstoff vertieft wird,
soll durch Aufzeigen von wichtigen Zusammenhéngen ein umfassendes Verstandnis
der Mechanik, z.B. bei der Vorbereitung von Mechanik-Priifungen in hoheren
Semestern, gefordert werden. Die Darstellung der Ergénzungen zur Mechanik ist so
gehalten, dass sich interessierte Studierende auch wihrend des ersten Semesters den
Stoff erarbeiten konnen.

Anmerkungen zum Skript sind immer willkommen und konnen an die
E-Mail-Adresse tm1@itm kit.edu geschickt werden.

Thomas Bohlke Karlsruhe, Oktober 2024
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Kapitel 1

Einfithrung

Mechanik. Die Mechanik ist die Wissenschaft der Bewegung von materiellen Kérpern
infolge von Kréften. Sie ist das dlteste Teilgebiet der Physik. Mechanische Gesetze
wurden schon in der Antike erkannt und genutzt. Man denke beispielsweise an
das von Archimedes entdeckte Hebelgesetz. Die Mechanik wird tiblicher Weise in
die Kinematik und die Dynamik, sowie die Statik und die Kinetik eingeteilt. Die
Kinematik ist die Lehre der Bewegung von Korpern. Die Dynamik ist die Lehre
von den Kriften. Im Rahmen der Statik wird die innere Beanspruchung und die
Deformation von ruhenden Korpern basierend auf den Gleichgewichtsbedingungen
untersucht, die Kinetik bezieht die Bewegung der Korper in die Betrachtung ein.
Die Statik ist also ein Sonderfall der Kinetik. Die Mechanik kann zudem ausgehend
von der Art der Modellierung der betrachteten Korper klassifiziert werden. Wird
vorausgesetzt, dass der Korper eine kontinuierliche Massendichte besitzt, so spricht
man von einer Kontinuumsmechanik. Betrachtet man ein Ensemble von Massen,
deren rdumliche Ausdehnung jeweils vernachldssigt wird, so spricht man von
Massenpunkten und einer Punktmechanik.

Anwendungen der Mechanik. Anwendungen der Mechanik finden sich im Alltag
wie in der Technik. Seit Urzeiten sucht der Mensch sich durch ein Verstindnis der
Gesetzméfigkeiten der Mechanik Vorteile zu verschaffen. Die dltesten Werkzeuge des
Menschen wie der aus dem Faustkeil hervorgegangene Hammer, Pfeil und Bogen, das
aus dem Einbaum erwachsene Schiff, sowie Rad und Wasserrad legen davon Zeugnis
ab. Die Anwendung mechanischer Gesetzméfigkeiten bei dem Bau von Waagen,
Flaschenziigen, Briicken, Segelbooten, Windmiihlen oder von Wasserschopfradern
und Pumpen gelang in den letzten Jahrtausenden und Jahrhunderten im Wesentlichen
auf der Grundlage langer Erfahrung und vieler Versuche. Seit der Renaissance
und verstarkt seit Beginn des 19.Jahrhunderts basiert die Anwendung der
mechanischen Gesetzméfigkeiten bei technischen Problemstellungen wesentlich



7 Einfiihrung

auf einer mathematischen Formulierung der Gesetze und der Problemstellungen.
Viele Hochtechnologieprodukte wie Flug- oder Kraftfahrzeuge sind ohne die
Anwendung der Erkenntnisse der modernen Mechanik nicht denkbar. Dabei wird
auf Skalen mit sehr unterschiedlichen Gréflenordnungen Mechanik betrieben. Bei
der Untersuchung von Deformationsmechanismen in Metallen betrachtet man
die Bewegung von Materialdefekten im Nanometer-Bereich. Bei der optimalen
Gestaltung von Blechbauteilen und bei der Untersuchung von Versagensmechanismen
in Werkstoffen stehen die mechanischen Eigenschaften im Mikrometer-Bereich
im Blickpunkt. Bei der Berechnung von Formgebungsprozessen und bei der
Dimensionierung technischer Konstruktionen analysiert man im Millimeter- und
Meter-Bereich.

Technische Mechanik. Die Technische Mechanik ist der Teilbereich der Mechanik,
der sich schwerpunktmifSig mit mechanischen Fragestellungen aus der Technik
also z.B. den Bereichen Maschinenbau, Bauingenieurwesen und Medizintechnik
befasst. Die von der Technischen Mechanik untersuchten Fragestellungen hingen
stark von den jeweiligen Entwicklungs- und Forschungsschwerpunkten in den
genannten Industriebranchen ab. Traditionell ist die Technische Mechanik eng mit der
Konstruktionstechnik und der Werkstofftechnik verbunden. Die Auslegung und die
Optimierung von Konstruktionen basiert essentiell auf der Anwendung der Methoden
der Technischen Mechanik. Die Durchfiihrung und Auswertung von Experimenten
im Rahmen der Werkstoffwissenschaften setzt oft die Anwendung von Begriffen und
Methoden der Technischen Mechanik voraus. In den letzten Jahrzehnten ist bedingt
durch die rasante Entwicklung der Technik und insbesondere der Rechentechnik eine
Mathematisierung der Technischen Mechanik festzustellen, wobei den numerischen
Methoden eine besondere Bedeutung zukommt.

Materialmodellierung. Zur Bestimmung der inneren Beanspruchungen und der
Deformation von Kérpern miissen in der Regel Annahmen zum Materialverhalten der
betrachteten Korper eingefiihrt werden. Das Materialverhalten kann beispielsweise
dem eines Fluids oder eines Festkorpers entsprechen. Diese Annahmen miissen auf
experimentellen Befunden beruhen und widerspruchsfrei sein. Unter Umstanden
konnen die Deformationen eines Festkorpers so klein sein, dass sie bei der
Berechnung der inneren Beanspruchung von untergeordneter Bedeutung sind
und ganz vernachldssigt werden. Das entspricht der Annahme, dass der Korper
starr ist. Konnen die Deformationen nicht vernachldssigt werden oder sind
sogar das Ziel der Untersuchung, so ist z.B. zu priifen, ob die Deformationen
des Korpers elastisch oder inelastisch sind. Das elastische Verhalten kann danach
Klassifiziert werden, ob der Zusammenhang zwischen Beanspruchungen und
Deformationen linear oder nichtlinear ist. Metallische Werkstoffe weisen in den
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8 Einfithrung

meisten Fillen ein in guter Naherung lineares elastisches Verhalten auf. Das
elastische Verhalten von Polymerwerkstoffen ist dagegen, das zeigen Experimente,
nichtlinear. Ab einer gewissen Grofie der Beanspruchung zeigen alle Festkorper ein
inelastisches Materialverhalten. Die Verformung des Materials vollzieht sich teilweise
oder vollstindig dissipativ. Als Beispiel seien hier Formgebungsprozesse von
Blechbauteilen im Flugzeug- und Automobilbau genannt. Das Materialverhalten kann
dabei vom elastoplastischen oder vom elastoviskoplastischen Typ sein. Oftmals
ist bedingt durch den zu analysierenden Fertigungsprozess die Temperatur
in die Betrachtung einzubeziehen. Man spricht dann nicht mehr von einer
kontinuumsmechanischen sondern von einer kontinuums-thermodynamischen
Modellierung.

Strukturmodellierung. Der Ingenieur ist in aller Regel an Modellansatzen,
Simulationen und Berechnungsergebnissen interessiert, die so genau wie notig und
nicht so genau wie moglich sind. Bei der Strukturmodellierung - man denke
dabei z.B. an technische Strukturen wie Briicken oder Flugzeuge - sind wie bei
der Materialmodellierung vereinfachende Annahmen einzufithren. Sind gewisse
Querschnittsabmessungen von Bauteilen deutlich kleiner als andere, so kann man
diese unter Umstdnden vernachldssigen. Man fiihrt in diesen Féllen die Begriffe
Linien- und Flachentragwerk ein. Bei einem Linientragwerk sind im Vergleich zur
Langsabmessung zwei Querschnittsabmessungen klein. Man spricht von Stiben und
Balken. Bei Flichentragwerken ist die Dickenabmessung klein im Vergleich zu den
beiden anderen Bauteilabmessungen. Man spricht dann z.B. von Scheiben, Platten,
Membranen und Schalen.

© 2024/2025 Bohlke (KIT)



Kapitel 2

Grundlagen der Vektorrechnung

2.1 Vektoren

Skalare und Vektoren. Beispiele fiir reelle skalare Groflen sind die Masse eines Kérpers
oder die Temperatur in einem bestimmten Punkt. Ein Vektor ist eine Grofie, die durch
Betrag, Richtung und Richtungssinn gekennzeichnet ist. Beispiele fiir Vektoren sind
die Geschwindigkeit eines Punktes, der Ortsvektor, der dessen Lage beschreibt, oder
die Kraft, die auf diesen Punkt wirkt (Abb. 2.1).

e, €y

Abb. 2.1: Beispiele fiir Vektoren

Auf eine axiomatische Einfithrung der Vektorrechnung wird hier verzichtet. Es sollen
aber die grundlegenden Rechenregeln in Erinnerung gerufen werden. Skalare werden
im Folgenden durch einfache Buchstaben (z.B. a oder ), Vektoren durch Buchstaben
im Fettdruck (z.B. a oder a) angegeben.

Fiir die Addition von Vektoren gelten die folgenden Gesetze:

*at+b=b+a Kommutativgesetz
e (a+b)+c=a+(b+c) Assoziativgesetz
*at+0=a Nullvektor
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Abb. 2.2: Vektoraddition
(a+pB)a

Abb. 2.3: Skalarmultiplikation

*a+(—a)=0 negativer Vektor
e a—b=a+(-b) Subtraktion von Vektoren
Fiir die Multiplikation von Vektoren mit einem Skalar gelten
e a(fa) = (af)a Assoziativgesetz
e ala+b)=aa+ab Distributivgesetze
* (a+f)a=aa+pa
Die anschauliche Bedeutung dieser Operationen ergibt sich aus Abb. 2.2 und Abb. 2.3.

Lineare Unabhiingigkeit von Vektoren. Ein Satz von n Vektoren {ai,a»,...,a,}

ungleich null heif$t linear unabhingig, wenn aus
aja) + asas + ...+ aya, =0 2.1)

folgt a1 =0, a»;=0, ..., o, =0. Die maximale Anzahl linear unabhingiger
Vektoren heiflt Dimension des Vektorraumes. Im Folgenden betrachten wir im
Wesentlichen dreidimensionale Vektorrdaume. Die drei (Basis-)Vektoren {e,, e, e.}
(siehe Abb. 2.1), die senkrecht aufeinander stehen und jeweils den Betrag eins haben,
sind beispielsweise linear unabhéngig. Der betrachtete Raum ist dreidimensional,
da jeder Vektor durch die drei linear unabhéngigen Vektoren {e,,e,, e.} dargestellt
werden kann. Es soll angenommen werden, dass die drei Vektoren ein Rechtssystem
bilden.

© 2024/2025 Bohlke (KIT)




11 Grundlagen der Vektorrechnung

»Beispiel: Lineare Unabhingigkeit. Gegeben sind die drei Vektoren a = e,, b = e, und
c = e, + e,. Priifen Sie, ob die Vektoren linear unabhangig sind.

Wegen c=a+b gilt 0 =a+b— c. Die Gleichung 0 = aja + azb + azc hat also eine
Losung fiir Koeffizienten a; ungleich null. Damit sind die Vektoren linear abhingig. Dies ist
auch anschaulich, da die drei Vektoren in einer Ebene liegen. In einer Ebene gibt es maximal

zwei linear unabhéngige Vektoren, weil deren Dimension gleich zwei ist.

Komponentendarstellung von Vektoren. Wir beschranken uns auf die Anwendung der
Vektorrechnung im zwei- und dreidimensionalen euklidischen Raum. Um zu einer
Komponentendarstellung von Vektoren zu gelangen, die fiir konkrete Berechnungen
notwendig ist, fithrt man zundchst einen Bezugspunkt O im euklidischen Raum
ein. Diesem Bezugspunkt ordnet man die Basisvektoren {e,.e,, e.} zu, die normiert
sind und senkrecht aufeinander stehen (siehe Abb. 2.1 und Abb. 2.4). Eine solche
Vektorbasis nennt man Orthonormalbasis. Bezugspunkt und Basis nennt man
zusammen Bezugssystem {O, e, e, e. }. Die Lage eines Punktes P lasst sich beziiglich
des Bezugssystems durch den Ortsvektor rp = op angeben (Abb. 2.4)

Tp=Ipe, +Yype,+ zpe.. (2.2)

Yp 1,

O e, Tp

Ypr---- "d/v' P
Yo |----

Abb. 2.5: Vektor

Die Komponenten {xp,yp,zp} des Vektors rp heilen kartesische Koordinaten des
Punktes P. Der Ortsvektor hangt von der Wahl des Bezugspunktes ab. Das kann man
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12 Grundlagen der Vektorrechnung

dadurch einsehen, dass durch eine spezielle Wahl des Bezugspunkts der Ortsvektor
zum Nullvektor gemacht werden kann. Vektoren mit einer mechanischen Bedeutung
wie z.B. der oben erwédhnte Geschwindigkeitsvektor einer Punktmasse sind in der
Regel unabhingig vom gewdhlten Bezugspunkt. Das kann an folgendem Beispiel
veranschaulicht werden. Der Vektor a = QP geht vom Punkt @ zum Punkt P
(Abb. 2.5). Die Komponentendarstellung von a lautet

a=rp—7rg=(rp—xg)e, + (yr —yo)ey, + (2p — 20)e. = az€, + aye, +a.e.. (2.3)

Die Grolen {a,,ay,a.} heifen Komponenten des Vektors a. Man sieht, dass auf
Grund der Differenzbildung die Wahl eines anderen Bezugspunktes die gleichen
Komponenten ergeben wiirde. Die Wahl einer anderen Orthonormalbasis wiirde
dagegen zu einer Anderung der Komponenten fiihren.

Um die Notation zu vereinfachen notiert man in vielen Féllen Vektoren ohne Angabe
der Basis als Spaltenvektoren. Fiir einen Ortsvektor r und einen Vektor a ergibt sich

beipielsweise
T Ay
r=1vy |, a=| a, |. (2.4)
z a.

Es ist aber zu beachten, dass in dieser Darstellung die Basis nicht explizit spezifiziert
wird, was bei gleichzeitiger Verwendung von mehreren Basissystemen von Nachteil
sein kann.

»Beispiel: Rechnen mit Vektorkomponenten. Gegeben sind die beiden Vektoren
a = le, +2e, + 3e. und b = Oe,. + 5e, + Oe, = 5e,. Berechnen Sie 5a + 3b.

Es folgt unmittelbar 5a + 3b = (5 + 0)e, + (10 + 15)e, + (15 + 0)e, = Se, + 25e, + 15e..
Man kann die Rechnung auch unter Verwendung der Spaltenvektorkonvention
durchfiihren

1 0 5
5a+3b=5| 2 [+3] 5 | =] 25 |. (2.5)
0 15

2.2 Skalarprodukt, Kreuzprodukt und Spatprodukt

Skalarprodukt. Das Skalarprodukt a - b zweier Vektoren a und b liefert einen Skalar
a-b=allb|cos(£(a,b)). (2.6)
Mit |a| wird der Betrag von a bezeichnet. Z(a, b) kennzeichnet den Winkel zwischen
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den Vektoren a und b. Ist e ein Vektor mit dem Betrag eins, so entspricht das
Skalarprodukt a - e = |a|cos(£(a.e)) dem Anteil eines Vektors a in Richtung eines
Einheitsvektors e (Abb. 2.6). Man spricht in diesem Fall von der Projektion von a auf
e. Fiir das Skalarprodukt gelten folgende Rechenregeln:

* (a+b)-c=a-c+b-c Distributivgesetz
e (aa)-b=a-(ab)=ala-b) Assoziativgesetz
ca-b=b-a Kommutativgesetz

Abb. 2.6: Projektion
Aus der Definition des Skalarproduktes und den Eigenschaften einer

Orthonormalbasis folgt die alternative Darstellung des Skalarproduktes

a-b=a.b, +ayb,+a.b.. 2.7)

Der Betrag eines Vektors lasst sich mit Hilfe des Skalarproduktes folgendermafien
angeben

|a\:\/a‘a:\/a§+a§+a§4 (2.8)

Fiir den Winkel zwischen zwei Vektoren (a # 0 und b # 0) gilt

a-b

cos(4(a,b)) = \al[b|

2.9)

»Beispiel: Skalarprodukt. Gegeben sind die beiden Vektoren a = le, + 2e, + 3e.
und b = Oe, + 5e, + Oe, = 5e,. Berechnen Sie die Betrdage der Vektoren sowie das
Skalarprodukt a - b.

Fiir die Betrage der Vektoren gilt |a| = v/12 + 22 + 32 = /14 und |b| = V02 + 52 + 02 = 5.
Fiir das Skalarprodukt erhdlt mana-b=1-0+2-5+3-0 = 10.
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»Beispiel: Winkel zwischen Vektoren. Berechnen Sie den Winkel zwischen der
Raumdiagonalen und den Basisvektoren in einem kartesischen Koordinatensystem.

Wir betrachten nur die Raumdiagonale d, die mit allen drei Basisvektoren {e,, ey, e.}
einen spitzen Winkel einschliefit. Diese Raumdiagonale hat die Komponentendarstellung
d=a(e, + e, +e;). Wir wihlen « so, dass der Vektor d den Betrag eins hat, also ein
Richtungs(einheits)vektor ist. Der Betrag von d ist: |d| = Vd-d = v/3|a|. Aus |d| =1
folgt also |a| = 1/v/3. Da die Basisvektoren und d normiert sind, ergibt sich fiir den
Winkel cos(3) = cos(£ (e, d)) = e, - d = £1//3. Fiir den Winkel folgt dann bei positivem
a: # =~ 55°. Bei negativem « gilt entsprechend 3 ~ 125°. Die Winkelsumme ist 180°.

Kreuzprodukt. Das Kreuzprodukt oder Vektorprodukt a x b zweier Vektoren a und b
liefert einen Vektor mit dem Betrag

la x b| = |a||b| sin(£(a, b)). (2.10)

Fiir die Richtung von a x b gilt: 1) a x b steht senkrecht auf @ und b,2) @, bund a x b
bilden ein Rechtssystem. Der Betrag des Kreuzproduktes a x b ist gleich dem Betrag
der Flache des durch a und b definierten Parallelogramms (Abb. 2.7).

a
A=laxb
Abb. 2.7: Kreuzprodukt
Fiir das Kreuzprodukt gelten folgende Rechenregeln:
ceaxb=-bxa Antikommutativgesetz
* a(axb)=(aa) xb=a x (ab) Assoziativgesetz
e (a+b)xc=axc+bxec

Distributivgesetz

Aus der Definition des Kreuzproduktes und den Eigenschaften einer
Orthonormalbasis folgt fiir die Kreuzprodukte der Basisvektoren

e, Xe,=—€,Xe, =€, e Xe =—e.xXe =€, exXe=—exe =e,; (211)
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15 Grundlagen der Vektorrechnung

Infolge dessen lasst sich das Kreuzprodukt zweier Vektoren folgendermafien schreiben

a,b. — a.b,
axb= (aybz - azby)ez + (azbr - azbz)ey + (arby - a’ybz)ez = a:b, — azb. - (212)
azby — ayb,

»Beispiel: Kreuzprodukt. Berechnen Sie das Kreuzprodukt der beiden Vektoren
a = le, +2e, + 3e. und b = Oe, + Se, + Oe. = be,.

Die Anwendung der Berechnungsvorschrift ergibt

2.0-3-5 ~15
axb=|3.0-10 | = o |. (2.13)
1:5-2-0 5

Eine Dreiecksflédche ldsst sich durch A = |a x b|/2 berechnen, wobei sie Vektoren {a, b}
von einem beliebigen Eckpunkt des Dreiecks zu den beiden anderen Eckpunkten
gehen.

Spatprodukt. Das Spatprodukt [a, b, ] dreier Vektoren a, b und c liefert einen Skalar

l[a,b,c] =(axb)-c (2.14)

Der Betrag des Spatprodukts [a, b, ¢] ist gleich dem Volumeninhalt des durch die drei
Vektoren a, b und ¢ aufgespannten Parallelepipeds (Abb. 2.8). Fiir das Spatprodukt
gelten folgende Rechenregeln, die aus den Eigenschaften des Skalar- und des
Kreuzproduktes abgleitet werden kénnen:

* [a.b.d = [b.c.a] = [e.a. b
* [a.b.c] = —[b.a,c] = ~[c.b.a] = ~[a.c.b]
Von Bedeutung ist noch die vektoralgebraische Identitat
ax(bxc)=bla-c)—c(a-b). (2.15)

Ein Tetraeder wird durch vier Raumpunkte bestimmt, die nicht in einer Ebene liegen.
Das Volumen des Tetraeders lasst sich aus V = |[a, b, ¢]| /6 bestimmen. Die Vektoren
{a, b, c} gehen von einem beliebig wihlbaren Eckpunkt des Tetraeders zu den drei
anderen Eckpunkten. Man beachte, dass der Betrag des Spatprodukts zu nehmen ist,
wenn die Vektoren {a, b, c} kein Rechtssystem bilden.
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16 Grundlagen der Vektorrechnung

V=l|la,b

a

Abb. 2.8: Interpretation des Spatprodukts

»Beispiel: ~ Spatprodukt. Berechnen Sie das Spatprodukt der Vektoren
a=1le,+2e,+3e.,b=0e,+5e,+0e.=5e,undc=3e,+2e,+ le..

Fiir das Kreuzprodukt wurde bereits a x b = —15e, + 5 e. gezeigt. Damit folgt fiir das
Spatprodukt [a,b,c] = (a x b)-¢=—-15-3+0-2+5-1= —40. Da das Spatprodukt der
drei Vektoren ungleich null ist, spannen die drei Vektoren ein Volumen auf und liegen nicht
in einer Ebene. Sie sind also linear unabhéngig. Da das Spatprodukt negativ ist, bilden die

drei Vektoren ein Linkssystem.

»Beispiel: Dreiecksfliche und Spatvolumen. Gegeben sind die drei Vektorenr4 = 4me.,
rp =4me, und rc =4me, + 2me,. Bestimmen Sie die Grole der durch die Punkte
{ra,rp,rc} definierten Dreiecksfliche sowie das Volumen des durch {O,r4,rp,7c}
bestimmten Tetraeders.

Zunichst fithren wir die Vektoren r40 = —r4, rap =rp—r4=4me, —4me, und
TAC =TC — T =4me,; +2me, — 4m e, ein. Die Ergebnisse folgen durch Anwendung der
oben angegebenen Formeln. Fiir die Dreiecksflache gilt: A = [rap x rac|/2 = 44/2m?. Das
Tetraedervolumen ist V = |[rap, 7 ac, T 40]| /6 = 16/3m3.

2.3 Anwendungen der Vektorrechnung

Geradengleichung. Eine durch die Punkte P und (@ verlaufende Gerade im
dreidimensionalen Raum kann auf einfache Weise durch eine Geradengleichung
dargestellt und parametrisiert werden. Abb. 2.9 entnimmt man

r(A)=7p+ Arg —7p) AeER. (2.16)

Fir A =0 stimmt » mit rp tberein, fir A =1 mit ro. Der Parameter A\ dient
der Parametrisierung der Geraden. Die Differentiation von Vektoren erfolgt
komponentenweise. Fiir dr(\)/d\ erhdlt man mit g = rg — rp

dT()\) d(rPrn + Agr) + d(rPy + /\gy) + d(h—’z + /\gz)

- € €y X

a a - ax e=g @17
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17 Grundlagen der Vektorrechnung

O e, T

Abb. 2.9: Geradengleichung

»Beispiel: Geradengleichung. Bestimmen Sie die Geradengleichung, die durch die
beiden Punkte rp = e, und r¢ = e, verlauft. Berechnen Sie den minimalen Abstand des
Koordinatenursprungs mit der Geraden und interpretieren Sie das Ergebnis.

Die Anwendung von Gleichung (2.16) ergibt: 7(\) = e, + A(e, — e;) = (1 — Ne, + ey
Der Abstand zwischen dem Koordinatenursprung und einem Punkt auf der Geraden ist
gleich dem Betrag des zugehorigen Vektors 7(\). Der minimale Abstand ist also gleich
dem minimalen Betrag von (). Das Betragsquadrat ist gleich |r(\)|? = (1 — A)2 + A% Das
zum minimalen Abstand gehorige A\ erhdlt man durch Differentiation dieser Gleichung
und Nullsetzen der Ableitung: —2(1 — A) + 2\ = 4\ — 2 = 0. Es gilt also: A\g = 1/2. Der
zugehorige Punkt auf der Geradenist r(\g) = (e, + e,)/2. Der minimale Abstand ist gleich
[7(Xo)| = 1/v/2. Den Punkt mit dem minimalen Abstand zum Koordinatenursprung erhalt .

YN [t
<o “A Clews ek P;QIR

~

man durch Konstruktion der Lotrechten vom Koordinatenursprung auf die Gerade.

k-]

Ebenengleichung. Analog zur Geradengleichung lasst sich eine durch die Punkte P, () v v
und R verlaufende Ebene im dreidimensionalen euklidischen Raum parametrisieren.

Abb. 2.10 entnimmt man folgende (explizite) Form der Ebenengleichung ’ﬁ f ’-‘:r & Y e

r(\p) =rp+Arg—rp) +u(re—rp)  Apu€R. 218) Ovfgwddoctn AN -
Es gilt ’P\Uk(‘h ? \ Q \R ®

or(A ) ar(Ap)
an =rg—"Tp, o =TR—Tp. (2.19) Qt

Eine implizite Darstellung einer Ebene ist durch

ne(r—re) =0 220 T(hp) = G+ A(Tg-T,) + M(L-T;)

gegebe.n, wobei n ein Normaleftem.hettsvel.ctor der Ebene ?nd r(.; ein Punkt in der b=/ Oud C ex /D & ?_‘1_7
Ebene ist. Alle Ortsvektoren r, die diese Gleichung erfiillen, liegen in der durch n und £ &

’L/H F e, Pa'acm/u
('0'/ *40}

r¢ eindeutig bestimmten Ebene.

Coens M/Zew»(go] a: Nivwalwwlbs v
, w Cheue Ebeuno
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18 Grundlagen der Vektorrechnung

Abb. 2.10: Ebenengleichung

»Beispiel: Ebenengleichung. Bestimmen Sie eine explizite und eine implizite Gleichung
der Ebene, die die drei Punkte r4 = e, = {1,0,0}, rp = e, = {0,1,0}, rc = e, = {0,0,1}

enthilt. (/

Aus
r(\p) =rc+Ara—re)+p(rp —ro) @221)

folgt
r(\p) = e +pey+ (1 - —pe,. (2.22)

Der Normaleneinheitsvektor der Ebene ist
1
n= V3 (ex+ey+e). (2.23)
Damit folgt fiir die implizite Darstellung beispielsweise

(ex+e,+e;) (r—e.)=0, (2.24)

wobei auf die Normierung des Normalenvektors verzichtet wurde.

Schiefwinklige Basissysteme. Soll ein Vektor v in einer durch drei linear unabhangige
Vektoren {a,b,c} gegebenen Basis dargestellt werden, wobei die drei Vektoren
{a,b,c} im Allgemeinen weder normiert sind, noch senkrecht aufeinander stehen,
dann kann man dafiir eine sehr kompakte Darstellung finden. Fiir gegebene Vektoren
v und {a, b, ¢} sind also drei Skalare «, # und v zu bestimmen, derart dass

v =aa+ b+ e (2.25)

gilt.

Notiert man Gleichung (2.25) in Komponenten, so erhdlt man das lineare

© 2024/2025 Bohlke (KIT)



19 Grundlagen der Vektorrechnung

Gleichungssystem
a+ b8+ ey = v, (2.26)
ayoe+ by +eyy = vy, (2.27)
a,a+b.f+cy = v, (2.28)

das auch mittels einer Koeffizientenmatrix dargestellt werden kann

a; by ¢ « Uy
a, b, ¢, B l=1| v | (2.29)
a, b, c, 5 v,

Die Losung dieses linearen Gleichungssystems lédsst sich explizit darstellen. Kreuzt
man diese Gleichung zundchst mit @ und multipliziert das Ergebnis skalar mit b, so
erhdlt man: (v x a) - b= 7y(c x a) - b. Es folgt auf diese Weise eine lineare Gleichung
fiir 7. Auf gleiche Art kénnen /5 und « bestimmt werden. Die Komponenten «, # und
~ haben also die Form

[v,b,c] , la,v,( _[a,b,v]

‘T la,b,d” " [a,b,d’ 7= [a,b,c|’ (2.30)

»Beispiel: Zerlegung eines Vektors. Gegeben sind die vier Vektoren a = e, +e, +e.,
b= —2e,+e,+e, c=e,—e. und d=2e, +4e, + 8e.. Zerlegen Sie den Vektor d in
die drei Richtungen {a,b,c}, d.h. bestimmen Sie die drei Skalare {, 3,7} derart, dass
d = aa + b+ yegilt. (-/
Die Zerlegung des Vektors d entspricht der Losung des linearen Gleichungssystems
a-28=2 a+pB+v=4, a+—-~y=38 Die Losung des Gleichungssystems lautet:

o =14/3,8=4/3,v=—2.

Vv Erginzung: Lineare Gleichungssysteme. Ein lineares Gleichungssystem ldsst sich durch
eine Koeffizientenmatrix A, einen unbekannten Vektor x und einen die rechte Seite des
Gleichungssystems bestimmenden Vektor b symbolisch darstellen

Az =b. (2.31)

Die Matrix A und der Vektor b sind gegeben. Der Vektor z ist gesucht. Die Vektoren x und
b sind im Allgemeinen n-dimensional. A ist eine m x n-Matrix, wobei wir uns hier auf den
Sonderfall m = n beschranken. Formuliert man das Gleichungssystem in Komponenten, so
erhélt man die n Gleichungen (i = 1...n)

n
> Ay =i (2.32)
j=1

© 2024/2025 Bohlke (KIT)
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Fiir n = 2 lauten diese Gleichungen
Apay + Ajpxy = by, A1 + Agpa = by. (2.33)

Hat das Gleichungsystem eine Losung, so ist diese formal durch
n
x=A",  mi=) Al (2.34)
j=1

gegeben. Fiir n = 2 gilt speziell

T = (A71)11 by + (A71)12 b2, T2 = (A71)21 by + (A71)22 ba. (2.35)
A~ ist die inverse Matrix von A. Es gilt
AAT ' =ATTA=T (2.36)

mit der Einsmatrix oder Einheitsmatrix I, die beispielsweise fiir n = 3 die Form

1
I=| 0 (2.37)
0

o = o
- o O

hat. Lineare Gleichungssysteme lassen sich beispielsweise mittels der Cramer’schen Regel oder
mit dem Gauss-Algorithmus 16sen.

v Erginzung: Ldsbarkeit wvon Gleichungssystemen. Ein inhomogenes lineares
Gleichungssystem
n
> Aijay = b, (2.38)
j=1

hat genau dann eine eindeutige Losung {z;,i=1...n}, wenn die Determinante
der Koeffizientenmatrix ~ A4;; ungleich null ist, im Falle von n=2 also
det(A) = A1 Agp — Ajp Az # 0 gilt.

Ein homogenes Gleichungssystem
n
> Aijz=0 (2.39)
j=1

hat genau dann eine Losung {x;,i = 1...n} ungleich dem Nullvektor, wenn die Determinante
der Koeffizientenmatrix A;; gleich null ist. In diesem Fall ist die Losung nicht eindeutig. Jedes

skalare Vielfache einer Losung ist ebenfalls eine Losung.
Vv Erginzung: Raumkurven. Sind die drei Komponenten des Ortsvektors als Funktion eines ZZ lwwrean ¢ N ( L\ =X [/L) e, + ?(*) é‘( + X /l) g?‘
skalaren Parameters gegeben, so definiert —_— - —
aﬂ& . TV ewew &Au.
7 [a/\rf

r(A) =z(Ne, +y(Ne, + z(Ne. (2.40)

eine Raumkurve (Abb. 2.11). Wahlt man einen Punkt dieser Raumkurve aus und misst von BQA: d}’kﬂ:‘( ¢ o [u,\ -{M\M‘ (/7% X_ ’\)' a’uaa&“ 7&,«1\1

diesem Punkt aus die Lange der Raumkurve, d.h. die Bogenliinge s, so gelangt man zu einer
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Bogenlangendarstellung

7(s) = z(s)es +y(s)ey + 2(s)e, (2.41)

einer Raumkurve. Die Ableitung der Bogenlingendarstellung 7(s) nach s ergibt den

Tangenteneinheitsvektor

(2.42)

Abb. 2.12: Krimmungsradius

v Erginzung: Kriimmung und Torsion. Die Ableitung des Tangentenvektors nach der
Bogenldnge kann man folgendermaBen darstellen

dep(s)
ds

= ren(s) = —en(s). (243)

Wegen (er(s) - er(s)) = 0gilter(s) - en(s) = 0. Der Normaleneinheitsvektor ey (s) weist zum
Kriimmungsmittelpunkt der Raumkurve im Punkt s (Abb. 2.12). Der Betrag x der Ableitung
des Tangentenvektors heilt Kriimmung der Raumkurve. Der Kehrwert der Kriimmung ist der
Kriimmungsradius R.

Der Vektor

ep(s) =er(s) x en(s) (2.44)

heiflt Binormalenvektor. Die drei Vektoren {er, ey, ep} bilden ein begleitendes Dreibein der
Raumkurve. Als Torsion oder Windung ¢ einer Raumkurve bezeichnet man den Anteil von
en(s)" in Richtung ep

den(s)
T ds
Die Windung ebener Raumkurven ist null. Beachtet man €y - ey = —ey - €, = —k = —1/R

S ~ep(s). (2.45)
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und €y -ep =g, so folgt en(s) = —rer(s)+cep(s). Auf dhnliche Weise zeigt man
ep(s) = —cen(s). Die drei Gleichungen
der(s) den(s) _ o dep(s)
T —pen(s), N = ers) teen(s), YT = cents) @49)

heilen Frenet’sche Formeln. Fiir gegebene Funktionen x(s) und ¢(s) stellen diese Formeln
ein Differentialgleichungssystem zur Bestimmung des begleitenden Dreibeins dar. Die
Geradengleichung ist ein Sonderfall der Raumkurve.

»Beispiel: Raumkurven. Sperzifizieren Sie die Komponenten {z()),y()),z(A)} des
Ortsverktors
r(A) = z(Nes +y(Ney + z(Ne. (2.47)

s0, dass ein Kreis, eine ebene Spirale und eine raumliche Spirale beschrieben werden.

Einen Kreis erhilt man fiir
() = R cos(2m)), y(A) = Rpsin(27A), z(A) =0. (2.48)

Der Tangenteneinheitsvektor und der Normaleneinheitsvektor liegen in der 2-y-Ebene. Der
Binormalenvektor weist in z-Richtung. Die Kritmmung ist konstant und gleich 1/Ry. Die
Windung ist null, da Normaleneinheitsvektor fiir alle A in der z-y-Ebene liegt.

Durch die Modifikation Ry — R\ gelangt zur Parametrisierung einer ebenen Spirale
z(A\) = RoAcos(2mN), y(A) = RoAsin(27)), z(A) =0. (2.49)

Krimmung ist variabel und hdngt von X ab. Die Windung ist wie beim Kreis null.

Eine rdaumliche Spirale wird beispielsweise durch
() = RoAcos(2mA), y(A) = RoAsin(27)), z(A) = Ho\ (2.50)

beschrieben. In diesem Fall sind sowohl die Kriimmung als auch die Torsion von A
abhéngig.
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v Ergidnzung: Geschwindigkeit und Beschleunigung. W&hlt man zur Parametrisierung des
Ortsvektors eines Punktes P die Zeit t, d.h.

r(t) = z(t)e, + y(t)e, + z(t)e., (2.51)
so ergibt dessen Ableitung nach der Zeit den Geschwindigkeitsvektor
dz(;f) =7(t) = v(t) = v.(t)es + vy(t)e, + v.(t)e.. (2.52)
Die zweite Ableitung des Ortsvektors nach der Zeit ergibt den Beschleunigungsvektor
dz:gt) = () = alt) = ag(t)es + ay(t)ey + as(t)es. 253)

Als Verschiebungsvektor eines Punktes P bezeichnet man die Differenz der Ortsvektoren

u(t) =r(t) —r(0). (2.54)

Unter Verwendung des Verschiebungsvektors haben der Geschwindigkeits- und
v(t) = u(t), a(t)=1u(t). Der
Geschwindigkeitsvektor liegt tangential zur Raumkurve des Punktes P und hat

Darstellung  v(t) = v(t)er(t) mit

der Beschleunigungsvektor folgende Darstellungen:

deshalb die alternative der Bahngeschwindigkeit

v(t) = |v(t)] und dem im Allgemeinen ebenfalls zeitabhingigen Tangenteneinheitsvektor
er. Leitet man diesen Ausdruck fiir die Geschwindigkeit nach der Zeit ab, so
folgt unter Beachtung von alternative

er =els=v/Rey eine Darstellung  der

Beschleunigung a(t) = o(t)er(t) + v*(t)/R(t)en(t). Die Beschleunigung hat keinen Anteil in

Binormalenrichtung.
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Kapitel 3

Kraftsysteme

‘Ew:w@uzecu,m‘l' "

3.1 Kraft und Drehmoment

Einzelkraft. Der Begriff der Kraft ist fiir die Mechanik von elementarer Bedeutung. 'i T ! f S t FB‘C )‘Aaf‘ f'% U 9

Beispiele fiir Einzelkréfte sind die Gewichtskraft eines Korpers im Schwerefeld der
Erde oder die Auftriebskraft eines Korpers in einer Fliissigkeit. Eine Einzelkraft ist E bv: Ue A’. «/”
durch Betrag, Richtung und Richtungssinn gekennzeichnet und kann deshalb durch

einen Vektor dargestellt werden. Zur vollstindigen Kennzeichnung einer Einzelkraft .b
et o wntan fran vthtr/

ist neben dem Kraftvektor
o M= (T-2)*E | sy Euetakt§T, 74

17 = 1@y 4F @y aF 7@
der Ortsvektor des Angriffspunktes der Kraft ’69 2 - ? UM,U C

r=re, +ye, + ze, (3.2) F
A RS

L Z~C
anzugeben (Abb. 3.1). \ \

) | A& (cordt 2 4k 3.2

‘, 2
OIWC’VLC/OV; M~ ML
< T2

Abb. 3.1: Kraftvektor F \L}’JD Eﬂ:\ L\G?L : 4 MVM

Die Dimension der Kraft ist gleich M x L/T? (M: Masse, L: Liange, T: Zeit). Die Einheit (/\/

N Q{'Ccrﬁ/ujgg',u,, VO h L‘7( - {E"F(l:\f(qci
o den Redide dena
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der Kraft ist N (Newton):

(3.3)

Die Gerade

riw(\) =r+Amep, ep = A ER, (3.4)

die durch den Angriffspunkt und den Kraftvektor bestimmt wird, heifst
Wirkungsgerade oder Wirkungslinie der Kraft (,m” steht fiir die Einheit Meter).
Die Richtung der Kraft F' wird durch den dimensionslosen Richtungsvektor ep

bestimmt.

»Beispiel: Zur Einheit N. Um eine Vorstellung von der Groenordnung eines Newtons
zu bekommen, kann man die Gewichtskraft betrachten. Die Gewichtskraft G eines
Koérpers ist durch G = mg gegeben. m ist die Masse des Korpers. g =~ 9,81m/s? ist die
Erdbeschleunigung. Der Masse eines Kilogramms entspricht eine Gewichtskraft von ca.
10N.

Drehmoment. Jeder Einzelkraft F' mit dem Angriffspunkt r ldsst sich ein Drehmoment
oder Moment beztiglich Punkt C'

Mc=(r—c)x F (3.5)

zuordnen (Abb. 3.2). Man spricht von einem Einzelmoment der Einzelkraft F
beziiglich Punkt C'. Der Vektor c ist der Ortsvektor des Punktes C'. Die Komponenten
i Verwendung von = Form

AryF, — Ar.F,
Ar.F, — Ar, F, |. (3.6)
Ar, Fy — Ar,F,

MC:

Die Dimension von M ¢ ist M x L?/T?. Die Einheit des Momentenvektors ist N m

kg m?

1'Nm=1- 3.7)

2
Der Vektor M steht senkrecht auf den Vektoren » —c¢ und F. Die Vektoren
{r — ¢, F, M ¢} bilden ein Rechtssystem.
Jede Kraft F' kann in einen Anteil F'|| parallel zu Ar =7 — ¢ und einen Anteil F'
senkrecht zu Ar zerlegt werden

F:FHJrFL, FH:(e-F)e, FL:FfF”, (38)
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26 Kraftsysteme

e, e,

Abb. 3.2: Moment einer Kraft

wobei e = Ar/|Ar| der Richtungsvektor ist, der vom Bezugspunkt zum Angriffspunkt
der Kraft weist. Da in das Kreuzprodukt (r — ¢) x F nur der Anteil F' | von F eingeht,
kann der Momentenvektor auch folgendermafien notiert werden (Abb. 3.2)

Mc=(’l"—c)><Fl. (39)

Zerlegt man alternativ den Vektor Ar = r — ¢ in einen Anteil senkrecht und parallel
zur Kraft F' = |Fler

Ar = Ar + Arg, Ar) = (ep - Ar)ep, Ary = Ar — Ary, (3.10)
dann folgt fiir den Drehmomentenvektor
Mg=(r—c). xF. (3.11)

»Beispiel: Zur Einheit Nm. Um eine Anschauung von der Grofenordnung eines
Newtonmeter zu bekommen, kann wiederum die Gewichtskraft herangezogen werden.
Der Masse eines Kilogramms entspricht eine Gewichtskraft von ca. 10 N. Erzeugt diese
Gewichtskraft ein Drehmoment mit einem Hebelarm der Linge 1m, dann hat dieses

Moment einen Betrag von ca. 10 N,

»Beispiel: Zur Interpretation von Mg = (r—c)x F. Gegeben sind die Kraft
F = 1Ne, +2Ne, mit dem Angriffspunkt r = 3me, +2me, sowie der Bezugspunkt
c=1lme, + 1me,. Berechnen Sie das Moment beziiglich des Punktes C' (siehe Abb. 3.2).

Zunichst berechnen wir Ar =7 — ¢ =2me, + lme,. Fir das Moment folgt durch
Berechnung des Kreuzprodukts M¢g = (r —c) x F = 3Nme,.
Drehmoment nach der “Formel” Moment gleich “Kraft mal Hebelarm” berechnen,

Wiirde man das

so kénnte man folgendermafien vorgehen: Der Abstand von Kraftangriffspunkt und
Bezugspunkt ist |[r — ¢| = v/5m. Ein Einheitsvektor e |, der senkrecht auf r — ¢ steht, ist
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durch e, = (—e, + 2e,)/v/5 gegeben. Von der Kraft geht nur der Anteil F, von F in
Richtung e in die Berechnung ein. Dieser kann durch Projektion von F' auf die Richtung
e, berechnet werden: |F || =|F -e | = 3/v/5N. Das Produkt von Kraft und Hebelarm
ist also: [Mc| = |Ar||F | = v5m-3/v/5N = 3Nm. Man sieht, dass die erste Rechnung
basierend auf dem Kreuzprodukt deutlich kiirzer ist. Aquivalent hatte man den minimalen
Abstand der Wirkungslinie der Kraft zum Bezugspunkt mit dem Betrag von F' zur
Berechnung von M¢ multiplizieren konnen. Dieser Abstand betragt 3v5 /5m, so dass gilt
|Mc| = |Ar||F| = 3v5/5m - v/5N = 3Nm.

3.2 Kraftsysteme

Kraftsystem und resultierende Kraft. Ein Satz von n Kréften {F, F,,..., F,} mit
den Angriffspunkten {r.7;,...,7,} heifit Kraftsystem und wird im Folgenden
zusammenfassend mittels

{F1,Fy,...,F,ri,ra,...,7,} ={Fir} (3.12)

notiert, wobei der Einfachheit halber der Wertebereich (i = 1...n) in der Regel nicht
mit notiert wird. Jedem Kraftsystem kann die resultierende Kraft

F= ZF
i=1

(3.13)

zugeordnet werden.

Resultierendes Moment. Jedem Kraftsystem {F';; r;} kann ein resultierendes Moment
beztiglich Punkt C'

n

M=) (ri—c)x F; (3.14)

i=1

zugeordnet werden. Man sieht, dass das resultierende Moment sowohl von den
Angriffspunkten der Einzelkréfte als auch vom gewéahlten Bezugspunkt abhangt. Die
Berechnung der resultierenden Kraft und des resultierenden Moments nennt man
Reduktion eines Kraftsystems.

Es stellt sich die Frage, wie man bei einer Anderung des Bezugspunktes von ¢ = ¢;
nach ¢, das resultierende Moment M ¢, aus M ¢, berechnen kann. Dazu bildet man
die Differenz der beiden Momente M ¢, und M ¢,

n

Mo, —Mc, = ((ri—c) = (ri— 1)) x F; = Z(cl — ) x Fy,

i=1

(3.15)
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‘woraus

Mg, =M, +(ci—c;)xF F=) F; (3.16)

folgt. Das resultierende Moment beziiglich eines anderen Bezugspunktes kann also
auf einfache Weise berechnet werden.

Aquivalenz von Kraftsystemen. Fiir statische Untersuchungen ist der Begriff der
Aquivalenz von Kraftsystemen von grundsitzlicher Bedeutung. Zwei Kraftsysteme
{F;;r;} und {F};r;} heilen dquivalent, wenn die zugehorigen resultierenden Krifte
und Momente gleich sind, also

F=F", M= M (3.17)‘
mit X
F=>F, F =) "F; (3.18)
i=1 i=1
und .
Mc=> (ri—¢)xF;, M=) (rj—c)x F; (3.19)

i=1 i=1
gilt. Es bleibt zu priifen, ob der Begriff der Aquivalenz von der speziellen Wahl des
Bezugspunktes abhingt. Es lasst sich zeigen, dass der Aquivalenzbegriff unabhingig
von der Wahl des Bezugspunktes ist. Fordert man zunéchst nur, dass M ¢, = My, gilt,
so ergibt sich aus Gleichung (3.16) wegen F' = F* unmittelbar M ¢, = My, .

Versetzungsmoment. Verschiebt man die Angriffspunkte eines Kraftsystems auf den
Wirkungslinien der zugehorigen Kraftvektoren, so erhdlt man ein dquivalentes
Kraftsystem. Fiir Verschiebungen quer zur Wirkungslinie erhdlt man im Allgemeinen
kein dquivalentes Kraftsystem.

e, e,
Abb. 3.3: Versetzungsmoment
Verschiebt man eine Kraft des Kraftsystems quer zur Wirkunglinie, so muss man,

um ein dquivalentes Kraftsystem zu erhalten, ein Versetzungsmoment einfiihren. Das
kann an dem einfachen Kraftsystem {F';r,} veranschaulicht werden. Soll die Kraft F’
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29 Kraftsysteme

in den Punkt 7, verschoben werden, so kann im Sinne der Aquivalenz beispielsweise
das Kraftsystem {—F', F'; 5, 75 } ergdnzt werden (Abb. 3.3). Man kann sich leicht davon
iiberzeugen, dass die Kraftsysteme {F; 7.} und {F,—F, F; 7,75, r>} dquivalent sind.
Das durch {F,—F;ry,r;} induzierte Moment M heifst Versetzungsmoment. Fiir
My, beziiglich O gilt My, =7y x F — 73 x F, also

Myy=(ri —ry) x F. (3.20)

3.3 Spezielle Kraftsysteme

Ebenes Kraftsystem. Ein ebenes Kraftsystem liegt vor, wenn alle Angriffspunkte der
Kréfte und die Kraftvektoren in ein und derselben Ebene liegen. Stimmt diese Ebene
mit der e,-e,-Ebene {iberein, so haben die Kraftvektoren und deren Angriffspunkte
die Darstellung

F; = F,e, + Fe,, T = 1€, + yie,. (3.21)

Man kann die Berechnung der resultierenden Kraft also in einem zweidimensionalen
Raum durchfiihren. Es ist aber zu beachten, dass das resultierende Moment die
Richtung e. hat, sofern es nicht null ist.

Zentrales Kraftsystem. Ein zentrales Kraftsystem ist dann gegeben, wenn alle
Angriffspunkte der Einzelkréfte identisch sind (r; = r) oder allgemeiner wenn ein
dquivalentes Kraftsystem gefunden werden kann, bei dem alle Angriffspunkte
identisch sind. In diesem Fall, schneiden sich alle Wirkungslinien der Einzelkrafte
in einem Punkt. Fiir ein zentrales Kraftsystem kann das resultierende Moment auf
einfache Weise aus der resultierenden Kraft berechnet werden

Mc:i(rifc)xFi:i(rfc)xFi:(rfc)xF. (3.22)

i=1 i=1

Kriftepaar. Von einem Kraftepaar spricht man dann, wenn das Kraftsystem aus
zwei Einzelkraften mit verschiedenen Angriffspunkten besteht, und auflerdem gilt:
F, = —F,. Die resultierende Kraft eines Kriftepaares ist null. Fiir ein Kriftepaar
kann das resultierende Moment leicht aus dem vektoriellen Abstand der beiden
Kraftangriffspunkte berechnet werden:

2

Mg =Y (ri—c¢)x Fi=(ri—r3) x F\. (3.23)

i=1
Man sieht, dass fiir ein Kriftepaar das resultierende Moment unabhingig vom
Bezugspunkt ist. Man nennt es deshalb auch freies Moment.
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3.4 Volumen-, Flichen- und Linienkraftdichten

4 d,_
Volumenkraftdichten. In Natur und Technik sind volumen- und flichenverteilte

Krifte die Regel und der Begriff der Einzelkraft entspricht einer Idealisierung.

¢ Nt b da ke J of’hrob‘e&.;mr)é g*g(’ﬁ)

Volumen-, flichen- und linienverteilten Kréften lassen sich aber durch Integration
resultierende Krifte zuordnen. Die durch die Gravitation in jedem materiellen Korper

/,gv: Vil waie hrslhoke bt ot po Vst undes —
oud it

auf der Erde hervorgerufene Massenkraftdichte hat beispielsweise als Resultierende
die Gewichtskraft. Varﬁu L -+ 4\/ olsed y dz
Von einer Volumenkraftdichte f, spricht man dann, wenn eine Kraft pro @

Volumeneinheit gegeben ist (Abb. 3.4) e« F /_f_ v
= = (* \ J :F
v\=

AF - R T = § +—-[- €. +..=
fv = lim —— (3.24) V- (3 Rk = x RY =y E‘j

AVS0 AV

AV ist ein Volumenelement des Korpers. Ein Beispiel fiir eine Volumenkraftdichte

ist das (volumen-)spezifische Gewicht gg mit der Massendichte ¢ und der - i e 1.:[? e
Erdbeschleunigung g¢. Beide Groflen werden spéter noch eingehend behandelt. 2 G :F v Uk =r \ly ..x‘.l"'
o~ Rx

|
A
<
x
Q-
-

Die aus der im Allgemeinen ortsabhingigen Volumenkraftdichte f (r) resultierende
Kraft berechnet sich durch Integration tiber das Volumen Vv

F:/va(r)dV. (3.25) :Fg\( =\Y fr"ﬂ CN
e (g - bouet 912

Beil: Gunddihedt = 4y = gg 2
= 0”/: e = e = &
Q \fy f‘!{v fvfgw d/ fvS’g‘“/w V%dvﬁ—-

Die resultierende Kraft des spezifischen Gewichts ist die Gewichtskraft des Korpers. W, = 5\‘?‘)\/ ’ Mﬁf K

Die Auswertung des Integrals wird besonders einfach, wenn nur der Betrag von f

e, e

Abb. 3.4: Volumentkraftdichte
= M 9 e
e O=fg

vom Ort abhéingt, die Richtung von f aber ortsunabhingig ist: f,, = fi (r)e. Fiir die
resultierende Kraft gilt dann

F = Fe, F:/va(r)dV. (3.26) &) (u? g V? @dV dw

(,,\ 4\/ diw = @_O{VA _ _

$ 9 ¢ = 61 : Hassa -
rT—cC x'F (’(‘\0”/ f 4 J 74,?&-
"RQ 8{ Hacseu baa bt dichln dlchete

i\
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Ist auch der Betrag der Kraftdichte konstant, so folgt: F' = f/V. Beim spezifischen
Gewicht ist das genau dann im erdnahen Schwerefeld der Fall, wenn der Korper eine
konstante Massendichte o, besitzt. In diesem Fall ergibt sich fiir die Gewichtskraft
G = F = gogV = mg mit der Masse m des Korpers. Auf Volumenkraftdichten wird in
dem den Massenmittelpunkt behandelnden Kapitel genauer eingegangen.

Das resultierende Moment einer Volumenkraftdichte beztiglich Punkt C' wird mit der
Formel

Mg = / (r—c) x fy(r)dV (3.27)
v

berechnet. Diese Formel kann so interpretiert werden, dass die Momente pro
Volumeneinheit (r —c¢) x fy(r) zum resultierenden Moment M. aufsummiert
werden.

Flichenkraftdichte. Eine Flichenkraftdichte f, liegt dann vor, wenn eine Kraft pro
Flacheneinheit gegeben ist (Abb. 3.5)

. AF
Fa= Jlim Aq (3.28)

AA ist ein Flichenelement des Korpers. Flichenkraftdichten werden oft auch
als Druck, Spannung oder Flichenlast bezeichnet. Flichenlasten treten in vielen
technischen Fragestellungen auf. Man denke beispielsweise an Schneelasten auf
Baukonstruktionen oder den Druck, den eine Wassersdule auf ihre Unterlage
austibt. Die resultierende Kraft und das resultierende Moment einer im Allgemeinen
ortsabhédngigen Fldchenkraftdichte f,(r) berechnen sich durch Integration iiber die
Fléche, auf der die Last angreift

F= /A Fa(r)dA, (3.29)

Mo = /(r —c) x fu(r)dA. (3.30)
A

dA ist der Betrag des infinitesimalen Fldchenelements. Die Auswertung des Integrals
wird wieder besonders einfach, wenn nur der Betrag der Kraftdichte vom Ort abhéngt,
deren Richtung aber ortsunabhéngig ist: f ; = fa(r)e. Fiir die resultierende Kraft folgt
dann
F = Fe, F= / fa(r)dA. (3.31)
A

Ist auch der Betrag der Kraftdichte konstant, so folgt /' = f4 A, bei einem konstanten
Druck p = f4 also F' = pA. Auf Flachenkraftdichten wird im Rahmen der Elastostatik
genauer eingegangen.
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Abb. 3.5: Flichenkraftdichte

Zwei fiir die Kontinuumsmechanik auflerordentlich wichtige Kraftdichten sind
Normalspannungen und Schubspannungen. Bei Normalspannungen steht die
Kraftdichte senkrecht auf der betrachteten Fldche, bei einer Schubspannung liegt
sie in der Fldche (siehe Abb. 3.6). Normalspannungen werden in der Regel mit o,
Schubspannungen mit 7 bezeichnet.

R
Veecter o id
Abb. 3.6: Normalspannung (links), Schubspannung (rechts)

Ein Beispiel fiir eine Normalspannung ist der hydrostatische Spannungszustand oder
kurz Druck. Spannungen die das Haften von Koérpern verursachen sind ein Beispiel
fiir Schubspannungen.

»Beispiel: Luftdruck. Der mittlere Luftdruck (Normalspannung) der Atmosphire betragt
auf Meereshohe ca. p = 101325Pa oder dquivalent 1013, 25hPa (Hektopascal), 1013, 25mbar
(Millibar) und 0, 1013MPa (Megapascal). Die Tagessschwankungen betragen 0,5 bis 1hPa.
Die resultierende Kraft des Luftdrucks auf einen Quadratmeter ist F' = pA = 101325N.
Diese Gewichtskraft entspricht einer Masse von 10 Tonnen im erdnahen Schwerefeld.

Linienkraftdichte. Von einer Linienkraftdichte f; ist dann die Rede, wenn eine Kraft
pro Langeneinheit gegeben ist (Abb. 3.7)

. AF
Fu=lm AT (3:32)

AL ist ein Linienelement des Korpers. Linienkraftdichten werden oft auch
als Streckenlasten bezeichnet. Ein Beispiel fiir eine solche Streckenlast ist das
Eigengewicht eines diinnen Seils, wenn man die Querschnittsabmessungen des Seils
gegeniiber dessen Langsabmessungen vernachldssigt.
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TL

e, e :
Abb. 3.7: Linienkraftdichte
Die resultierende Kraft und das resultierende Moment einer im Allgemeinen

ortsabhédngigen Linienkraftdichte f,(r) berechnen sich durch Integration iiber die
Lange der Raumkurve an der die Linienkraftdichte angreift

F= /L £.(r)dL, (3.33)

Mq = /(r —c) x fr(r)dL. (3.34)
i

dL ist der Betrag des infinitesimalen Linienelements. Die Auswertung des Integrals
vereinfacht sich, wenn nur der Betrag der Kraftdichte vom Ort abhdngt, deren
Richtung aber ortsunabhéngig ist: f, = f.(r)e. Fiir die resultierende Kraft folgt dann

F=Fe, F= / fo(r)dL. (3.35)

Ist auch der Betrag der Kraftdichte konstant, so gilt ' = f L.

Im Rahmen der Statik starrer Korper ist insbesondere der Fall von Interesse, dass eine
Streckenlast ¢ mit der Richtung e = e. als Funktion der kartesischen Koordinate x
gegeben ist (g = ¢(z)e.) und entlang eines endlichen Bereiches der z-Achse angreift
(Abb. 3.8). Fiir die resultierende Kraft gilt in diesem Fall

F =Fe,, F= /q(T)dT (3.36)

Analog zu den Kraftdichten lassen sich Momentendichten einfiihren. Bedeutung
haben insbesondere Momentendichten m = m,, die entlang einer Raumkurve
gegeben sind. Das zugehorige resultierende Moment, das bezugspunktunabhéngig
ist, ergibt sich durch Integration von m entlang der Raumkurve

M = /LmL(r)dL. (3.37)
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Abb. 3.8: Streckenlast in e.-Richtung

Wirkungslinien der Resultierenden von Kraftdichten. Wie die Resultierenden von
Kraftdichten berechnet werden konnen, wurde in den letzten Abschnitten diskutiert.
Es stellt sich die Frage, ob sich diesen Resultierenden eindeutig ein Angriffspunkt
zuordnen lasst. Die resultierende Kraft und der zugehorige Angriffspunkt sollten ein
zur Kraftdichte dquivalentes Kraftsystem bilden. Auf Grund des Umstandes, dass man
fiir jede Verschiebung einer Einzelkraft eines Kraftsystems entlang ihrer Wirkungslinie
wiederum ein dquivalentes Kraftsystem erhlt, kann bestenfalls die Wirkungslinie
der Resultierenden eindeutig sein. Im Folgenden sollen die Wirkungslinien der
Resultierenden von Volumen-, Flichen- und Liniendichten bestimmt werden.

Die resultierende Kraft und das resultierende Moment beziiglich Punkt C' einer
Volumenkraftdichte berechnen sich aus den Gleichungen

F = / fv(r)dv, Mc = / (r—c) x fy(r)dV. (3.38)
v v
Die Wirkungslinie der resultierenden Kraft ldsst sich durch die Forderung
(rw—c)x F=Mg¢g (3.39)

festlegen, wobei 7y ein Punkt der Wirkungslinie ist. Da die spezielle Wahl des
Bezugspunktes im Sinne der Aquivalenz nicht relevant ist und folglich ¢ = 0 gesetzt
werden kann, lautet die Bestimmungsgleichung fiir 7y

Ty X / fv(r)dV =ry x F = / rx fi(r)dV. (3.40)
Jv v
Fiir den Sonderfall einer konstanten Kraftdichte fy (r) = f, = F/V ergibt sich

<rw — l/ rdV> x F =0. (3.41)
Vv
Die Grofle

1
V=14 A rdV (3.42)

heifit Volumenmittelpunkt. Um die Notation nicht zu schwerfillig zu gestalten,

© 2024/2025 Bohlke (KIT)



35 Kraftsysteme

werden das Volumen und der Integrationsbereich mit V' bezeichnet. Aus Gleichung
(3.41) folgt nicht, dass ry = ry gilt, da aus (a x b) = 0 nicht zwingend a = 0
oder b = 0 folgt (Gegenbeispiel: a x a = 0, Va # 0). Es kann gefolgert werden, dass
7w (A) — ry kolinear zu F' ist und die Wirkungslinie durch den Volumenmittelpunkt
verlduft. Es gilt also

rw(A) =ry + Amep, ep = — A€ R. (3.43)

Ist die resultierende Kraft null, so handelt es sich bei dem resultierenden Moment um
ein freies Moment.

Fir den Sonderfall einer konstanten Flachenkraftdichte oder einer konstanten
Linienkraftdichte erhélt man analoge Formeln

(rw — l / rdA) x F =0, <rw — i /rdL> x F=0. (3.44)
A Ja L/

Die Grofien
1
= /A rdA (3.45)
und
7
ro=p [ ra (3.46)
LJ,

heilen Flichenmittelpunkt (FMP) bzw. Linienmittelpunkt. A und L bezeichnen die
Groe der Flache und die Lange der Raumkurve. Fiir die Wirkungslinien ergibt sich
jeweils

rw(A) =ra+Ame, rw(A) =r,+Ame, AER, (3.47)
wobei e wieder die Richtung der jeweiligen Resultierenden bezeichnet. Wir konnen
also festhalten, dass bei Volumina, Flachen und Raumkurven beliebiger Form im Falle
einer konstanten Kraftdichte die Wirkungslinie durch den zugehorigen Mittelpunkt
verlduft und deren Richtung mit der Richtung der Resultierenden tibereinstimmt. Sind
die Kraftdichten nicht ortsunabhéngig, so gelten die eben gemachten Aussagen im
Allgemeinen nicht.

»Beispiel: Resultierende einer Streckenlast. Den fiir die Statik relevanten Fall einer
Streckenlast der Form q = g(z)e., die entlang eines endlichen Bereiches der z-Achse
angreift (Abb. 3.8), wollen wir auch fiir den allgemeinen Fall einer variablen Kraftdichte
genauer betrachten. Fiir die resultierende Kraft und das resultierende Moment gilt
F = F.e,, M¢ = Mcye, mit

= / q(z)dz, Mgy = — /(z — ¢z)q(z)dz. (3.48)
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Fordert man nun (ry — ¢) x F = M, so entspricht dies nur einer nichttrivialen skalaren
Gleichung —(zw — ¢;)F. = Mg,. Setzt man ohne Beschrankung der Allgemeinheit ¢, = 0,

so folgt
xw/q(z)dw:/xq(z)dx (3.49)

/zzq(z)dz

und daraus

Ty = E————. (3.50)
[ oty
Die Wirkunggslinie geht also durch den Punkt {zyy, 0,0} und hat die Richtung e
rw(A) =7+ Ame.,, T = ZTwes, A ER. (3.51)

Interpretiert man ¢(x) geometrisch als Funktion, die eine Fldche definiert, so entspricht 2y
der Lage des Flachenschwerpunks.

» Beispiel: Dreieckslast. Eine Streckenlast gq(z) = gox/le. wirkt im Bereich z € [0, 1] (siehe Abb. 3.9)
Berechnen Sie die resultierende Kraft, deren Wirkungslinie und das resultierende Moment beziiglich
des Koordinatenursprungs.

‘ [ :

[ —

/3"

F,
90

€y '
e.T

Tw = 2l/3

Abb. 3.9: Dreieckslast

Die resultierende Kraft berechnen wir gemaf (3.48). Es folgt

1 1 i
F, =/ q(x)dx :/ w2y, _ W2 _ gl
©=0 w=0 | 2l

=1 (3.52)
0 2
Das resultierende Moment ergibt sich zu
! ! 2
Moy== [ wi@ar = [ Bar = Y (359)
=0 =0 3 0 3
Fiir die Wirkungslinie gilt
r(\) = zwe, + Ame., A ER, (3.54)
mit 2
= /xq(m)dx/ / q(z)dz = =L (3.55)
z P 3
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4.1 Gleichgewichtsbedingung fiir starre Korper

Gleichgewichtssystem. Ein Kraftsystem {F;;r;} heifit Gleichgewichtssystem, wenn
die resultierende Kraft und das resultierende Moment null sind

n

F=>F;=0, Mc =) (ri—c)x F; =0. 4.1)
i=1 i=1

Dieser Gleichungssatz entspricht sechs skalaren Gleichungen - drei fiir das
Kraftegleichgewicht und drei fir das Momentengleichgewicht. Auch hier ist
die Rolle des Bezugspunktes zu untersuchen. Dabei konnen die Ergebnisse
aus der Untersuchung der Aquivalenz von Kraftsystemen angewendet werden.
Transformiert man Gleichung (4.1); mittels Gleichung (3.16) auf einen anderen
Bezugspunkt, so erhdlt man im Falle eines Kriftegleichgewichts aus M« = M¢; =0
die Gleichung M, = 0. Die Aussage, dass es sich bei einem Kraftsystem um ein
Gleichgewichtssystem handelt, ist also unabhidngig vom gewdhlten Bezugspunkt.
Treten Einzelmomente auf, so kénnen diese als Kréftepaar in der obigen Formel fiir
das Momentengleichgewicht berticksichtigt werden.

Gleichgewichtsbedingung fiir starre Korper. Der starre Korper ist eine wichtige
Idealisierung der Technischen Mechanik. Zu dieser Idealisierung gelangt man durch
die Annahme, dass die Abstinde von jeweils zwei beliebigen materiellen Punkten des
Korpers zeitunabhéngig sind. Die Anwendbarkeit dieser Annahme, die sich bei einer
Vielzahl mechanischer Analysen bewéhrt hat, ist von Fall zu Fall zu priifen.

Die Gleichgewichtsbedingung fiir starre Korper lasst sich folgendermaflen formulieren:
Ein ruhender Korper bleibt in Ruhe, wenn das angreifende Kraftsystem ein
Gleichgewichtssystem ist. Es handelt sich hierbei um eine notwendige und
hinreichende Bedingung. Die Gleichgewichtsbedingungen fiir einen starren
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38 Statik starrer Korper

Korper sollen hier noch einmal in Komponenten angegeben werden: Im
allgemeinen dreidimensionalen Fall erhdlt man aus Gleichung (4.1) drei skalare
Gleichgewichtsbedingungen fiir die Einzelkréafte

Fz:ijm:o., Fy:iFw:o, Fz:fjmz:o (42
i=1 i=1 i=1

sowie drei skalare Gleichgewichtsbedingungen fiir die resultierenden Momente

m

Mg, = M, =0, Mg, =Y Meiy =0, Mo, =Y Mei,=0.  (43)
i=1 i=1 i=1

Bei der Berechnung der resultierenden Momente sind Einzelmomente einzubeziehen.

In dem Fall, dass der dreidimensionale Korper durch ein ebenes Kraftsystem belastet

ist, bei dem alle Krifte in der z-y-Ebene liegen, reduzieren sich die sechs skalaren

Gleichgewichtsbedingungen auf die drei Gleichungen

F, = ZFT =0, F,= Z Fy=0, M, = iMC,;Z =0. (4.4)
i=1 i=1 i=1

Es ist zu beachten, dass es sich streng genommen noch um ein dreidimensionales
Problem handelt, da der Momentenvektor in z-Richtung weist.

Bei der vorangegangenen Formulierung der Gleichgewichtsbedingungen wurde
scheinbar vorausgesetzt, dass nur Einzelkréfte an dem starren Korper angreifen. Fasst
man aber die Einzelkréfte als Resultierende von Kraftdichten auf, so kann die Aussage
als sehr allgemein erkannt werden.

v Erginzung: Gleichgewichtsbedingung fiir Volumen- und Flichenkraftdichten. Wie
bereits erwéahnt sind die meisten Kréfte Resultierende von Volumen- oder Flichenkraftdichten.
Bezeichnet man die im Korper wirkende Volumenkraftdichte mit fy, und die auf der
Korperoberfliche angreifende Flachenkraftdichte mit ¢ = f,, so erhalten wir folgende
dquivalente Formulierung der statischen Gleichgewichtsbedingungen

/V Fodv + /‘/1 tdA =0, /v(r —¢) x fydV +/ (r—c)xtdA =0. (4.5)

A

Die erste Gleichung entspricht dem Kréftegleichgewicht, die zweite dem
Momentengleichgewicht. Die vektorielle Grofe t heiflt Spannungsvektor.

Freischneiden. Die Anwendung des Begriffs des Gleichgewichtssystems ist
untrennbar mit dem Freischneiden (Schnittprinzip) verbunden. Will man priifen,
ob ein spezielles mechanisches System im Gleichgewicht ist, so muss man das System
zuerst definieren. Nun existiert kein technisches System fiir sich allein, sondern
ist eingebettet in eine Umgebung. Die Anwendung des Schnittprinzips, d.h. das
Freischneiden, besteht aus drei Schritten. Im ersten Schritt werden die Grenzen des
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39 Statik starrer Korper

Systems oder des Korpers definiert. Im zweiten Schritt wird das betrachtete System
aus der Umgebung herausgelost. Im dritten Schritt wird der Einfluss der Umgebung
auf das System durch ein dquivalentes Kraftsystem dargestellt und dem System
aufgepragt (Abb. 4.1). Die grafische Darstellung des freigeschnittenen mechanischen
Systems und des dquivalenten Kraftsystems heifst Freikorperbild. Zu beachten ist, dass
in diesen und folgenden Abbildungen teilweise auf den Fettdruck bei vektoriellen
Grofien verzichtet wird, und statt dessen der Betrag des Vektors geschrieben wird
(z.B. FF = |F)|). Die Richtung wird durch einen Pfeil gekennzeichnet. Dadurch sind
bespielsweise beim Freischnitt entgegengesetzt wirkende Kréfte gleicher Grofie
sinnvoll darstellbar.

o

ANT
(S

~

Abb. 4.1: Freikorperbild eines Quaders

Das Freischneiden kann auch auf das freigeschnittene mechanische System selbst
angewendet werden. Dann kommt man zu dem Begriff einer inneren Beanspruchung.
Eine durch die Umgebung auf das mechanische System wirkende Kraft heifst
duflere Kraft. Eine Kraft, die durch Anwendung des Freischneidens auf das bereits
freigeschnittene mechanische System entsteht, nennt man innere Kraft.

Abb. 4.2: Freikérperbild eines Seils

Beim Freischneiden erhélt man pro Schnitt zwei zusammengehorige Schnittufer. Ein
Schnittufer wird als positives, das andere wird als negatives Schnittufer bezeichnet.
Fir die spezielle Wahl des positiven Schnittufers gibt es Konventionen, die im
Folgenden eingefiihrt werden. Auf den beiden zusammengehdorigen Schnittufern sind
entgegengesetzt gleiche Krédfte und Momente einzufiihren. Das ist unmittelbar klar,
da sich bei einer Einbettung des freigeschnittenen Systems in seine Umgebung oder
bei der Zusammensetzung des Korpers die zugehorigen Schnittgrofien aufheben
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40 Statik starrer Korper

miissen (Abb. 4.2). Die Eigenschaft, dass die Schnittgrofien auf dem positiven und
dem negativen Schnittufer entgegengesetzt gleich sind, nennt man Reaktionsprinzip.
Wir werden sehen, dass das Reaktionsprinzip auch fiir Fernkrifte, z.B. die
Gravitationskraft, gilt.

4.2 Lagerungsarten und Reaktionsgrofien

Kinematische Freiheitsgrade. Ein kinematischer Freiheitsgrad entspricht einer
Bewegungsmoglichkeit eines Korpers. Ein Massenpunkt hat im dreidimensionalen
Raum drei Translationsfreiheitsgrade - in jeder der drei Raumrichtungen kann
eine Verschiebung vorgenommen werden. Die Vorstellung eines Massenpunktes
folgt aus der Idealisierung, dass die Ausdehnung eines materiellen Korpers
vernachléssigt wird, der Kérper seine Masse aber behilt. Die Lage des Massenpunktes
kann also durch einen Ortsvektor spezifiziert werden. Rotationsfreiheitsgrade
hat der Massenpunkt nicht, da diesem keine Orientierung zugeordnet werden
kann. Ein starrer Korper hat im dreidimensionalen Raum neben den drei
Translationsfreiheitsgraden aber noch drei Rotationsfreiheitsgrade. Um jede der drei
Achsen kann eine unabhéingige Rotation des starren Korpers vorgenommen werden.
Ein starrer Kérper hat im dreidimensionalen Raum also insgesamt sechs kinematische
Freiheitsgrade. In einigen Fillen kann es ausreichend sein, die Bewegung eines
dreidimensionalen Korpers in einer Ebene zu beschreiben. Das ist dann der Fall, wenn
der Korper nur zwei Translationsfreiheitsgrade und einen Rotationsfreiheitsgrad in
einer Ebene hat. Man spricht dann im Sinne einer Idealisierung von einem ebenen
Korper oder einem ebenen Problem. Im ebenen Fall hat ein starrer Korper drei
Freiheitsgrade.

Geometrische Zwangsbedingungen, Lagerungs- und Verbindungselemente.
Wird ein kinematischer Freiheitsgrad eliminiert, so liegt eine geometrische
Zwangsbedingung vor. Die Elimination kinematischer Freiheitsgrade kann durch
verschiedene Typen von Lagerungen oder Einspannungen geschehen, die im
Folgenden unter dem Begriff Lager zusammengefasst werden. Ein Lager kann
einen oder mehrere Freiheitsgrade eliminieren. Ebene Lager sind in Abb. 4.3

zusammengefasst, raumliche Lager in Abb. 4.4.

Kinematische Kopplungen starrer Korper werden durch Verbindungselemente
realisiert. Ein spezielles Verbindungselement ist das Gelenk. Die Elimination eines
kinematischen Freiheitsgrades ruft bei &duflerer Belastung eine Reaktionsgrofie
hervor. Wird ein Translationsfreiheitsgrad eliminiert, so handelt es sich um eine
Reaktionskraft. Wird ein Rotationsfreiheitsgrad eliminiert, so handelt es sich um ein
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41 Statik starrer Korper

Reaktionsmoment. Krifte und Momente, die nicht Folge von Zwangsbedingungen
sind, heifSen eingeprigte Krifte bzw. eingeprigte Momente.

Symbol Reaktionskréfte

Pendelstiitze / /‘:'

Gleitlager i i

gelenkiges Lager g AT

Parallelfithrung %}:u 2

Schiebehtilse [ — T

Einspannung 2: %T

Abb. 4.3: Lagerungen fiir ebene Tragwerke (Auswahl)

4.3 Kinematische und statische Bestimmtheit

Kinematische Bestimmtheit. Ein System von starren Koérpern heifit kinematisch
bestimmtes System, wenn die Lage aller Teilkdrper des Systems eindeutig festgelegt
ist. Andernfalls heifit das System kinematisch unbestimmt. Sind n kinematische
Freiheitsgrade des Systems nicht durch Zwangsbedingungen eliminiert worden, so
heifit das System n-fach kinematisch unbestimmt (Abb. 4.5).

Statische Bestimmtheit. Lassen sich bei einem System starrer Korper alle
Reaktionsgrofien aus den Gleichgewichtsbedingungen bestimmen, so liegt ein statisch
bestimmtes System vor. Anderenfalls ist es statisch unbestimmt. Im Allgemeinen gilt,
dass im statisch bestimmten Fall die Gleichgewichtsbedingungen linear unabhéngige
Gleichungen fiir alle Lagerreaktionen liefern miissen. Sind von den n Gleichungen
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Symbol Reaktionskrifte u . dw (,&J&.ﬂa ( ! o &){_“\ et k/a_ }[( U o( /
Loslager % 1 7 od)\, how 7‘0‘ ) /4]% A!J\‘ &M.O&y /\é_ A ¢ do_

Festlager @ 7@ & @ Qe ,&( S wntr
Radiallager L —— = J/ F K 6\14/\,0!4/}(‘.«.

N My
I 2
g 'B %____(_ A /‘é“—_—' 3 Uen b loeree Le
Feste Einspannung i;j:' T R H TA v

Abb. 4.4: Lagerungen fiir raumliche Tragwerke (Auswahl) 6 A
= N

—S ~ AH';O

ﬁ m T :’[)=)‘V"F/\>-A‘J:F
0

= oMy —Fe gy My =T

4.5.a: kinematisch bestimmt 4.5.b: 1-fach kinematisch unbestimmt

A A

4.5.c: 2-fach kinematisch unbestimmt 4.5.d: 3-fach kinematisch unbestimmt

Abb. 4.5: Beispiele zur kinematischen Bestimmtheit VAS) \dd.*‘\\ N J/L /&.D_H" VIRV \"? ¢ ?FG L—, QQJ/

insgesamt nur n —m Gleichungen linear unabhingig, so ist das System m-fach statisch l F J( F 3 a G 3
L

unbestimmt. Betrachten wir zundchst ein solches, das nur aus einem Teilkorper
C

besteht. Im dreidimensionalen Fall hat der Korper 6 Freiheitsgrade. Ist er kinematisch B

bestimmt gelagert, so miissen mindestens 6 Lagerreaktionen vorliegen. Liegen _E ’3" L 1 )[
genau 6 Lagerreaktionen vor und sind diese aus den 6 Gleichgewichtsbedingungen T I\ {3
bestimmbar, so ist der Korper statisch bestimmt gelagert. ) B c

Betrachten wir nun ein System, das aus n Teilkdrpern besteht, die durch - ,(A

Verbindungselemente (Gelenke) gekoppelt sind. Wir wollen annehmen, dass das

System kinematisch bestimmt ist. In diesem Fall sind die 6n Freiheitsgrade der \
Teilsysteme durch mindestens 6n Lager- und Gelenkreaktionen eliminiert worden. Qb(.‘?{_i h v v~ ,r-
Liegen genau 6n Lager- und Gelenkreaktionen vor und sind diese aus den 6n

Gleichgewichtsbedingungen bestimmbear, so ist der Korper statisch bestimmt gelagert. B \h C G G

Fiir die Uberpriifung der statischen Bestimmtheit kinematisch bestimmter A 4

Systeme lassen sich Abzdhlkriterien formulieren. Bezeichnet man die Anzahl der ? a _A._ g
Vo
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43 Statik starrer Korper

Reaktionsgrofien in den Auflagern mit az und die in den Verbindungselementen mit
vR, 50 ldsst sich als ein notwendiges Kriterium fiir dreidimensionale Probleme

3 D -m ar + vp = 6n (46)

angeben. Das Kriterium ist nicht hinreichend, da die oben erwéhnte lineare

Unabhingigkeit in dem Kriterium nicht abgefragt wird. Im Falle eines ebenen
Kraftsystems reduziert sich die maximale Anzahl der Freiheitsgrade von 6n auf 3n
und das (notwendige) Abzéhlkriterium lautet

2D .W ag +vr = 3n. 47)

Ist ein System kinematisch bestimmt aber statisch unbestimmt, so miissen die

Deformationen des Systems berticksichtigt werden, um die Lagerreaktionen zu
bestimmen. Hier sieht man die Grenzen, die die Idealisierung des starren Kérpers mit
sich bringt.

Der bisher betrachtete Begriff der statischen Bestimmtheit bezog sich auf die
Berechenbarkeit der Lager- und Gelenkgrofien. Man spricht in diesem Sinne von einer
duflerlichen statischen Bestimmtheit. Es gibt Fille, bei denen die von der Umgebung
auf das System wirkenden Lagergrofien mithilfe der Gleichgewichtsbedingungen
berechenbar sind, die Schnitt- und Gelenkgroien aber nicht. In solchen Fillen wird
von einer innerlichen statischen Unbestimmtheit gesprochen.

»Beispiel: Statische Bestimmtheit von ebenen Tragwerken. In Abb. 4.6 sind drei verschiedene
ebene Tragwerke dargestellt.

M,
aA——hl B «{» ! @
A I
el " TAV G
4.6.a: Statisch bestimmt

A 5 <<>]\/[A
2% — T
G 77 Au TAV G TBV

4.6.b: 1-fach statisch unbestimmt
M,
2’Aﬂ3 «{» 4 -—
B
g 7 Aty b tg B

4.6.c: 2-fach statisch unbestimmt

Abb. 4.6: Beispiele zur statischen Bestimmtheit
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44 Statik starrer Korper

Abb. 4.6.a beschreibt ein statisch bestimmtes System, da es drei Lagerreaktionen gibt und
die Gleichungen linear unabhingig sind. Abb. 4.6.b und Abb. 4.6.c zeigen hingegen statisch
unbestimmte Strukturen, bei denen die Lagerreaktionen nicht eindeutig berechenbar sind.

Vorgehensweise bei der Berechnung von Auflager- und Verbindungsreaktionen. Bei
der Berechnung der Auflager- und Verbindungsreaktionen empfiehlt sich folgende
Vorgehensweise:

e Erstellung des Freikorperbildes: 1) Definition des Randes des betrachteten
mechanischen Teilsystems, 2) Herauslosung des Teilsystems, 3) Eintragung der
eingepragten Krifte und Momente, 4) Eintragung der Reaktionskrafte und
-momente unter Beachtung des Reaktionsprinzips

o Aufstellung der Gleichgewichtsbedingungen fiir alle Teilsysteme

¢ Analyse bzw. Losung des Gleichungssystems

Auf Grund der linearen Struktur der Gleichgewichtsbedingungen handelt es sich
bei der Bestimmung der Auflager- und Verbindungsreaktionen um die Losung eines
linearen Gleichungsystems Az = b. Die eingepragten Kréfte sind in der Regel gegeben
und bestimmen die rechte Seite b des Gleichungssystems. Die Koeffizientenmatrix
wird durch die spezielle Anordnung der Reaktionsgroien bestimmt. Die unbekannten
Auflager- und Verbindungsreaktionen stellen den unbekannten Vektor des linearen
Gleichungssystems dar. Im Falle der statischen Bestimmtheit hat es eine eindeutige
Losung, was mit der Eigenschaft identisch ist, dass die Koeffizientendeterminante
ungleich null ist.
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Abb. 4.7 dargestellten Systeme die Lagerreaktionen.
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4.7.a: System 1

My Mo ]%
P ay

4.7.b: System 2

Statik starrer Korper (8 " g WM 2 .

»Beispiel: Lagerreaktionen (ebenes, statisch bestimmtes Problem). Bestimmen Sie fiir die in

F:
I R

A ]\/[0 I 12

N F
VR

Abb. 4.7: Beispielprobleme zur Berechnung der Reaktionsgrofien

System 1: Die Gleichgewichtsbedingungen lauten (Abb. 4.7.a):

—: 0= Ay, T

Aus diesen Gleichungen folgt

Ag =0,

System 2: Die Gleichgewichtsbedingungen lauten (Abb. 4.7.b):

—: 0=Ax — Fy, T 0=Ay - Fy,

Es folgt

Ap = Fy, Ay = B,

O 0=My— . (4.8) (U -’
A 2
My = Gt (4.9)
2
0=Ma+ M+ Fily — Foly. (4.10)
Ma = Foly — Fily — M. (4.11)

Vasguidde = Uyl sl Notakon® ve . Vb augtacts®

S % S

@ — 0= Au
T 0= AvtBy-&
N - OT“G‘}:('QV'-
= B8y Q

@_|¢ Pq: L6

A 1e . .
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»Beispiel: Lagerreaktionen (ebenes, statisch unbestimmtes Problem). Bestimmen Sie fiir das in 4)
Abb. 4.8 dargestellte ebene System die Lagerreaktionen. 7r
8 y: 8 Agv 8,

\<—>‘<—>‘

. .
e Foop M tBs -6 A[A-G-By-0C-8-8
7777 . ﬂg

, @ 6 =-QL + 6,2 ~|8
My d 2
W Vo P8
I —_—
A ~G By Q)\/&MWuM“« X
Abb. 4.8: Statisch unbestimmtes Beispielproblem A 2
Die Gleichgewichtsbedingungen lauten: Ax 0
el A=l A & =(-Gs
—: 0=Ag, Tt 0=Ay +By -G, g/: 0=Muy— 9 + Byl. (4.12) ) ©
Es liegen drei Gleichungen fiir die vier Unbekannten Ay, Ay, By und M4 vor. Fithrt man die Grofe B - D . A A4
a = Ay /By ein, so ergibt die Auswertung der Gleichgewichtsbedingungen - B\‘ G a —
O -
Ag =0 Ay = ! G By = 1G M 7Gl1— ! (4.13) )
= V14 1/a” Vi 4a AT 2 1+4a)’ ’ 5 p
> 2 |K
Fiir jede Wahl von « liegt ein Gleichgewichtssystem vor. Die Lagerreaktionen bleiben im Rahmen \) 0
der Statik unbestimmt. T
0

»Beispiel: Lagerreaktionen (statisch bestimmtes riumliches Problem). Bestimmen Sie fiir das in

Abb. 4.9 dargestellte System die Lagerreaktionen. ‘ e .
c ® ecspn (O 66 R,
—

A B Y R, Mo- 7 B

Abb. 4.9: Beispiel fiir Reaktionsgrolen im dreidimensionalen Raum
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Nach dem Freischneiden des Tragwerks am Punkt der festen Einspannung sind dort drei
Reaktionskréfte und drei Reaktionsmomente anzutragen. Da es sich um ein dreidimensioria

es a
Problem handelt, stehen sechs Gleichgewichtsbedingungen zur Bestimmung dieser NO‘{ RX’ / * - w B
ﬁ RN

0
X
~
\
QA
2
S
\

Lagerreaktionen zur Verfiigung. Aus den Gleichgewichtsbedingungen folgt:

X
z

z: R,=C, y: R,=A,  z: R.=B, (4.14) HD _tf,
2N

und
x: My, = Bb, y: Moy, =Cc— Ba, z: My, = Aa— Cb. (4.15) ? ?

Das System ist statisch und kinematisch bestimmt. N/
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Statik starrer Korper

»Beispiel: Auflager- und Bindungsreaktionen (Gelenkbriicke) . Fiir die in Abb. 4.10 dargestellte
Gelenkbriicke sind die Auflager- und die Bindungsreaktionen zu bestimmen.

il

s G/2

A B Au
A
‘ ; ‘ tAy

Abb. 4.10: Gelenkbriicke

4Gv G
Gp Gy
G/2

Zur Bestimmung der gesuchten Groflen muss das ebene System in zwei Teilsysteme aufgeteilt

werden. Fiir Teilsystem 1 lauten die Gleichgewichtsbedingungen

—: 0=Ap+Gpy, T 0:AV+GV—§—F7 (2:
Fiir Teilsystem 2 gilt
G
—: 0= By -Gy, 1 0=Bv7Gv72, (J_;): 0

S P+ szl —Gyh. (4.16)

_Gs Gyl
)

+y +Gah. (417)

Aus diesem linearen Gleichungssystem lassen sich die gesuchten Grofien bestimmen. Fiir die

Auflagergrofen ergibt sich

Fd

G d
Ap = -G, Av=2+F<1—l>, By =Gy, By= +§A (4.18)

Die Gelenkkraft folgt zu

_Gs+Fd Fd

Gp = o Gy =
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48 Statik starrer Korper

»Beispiel: Auflager- und Bindungsreaktionen (Dreigelenkrahmen). Fiir den in Abb. 4.11
dargestellten Dreigelenkrahmen sind die Auflager- und die Bindungsreaktionen zu bestimmen.

o (TTT1] iy oy ™
l : H th

1/2
B By

WAN f
AH
Z%A t "
Ay
Abb. 4.11: Dreigelenkrahmen

=
—
S

ho

}7,1

Zur Bestimmung der gesuchten Groflen muss das ebene System in zwei Teilsysteme aufgeteilt
werden. Die Gleichgewichtsbedingungen fiir Teilsystem 1 lauten

2
=t 0=Ap 4Gy, 1 0=Av+Gv—wh, O 0=Gvh—Guhi— (400
Fiir Teilsystem 2 gilt
=i 0=-By-Gu, 1 0=By-Gy, O 0=Gyla+Gnhs. (4.21)
Die Gelenkkraft ergibt sich zu
I
gl oy _ ol 1
Gy = 9 1 I Gy =— 2 hy he (4.22)
hi o he bl
Fiir die Auflagergrofien folgt
Ay =-Gu, Av =qh -Gy, Bu=-Gu, By=Gv. (4.23)
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Kapitel 5

Schnittgréfien in Stiben, Balken und
Fachwerken

5.1 Schnittgrofsen in Linientragwerken

Linien- und Flichentragwerke. Als Linientragwerk bezeichnet man ein Tragwerk, bei
dem die Querschnittsabmessungen im Vergleich zur Langsabmessung klein sind. In
diesem Fall kann die Tragwerksgeometrie ndherungsweise durch eine Raumkurve
angegeben werden, die durch die Flichenmittelpunkte der Tragwerksquerschnitte
verlduft. Beispiele fiir Linientragwerke sind Seile, Ketten, diinne Stibe, Balken
und Rahmen. Bei einem Flichentragwerk ist die Dickenabmessung des Tragwerks
im Vergleich zu den beiden anderen Langenabmessungen klein. Beispiele fiir
Flachentragwerke sind Scheiben, Platten, Schalen und Membranen.

AuBere Beanspruchungen eines Linientragwerks. Auf Grund der geometrischen
Eigenschaften eines Linientragwerks greifen die dufleren Lasten ndherungsweise in
der Tragwerksmittelachse an. Als duflere Last kommen bei Linientragwerken neben
Einzelkraften und Einzelmomenten Streckenlasten in Frage. Eine Streckenlast mit der
Dimension Kraft pro Langeneinheit wird mit g(s) bezeichnet, wobei s die Bogenlinge
ist. Eine Streckenlast mit der Dimension Moment pro Lingeneinheit wird mit m(s)
bezeichnet (Abb. 5.1). Treten nur dufiere Belastungen entlang der Langsachse auf, so
spricht man von einem Stab. Liegen duflere Lasten quer zu Langsachse vor, so spricht
man von einem Balken.

Innere Beanspruchungen eines Linientragwerks. Schneidet man ein Linientragwerk
im Inneren frei, das heifst in zwei oder mehr Teile, so muss man an den beiden
Schnittufern entgegengesetzte gleiche Schnittgrolen antragen. Diese miissen statisch
dquivalent zu den Fldchenkraftdichten auf der Schnittfliche sein. Im Allgemeinen
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Abb. 5.1: Beispiel einer Streckenlast

hat man also einen Kraft- und einen Momentenvektor einzufithren (Abb. 5.1). Die
Schnittkraft wird hier mit Q(s) bezeichnet, das Schnittmoment mit M (s).

v Erginzung: Differentialgleichung. Im Folgenden wird der Begriff der Differentialgleichung
wichtig sein, der hier vereinfacht am Beispiel einer gewdhnlichen Differentialgleichung
erlautert werden soll, bei der die gesuchte Variable nur von einem Parameter abhingt.
Sei y(t) eine zeitabhdngige Variable, dann kann der zeitliche Verlauf von y(t) durch
algebraische Gleichungen, z.B. a) y(t) =yo+at oder b) y(t) = exp(—at)yy, oder durch
Differentialgleichungen, z.B. ¢) y/(t) = a oder d) y/(t) = —ay(t), angegeben werden. Eine
gewohnliche Differentialgleichung enthilt Ableitungen der gesuchten Grofle und wird durc
Anfangs- oder Randbedingungen erganzt. Es ist leicht zu zeigen, dass die algebraisch
Gleichung a) die Differentialgleichung c), und die Gleichung b) die Differentialgleichung d)
16st, falls man fiir beide Differentialgleichungen die Anfangsbedingung y(t = 0) = yo ansetzt.

Vv Erginzung: Taylorreihenentwicklung. Die Taylorreihenentwicklung einer analytischen

Funktion f(z) an der Stelle z( hat die Form

=)

J@) =3 o F O @)@ —a0)* = flao) + f @)@ —a0) + [ Mao)w —a0)* 4. . (61)

a=0

Mit f(@) wird die a-te Ableitung nach = bezeichnet. Die lineare Approximation der Funktion
f(x) an der Stelle z ist durch die ersten beiden Reihenglieder gegeben (Abb. 5.2)

1)  F(ao) + f'(@o) (@ — o). (52) Q (s): J. Ayl K/a’/éf

Diese Naherung ist im Allgemeinen nur in einer gewissen Umgebung von z( akzeptabel.
Liegt eine vektorwertige Funktion f einer skalaren Variablen s vor, so lautet die . (f Z c
Taylorreihendarstellung an der Stelle s M ( J ) . # Cb( ow M

5(5) = Fls0) + £ 50)(s = 50) + £ (s0)(s =50+ 53

Fiir die n-te Ableitung der Funktion f(s) = f.(s)e. + fy(s)e, + f.(s)e. gilt
EF) _dLls), AU, )

dsm dsn dsn Y ds™ e 4
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51 Schnittgrolen in Stdben, Balken und Fachwerken

f(x)
f(@o) f(xo) + f'(x0) (x = 0)

o T

Abb. 5.2: Schematische Darstellung der Taylorreihenentwicklung

»Beispiel: Taylorreihenentwicklung. Als Beispiel betrachten wir die Reihenentwicklung
der Funktion f(z)=2?—2z+4 an der Stelle 7o = 2. Es gilt: f(2) =4, f/(2) =2 und
1"(2) = 2. Alle hoheren Ableitungen sind null. Setzt man die Ableitungen in die
Reihenentwicklung ein, so folgt

f(w):4+2-(z72)+;(1'72)2+0:(x72)2+21’:z2721‘+4. (5.5)

5.2 Schnittgroflendifferentialgleichung

Differentialgleichung der Schnittkraft. Die Differentialgleichungen fiir die
Schnittkraft und das Schnittmoment werden im Folgenden fiir ein gekriimmtes
Linientragwerk abgeleitet. Danach folgt die Spezifikation fiir gerade Stiabe und
Balken. Abb. 5.1 zeigt den allgemeinen Fall einer durch die Steckenlasten g(s)
und m(s) beanspruchten Raumkurve (s € [so,so+ As]). An den beiden Enden

der Raumkurve sind die Schnittgrofen Q(so) und M(sy) sowie Q(sp+ As) A @G@Co. . \(Z(.Lou.u_, 6&1 wg;,[(( 7 Hdlut:zé( Al
wua .

und M(so+ As) angetragen, die die statisch dquivalenten Grofien der inneren

Spannungen représentieren. Die resultierende Kraft der Streckenlast g(s) erhilt man F p oul‘v'V‘C. : a &‘ @ e L{A DL M & dj N

durch Integration entlang der Raumkurve

so+As
F,= / q(s)ds. (5.6)

Bildet man das Kriéftegleichgewicht, so erhilt man \/\W‘é‘ ?f g/gfl—( - Da (

Y4 ‘%‘f{n

2

so+As
0= ~Qs0) + Qs+ As) + / a(s)ds. 57)

Die ersten Terme der Taylorreihenentwicklung von Q(sy 4+ As) lauten

Q(so+ As) = Q(so) + Cilcj (s0)As+... . (5.8)

© 2024/2025 Bohlke (KIT)
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52 Schnittgrolen in Stdben, Balken und Fachwerken

Setzt man dieses Zwischenergebnis in das Kriftegleichgewicht ein, so folgt nach
Division durch As

d s0+As
d? (s0) + Als /So q(s)ds+ ... (5.9

Nach der Grenzwertbildung As — 0 ergibt sich schliefSlich wegen der Beliebigkeit

0=

von s, die Differentialgleichung der Schnittkraft

Q0)
ds

= —q(s). (5.10)

Differentialgleichung des Schnittmoments. Die Differentialgleichung fiir das
Schnittmoment kann ganz dhnlich abgeleitet werden wie die Differentialgleichung fiir
die Schnittkraft. Es ist hilfreich, die Abkiirzung

Ar(s) =r(s) —r(so) (5.11)

einzufithren. Das resultierende Moment der Streckenlast m(s) erhdlt man durch
Integration entlang der Raumkurve

s0+As
M,, = m(s)ds. (5.12)

50

Bildet man das Momentengleichgewicht beziiglich Punkt r(s), so folgt
0= — M(sy)+ M(so+ As) (5.13)
so+As
+ / m(s)ds
s0
Ar(so+ As) x Q(sp + As)

so+As
+ / Ar(s) x g(s)ds.
s0

+

Die ersten Terme der Taylorreihenentwicklung von M (s, + As) lauten

dM
M (so+ As) = M (so) + ds (s0)As +... . (5.14)

Setzt man dieses Zwischenergebnis in das Momentengleichgewicht ein, so erhélt man
nach Division durch As
dMm

R CORT (5.15)

1 peotas
+ As / m(s)ds
S0

Ar(SUAJSr As) y <Q(s()) + C:’Z(SO)AS +.. )

1
As

+

so+As
/ Ar(s) x g(s)ds.
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53 Schnittgrolen in Stdben, Balken und Fachwerken

Nach der Grenzwertbildung As — 0 und Beachtung von Ar(s = sy) = 0 sowie

Ar(sy + As)
As

_ dr(so)
ds

lim
As—0

= er(sp) (5.16)
folgt unter Beachtung der Beliebigkeit von s, die Differentialgleichung des

Schnittmoments

dM (s)

| = —ml) —ex(s) x Q). G17)

5.3 Stibe und Balken

Gerade Stibe und Balken. Im Folgenden beschridnken wir uns auf die Betrachtung

von geraden Stiben und Balken. Fiir die Orientierung des Kkartesischen

Koordinatensystems ~relativ. zum Linientragwerk gibt es unterschiedliche
Konventionen. Da die spiter abgeleiteten Gleichungen von dieser Konvention
abhéngen, ist es wichtig, sich bei Verwendung der Gleichungen durchgingig an die
eingefiihrte Konvention zu halten. Die 2-Achse des kartesischen Koordinatensystems
wird langs zum Stab oder Balken in der Tragwerksmittelachse angeordnet. Bei ebenen
Problemen wird die z-Achse als vertikale Achse gewahlt, wobei diese nach unten
weist. Schneidet man einen geraden Stab oder Balken im Inneren, so bezeichnet
man ein Schnittufer als positiv, wenn die z-Achse aus dem Teilkdrper heraus weist.
Anderenfalls ist das Schnittufer negativ. Abb. 5.3 zeigt das Freikorperbild eines

Balkens, der zur Berechnung der Beanspruchungen im Inneren freigeschnitten wurde.

n | Schnitt B
7%;6 i 7777
M, (T)

. Q.(r)
J—oﬁ ) N (@)Lt
M,(z)

L

Abb. 5.3: Positives und negatives Schnittufer am Beispiel eines Balkens

Schnittgrofiendifferentialgleichung fiir gerade Stibe und Balken. Fiir gerade Stibe
und Balken, bei denen die z-Achse gleich der Lingsachse ist, fiihrt man folgende
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54 Schnittgrolen in Stdben, Balken und Fachwerken

Notation fiir die Schnittkraft ein

N
Q= Ne, + dey +Q.e, = Qy . (5.18)
Q-

N ist eine Langskraft. Da N normal zur Schnittfliche orientiert ist, wird auch
die Bezeichnung Normalkraft verwendet. (), und Q. sind Querkréfte. Fiir das
Schnittmoment ist die Notation

My
M = Mre, + Mye, + M.e. = | M, (5.19)
M,

gebrduchlich. My heifit Torsionsmoment. M, und M. heiflen Biegemomente. Fiir die
dufSere Belastung werden die Notationen

n
qg=ne, t+qe,+qge.=| q |, (5.20)
qZ
mr
m = mre, +mye, +m.e, = my (5.21)
m,

verwendet. Es ist zu beachten, dass es sich bei diesen Groflen um Streckenlasten
handelt. Setzt man diese Bezeichungen in die Differentialgleichungen fiir die
Schnittgrofen ein, so erhélt man bei Beachtung von er = e, und

0
er X Q = _Qzey + dez = _Q; (522)
+Qy
folgenden Satz von sechs Differentialgleichungen
dN(z) _ _ dQy(z) _ _ dQx(z) _ _
W = on@), O — g, T = ), (5.23)
dMr(z) L dMy(x) dM.(x) )
iz = —mr(z), = —my(2)+Q.(2), i = —m,(2)—Q,(x). (5.24)
Im ebenen Fall sind davon nur die drei Gleichungen
N(2) _ 4Q.(x) _ M () _
dr = n(x), dz = ¢:(2), de = my(z) + Q. (x) (5.25)
relevant.
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55 Schnittgrolen in Stdben, Balken und Fachwerken

Im ebenen Fall kann auf eine konsequente Indizierung verzichtet werden, so dass

dann mit Q. = @, ¢. = ¢, M, = M und m,, = m kiirzer
dN(z) _ dQ(z) _ dM(z)
ge = @), =), = —ml(e) + Q) (5.26)

geschrieben werden kann.

Ausgehend von der Schnittgrofendifferentialgleichung (5.25), kann man in
Abhingigkeit von ¢(z) Aussagen zu dem qualitativen Verlauf von Q(z) machen.
Hat ¢(z) einen Nulldurchgang, so besitzt Q)(z) eine Extremstelle. Ist die Funktion ¢(x)
nicht stetig sondern weist einen Sprung auf, so ist Q(z) nicht stetig differenzierbar
und hat einen Knick. Wenn ¢(z) singuldr ist, das ist z.B. bei einer Einzelkraft der Fall,
so hat Q(z) einen Sprung. Analoge Aussagen gelten fiir M(z) in Abhédngigkeit von
m(z) und Q(z).

Vorgehensweise bei der Berechnung der Schnittgrofen. Bei der Berechnung der
Schnittgrolen kann man folgendermafien vorgehen:

® Der erste Schritt bei der Berechnung der Schnittgrofien in statisch bestimmten
Staben und Balken besteht in der Regel darin, dass man das gesamte Tragwerk
freischneidet und die Lagerreaktionen mit Hilfe der Gleichgewichtsbedingungen
berechnet.

* Man kann nun nach Einfithrung von einem oder mehreren Koordinatensystemen
auf zwei unterschiedliche Weisen fortfahren.

- Entweder man schneidet das Tragwerk im Inneren frei und tragt am
Schnittufer die gesuchten Schnittgrofien an, die wiederum aus den
Gleichgewichtsbedingungen fiir das Teilsystem folgen,

— oder man 16st die Schnittgrofendifferentialgleichungen. In diesem
Fall sind die Integrationskonstanten, die bei der Integration der
Schnittgrofendifferentialgleichungen anfallen, aus den Lagerreaktionen zu
bestimmen.

ohne dass die

As

Fiir den abgebildeten
Balken (Abb. 5.4.a) auf zwei Stiitzen, dem eine dreiecksformige Streckenlast aufgepragt wird,
berechne man die Lagerreaktionen und die Schnittgréfen. Die Berechnung soll sowohl mit den
Gleichgewichtsbedingungen als auch mit den Schnittgrofiendifferentialgleichungen vorgenommen
werden. Wo sind die Querkraft und das Biegemoment extremal und welchen Wert haben diese
Grofen dort?

In Sonderfédllen lassen sich die Schnittgrofien berechnen,
Lagerreaktionen bestimmt werden.

»Beispiel: Schnittgrofienberechnung (Balken auf zwei Stiitzen).
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Q(z)
do f—\
@

5.4.e: Querkraftverlauf

5.4.d: Verlauf von ¢(z)
M(x)

L

‘ o l T

5.4.f: Momentenverlauf

Abb. 5.4: Balken auf zwei Stiitzen

Die Auswertung der Gleichgewichtsbedingungen ergibt fiir die Lagerreaktionen: Ay =0,
Ay = qol/6, By = qol/3.  Schneidet man den Balken an der Stelle + zwischen den Lagern frei
(Abb. 5.4.c), so ergibt sich aus den Gleichgewichtsbedingungen fiir die Schnittgrofen des linken

(=2G)) o= (- 00)

Die Verldufe der Schnittgrofen sind in Abb. 5.4.e und 5.4.f dargestellt.

Teilsystems

_ @l (5.27)

N@ =0, Qu="
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B opa N, &) Mex)
Bei der Bestimmung der Schnittgrofen durch die Integration der zugehorigen A % e e 0"'&‘ - Dows hmb’
Differentialgleichungen geht man folgendermafen vor. Aus N'(z) = —n(z) folgt wegen n(z) =0,

dass die Normalkraft im Balken konstant ist

N(z) = Ch. (5.28)

Zur Bestimmung der Querkraft ist die Differentialgleichung Q' (z) = —q(z)
Es folgt

—qox/l zu integrieren.

Qz) = — ‘“’2‘;’2 + O (5.29)

Wegen M'(z) = Q(x) ergibt eine nochmalige Integration das Moment

3
M(z) = — q%; + Coz + Cs. (5.30)

Zur endgiiltigen Bestimmung der Schnittgr('jﬁen sind die Konstanten C; bis C3 zu bestimmen.
Diese konnen aus der Bedingung gewonnen werden, dass die Schnittgrofen konsistent zu den
Lagerreaktionen sein miissen. Aus Ay = 0 folgt also Cy = 0. Aus M4 = 0 folgt C5 = 0 und aus
Mp = 0 ergibt sich C; = qol/6. Man erhilt also wiederum das Ergebnis (5.27).

)

Es ist festzustellen, dass die Funktion Q(x) streng monoton fallend ist. Die Bedingung Q'(z) = 0 ist
daher zur Bestimmung der Extrema und der Extremstellen nicht verwendbar. Auf Grund des streng
monotonen Verlaufs der Funktion liegen die Extremstellen am Rand. Die maximale Querkraft ist
gleich Quax = Q(0) = gol/6. Die minimale Querkraft ist gleich Qin = Q(1)

—qol/3. BetragsmaBig
ist die Querkraft allerdings bei = = | maximal und hat dort den Betrag |Q|max = qol/3

M A )
Hix\ = 9o~ ( ra v
: Q) 6 ¢ \f
Die Differentialgleichung fiir das Moment impliziert, dass bei einer Nullstelle der Querkraft das

= Q)x _ 9 % Z
Moment extremal wird. Die Nullstelle der Querkraft liegt bei zo =1/ V3. Das Biegemoment hat F.‘(')‘\"' < ) = %"—
dort den Wert M (zg) = gol%/(9v/3). Es handelt sich um ein Maximum. Das Biegemoment hat den 3

Q) = 39 x
minimalen Wert M ;;;, = 0Obeiz =0und z = 1. T . 0 - A' - Q(’q “'F&(x\ - A“ _ Q(_)&\ -ﬂ_oz_il m
€

Cn e qu -ggx
le\AAA{ ot CGun J‘MH"FQM—]}GL&_ @ LD = —Ayx t ™M) + ﬂ%}"’i AH-—O%“&\L

2 M
W\J A\ 3 00‘
N/(x) = —m|x) m =0 =7 }J(X)= G 3 |

rA A“ﬂee .

"AqX +H(}\ + ﬂ\)x; S M(x) = Avx_.qz);
¢

wiN
*

Ql(X) = -9 )
Me) = Qo

N(e) = N(&Yy=0 ~ Co
N\(Q\ =z O L. (“:\(
M(¢) =0 Q Vulhoake
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»Beispiel: Schnittgroflenberechnung (Abgewinkelter Balken auf zwei Stiitzen). Berechnen
Sie fiir den in Abb. 5.5.a dargestellten abgewinkelten Balken mit einem Einzelmoment die
Schnittgrofen.

Mo v My v
S
A ], By
b 7B tAy By
5.5.a: Tragwerk 5.5.b: Freikorperbild

M(x)

(
AVJ . B* N@)
e. Q)

——
xT

5.5.c: Schnittgroflen Bereich 1

Q) M (o)
® @
T T ‘ r T
5.5.d: SchnittgroBen Bereich 2 5.5.e: Querkraftverlauf 5.5.f: Momentenverlauf

Abb. 5.5: Abgewinkelter Balken auf zwei Stiitzen

Zur Bestimmung der SchnittgroSen fithren wir die beiden dargestellten Koordinatensysteme ein.
Im Bereich /T kann man die Schnittgréfien ohne Kenntnis der Auflagergrofien berechnen. Es folgt

N =0, Q' =o, M7 = M. (5.31)

Zur Berechnung der Schnittgrofen im Bereich I geniigt die Bestimmung der Reaktionskraft
Ay = My/b. Fiir die Schnittgrofen folgt nach Freischneiden und Gleichgewichtsbildung

N'=0, Q'=4y= AZ“, M= Ay =
Da die beiden Koordinatensysteme so gewéhlt werden konnen, dass sie durch eine Drehung
ineinander iiberfithrt werden kénnen und kein Einzelmoment eingeleitet wird, ist der
Momentenverlauf stetig.

Myx
o (5.32)
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5.4 Fachwerke

Fachwerke. Unter einem Fachwerk versteht man ein System, das aus gelenkig
miteinander verbundenen Staben besteht (Abb. 5.6). Bei einem ebenen Fachwerk liegen
alle Stabe in einer Ebene. Wir wollen vereinfachende Annahmen fiir die Berechnung
der inneren Beanspruchungen eines Fachwerkes einfiihren. Ein ideales Fachwerk wird
durch folgende Annahmen bestimmt:

¢ Die Stdbe sind gerade.
* Die Stédbe sind in reibungsfreien Gelenken (Knoten) miteinander verbunden.
¢ Die dueren Kréfte greifen nur an den Knoten an.

¢ Die Stabkrifte und die dufleren Krifte bilden jeweils in jedem Knoten ein
zentrales Kraftsystem.

® Das Fachwerk ist kinematisch bestimmt gelagert.

Auf Grund dieser Annahmen sind Stibe nur durch Langskrifte beansprucht.
Biegemomente treten nicht auf. Zur Berechnung der Stabkréfte kann man prinzipiell
alle Knoten freischneiden und die jeweiligen dufieren Krifte und Stabkrafte antragen
(Knotenschnittverfahren). Die Richtung der unbekannten Stabkrifte weist per
Konvention vom Knoten weg. Eine positive Stabkraft entspricht also einer
Zugbelastung und eine negative einer Druckbelastung. Unbelastete Stibe heiflen
Nullstibe. Da die Stabkréfte und die dufleren Krifte in jedem Knoten ein zentrales
Kraftsystem bilden, ist das Momentengleichgewicht identisch erfiillt und es stehen
zur Berechnung der Stabkraft die Kraft-Gleichgewichtsbedingungen zur Verfligung.
Im dreidimensionalen Fall hat man 3k im ebenen Fall 2/ Gleichgewichtsbedingungen
zur Verfligung. Bei n Stiben liegen n unbekannte Stabkrifte S; vor. Ist az die Anzahl
der Reaktionskrifte in den Lagern, so ist das Abzéhlkriterium

n+agr =3k (3D), n+ar =2k (2D) (5.33)

eine notwendige Bedingung fiir die Bestimmbarkeit der Stabkrifte und
der Lagerreaktionen. Eine weitere notwendige Bedingung ist, dass die
Koeffizientendeterminante des Gleichungssystems ungleich null ist. Beide
Bedingungen zusammen sind notwendig und hinreichend. Zur Berechnung statisch
unbestimmt gelagerter Fachwerke muss die Deformation der Stibe beriicksichtigt
werden.

Um Nullstébe eines kinematisch bestimmt gleagerten Fachwerks zu bestimmen,
wendet man das Knotenschnittverfahren an. Man unterscheidet zwischen einem
belasteten und einem unbelasteten Knoten.
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* Belasteter Knoten mit zwei Stdben, die nicht in gleicher Richtung liegen, und
einer Einzelkraft: Die Kraft zeigt in Richtung eines der beiden Stdbe. Der Stab,
der nicht die gleiche Richtung wie die Kraft hat, ist ein Nullstab.

¢ Unbelasteter Knoten mit zwei Staben, die nicht in gleicher Richtung liegen: Beide
Stabe sind Nullstdbe.

e Unbelasteter Knoten mit drei Stiben: Zwei der drei Stibe haben dieselbe
Richtung. Der Stab der nicht die gleiche Richtung wie die zwei anderen Stébe
hat, ist ein Nullstab.

»Beispiel: Fachwerk. Fiir das Fachwerk aus Abb. 5.6 sind fiir o = 60 die Lagerreaktionen und die
Stabkrafte zu berechnen.

F
A
tay 's,
5.6.b: Freikorperbild

S

5.6.c: Freischnitt an Knoten 7 5.6.d: Freischnitt an Knoten 11
Abb. 5.6: Einfaches Fachwerk aus drei gelenkig verbundenen Staben

Zuniéchst schneiden wir das Fachwerk frei und tragen die Reaktionskrifte an. Fiir das so
freigeschnittene Fachwerk ergeben die Gleichgewichtsbedingungen die Reaktionskréfte zu

Ag=-F  Ay= —§F, By = ?F (5.34)

Fiir Knoten I lauten die Gleichgewichtsbedingungen
—: 0=F — S1¢0s(60°) + S cos(60°), 1+ 0= 5:sin(60°) + Sz sin(60°). (5.35)

Daraus folgt
S1 = —Sa, S1=F, S = —F. (5.36)
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Fiir Knoten 11T gilt
: 0= 53+ S5;cos(60°), 11 0= By + S;sin(60°). (5.37)
Aus beiden Gleichungen folgt jeweils
S, = —F, S3=—. (5.38)

Zur Berechnung der Stabkriéfte hétten die Lagerreaktionen also nicht unbedingt berechnet werden
miissen.

»Beispiel: Fachwerk. Bestimmen Sie in dem in Abb. 5.7 dargestellten Fachwerk die Nullstabe.
Welche Stabe werden auf Zug und welche werden auf Druck belastet?

H
An
P ta,
5.7.a: Tragwerk 5.7.b: Freikorperbild
Ss
F I Sy
— Q
I 11
.
2 S5 5 T
S1 S5 4 By

5.7.c: Freischnitte an den Knoten I, IT und 1T

Abb. 5.7: Fachwerk aus fiinf gelenkig verbundenen Stiben

Nach der Nummerierung der Stibe und Knoten schneiden wir Knoten I frei. Die
Gleichgewichtsbedingungen fiir Knoten I lauten

—: 0 =F + Sysin(45°), Tt 0= =51 — Sacos(45°). (5.39)

Es folgt
So=—V2F, S =F. (5.40)

Aus den Gleichgewichtsbedingungen fiir Knoten I folgt

S5 =28y, S3=0. (5.41)
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Fiir Knoten 11T gilt
«—:  0=.8;+ S5cos(45°), (5.42)
woraus sich
Ss=F (5.43)

ergibt. Die Stibe 1 und 4 werden auf Zug, die Stabe 2 und 5 auf Druck beansprucht. Der Stab 3 ist
ein Nullstab.

Ritter’sches Schnittverfahren. Sollen nur einzelne Stabkréfte bestimmt werden, so
ist das Ritter’sche Schnittverfahren anwendbar. Zundchst werden die Auflagerkrifte
berechnet. Danach schneidet man das Fachwerk derart in zwei Teile, dass im
ebenen Fall maximal drei (im dreidimensionalen Fall sechs) unbekannte Stabkréfte
als Schnittkrifte erscheinen, die nicht durch einen Knoten hindurchgehen bzw. kein
zentrales Kraftsystem bilden. Durch Auswertung der Momentengleichgewichte um
geeignet gewdhlte Bezugspunkte konnen die gesuchten Stabkréfte nacheinander
berechnet werden.

»Beispiel: Ritter’sches Schnittverfahren. Bestimmen Sie fiir das in Abb. 5.7 dargestellte Fachwerk
die Stabkréfte Sy und S; mit Hilfe des Ritter’schen Schnittverfahrens.

Abb. 5.8: Ritter’sches Schnittverfahren fiir die Berechnung der Krifte Sy und Sy

Nach dem Ritter’schen Schnittverfahren kann das Fachwerk durch die drei Stibe 2, 3 und 4
freigeschnitten werden (Abb. 5.8). Die vertikale Auflagerreaktion im Punkt B ist (siehe Abb. 5.7.b)

©: 0=Byi-FI = By=F (5.44)

Fiir die Berechnung der Krifte S, und S, konnen zwei Momentengleichgewichte bzgl. des Knotens
IV und IT so erstellt werden, dass sie nur von einer der unbekannten Stabkréfte abhangen

B
_Sal | Byl

i (5.45)

2
o 0=Y28, 4By, o 0=
i% 2 )il
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Der Vorteil des Verfahrens liegt darin, dass die einzelnen Stabkrifte ohne das Vorwissen der
anderen Stabkrifte berechnet werden konnen. Die Berechnung ergibt die gleichen Ergebnisse wie
das Knotenschnittverfahren

So = —V2F, Sy =F. (5.46)
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,xdﬁd%

eine mittlere Massendichte

‘1/ /L o(r)dV (6.5)

zuordnen. Die mittlere Massendichte g entspricht dem Volumenmittelwert der

0=

d xa\tddi =wmy, €

-~ ®
Massendichte: m = gV'. Es ist leicht einzusehen, dass im Sonderfall einer konstanten w A = g(’f ) :f a\’ n 'T”‘ x
Massendichte gy = ¢ gilt. - \Y
. ) ) . . \m wXu €
v Erginzung: Mehrfachintegrale. Zur Berechnung der mittleren Massendichte (6.5) miissen é X a \t d = 4
die Mehrfachintegrale Mj j '(
V= // dv = // 14V, m = /v o(r)dv (6.6) Iw 7\4 *u

bestimmt werden. Beim ersten Integral ist der Integrand gleich eins, beim zweiten

O s \La

((.éf’nu-u W RMDIN
Ve

gleich o(r). Zur Berechnung der Mehrfachintegrale wird folgendermafien vorgegangen:
i) Auswahl einer Parametrisierung des betrachteten Integrationsgebiets (z. B. kartesische

VUM{-uJV‘*- Emd».w? vom Ty wmd Ty

-5 fe - ﬂv?dv f ’

Koordinaten), ii) Darstellung von Integrand und Integrationsgrenzen mittels der gewéhlten
Parametrisierung, iii) Ausfiihrung der Integration. Wird die Integration beispielsweise in
kartesischen Koordinaten ausgefiihrt, so gilt fiir die beiden Integrale

a4

Zo Yo [To Zo (Yo [To ~V
= / / / dzdydz, m= / / / o(z,y, z)dz dy dz, 6.7)
Zu Yu Ty Zu Yu Tu
wobei mit z,, und z, usw. die unteren und oberen Grenzen bezeichnet werden. _ V ‘ i ~ AV 1_ V 2 5 ’T d\/
Ein wichtiger Sonderfall sind konstante Integrationsgrenzen (im Falle kartesischer Koordinaten = V V,\ v - v v X V,’
ist das Integrationsgebiet dann quaderférmig). Dann gilt fiir V' l 1 N Ea
Lo Yo Zo
— [Cae [T ay [T ae = @m0 o 2, ©8) = Vi, 4 Vot <=2 Vo iy,
Jay Yu Zu - 4 - - — -
Hat die Massendichte die einfache Form ¢(z,y,z) = fi(2)f2(y)f3(z), so folgt bei konstanten V V ds 1 v
Integrationsgrenzen \) = Z V o
m= [ e [* pay [ e (©9) =1
J Ty Y Yu

Sind die Integrationsgrenzen nicht konstant, so miissen ihre funktionellen Abhéingigkeiten

berticksichtigt werden. Fiir den Sonderfall ., %o, Yu, Yo, 2u = konst. und z, = z,(z,y) gilt v N
beispielsweise f'f E W o a8 w ol
- - -
Yo (z.y) —_— - wA
V= / / / dzdady = / / 2o(z,y) dz dy — zu(2o — Tw) (Yo — Yu) (6.10) [ ; 1
und w = 2 L d
Yo [To Zo(x,y) o= 1
m = / / / o(z,y,z)dz | dedy. (6.11)
Jyu Jew \Jzu

Bei Mehrfachintegralen iiber Vektorfelder werden die oben dargelegten Regeln auf die ‘r ‘0 6 g \LL 8 C QB ( HA\
w la o i ) A

Komponenten des Vektorfeldes angewendet.
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Massenmittelpunkt und Volumenmittelpunkt. Neben Volumenmittelwerten gibt
es Groflen, die tiber einen Massenmittelwert, d.h. durch Integration tiber die
Massenverteilung bestimmt werden. Der bei vielen Problemstellungen relevante
Massenmittelpunkt ist eine solche Grofie. Der Massenmittelpunkt ist folgendermafien
definiert

1
T = / rdm. (6.12)
m m

Das Integral kann durch Ausnutzung der Relation
dm = pdV' (6.13)

als 1
Ty = / o(r)rdV (6.14)
m Jy

geschrieben werden. Ist die Massendichte konstant, so ldsst sich der
Massenmittelpunkt auch mit dem Volumenmittelpunkt identifizieren

1 1
= = . 1
Ty Qﬂv/vgnrdV V/V'rdV (6.15)

Unter Umstdnden kann der Massenmittelpunkt ganz oder teilweise ohne Berechnung
bestimmt werden. Das ist der Fall, wenn der betrachtete Koérper Symmetrien
aufweist. Dieser Symmetriebegriff bezieht sich sowohl auf die Form des Korpers
als auch auf dessen Dichteverteilung. Besitzt ein Korper eine Symmetrieebene oder
Symmetrieachse im vorher genannten Sinne, so liegt der Massenmittelpunkt in
dieser Symmetrieebene oder auf dieser -achse (Abb. 6.1). Fiir die Bestimmung des
Volumenmittelpunktes ist alleinig die Symmetrie der Form des Korpers relevant.

@

Abb. 6.1: Beispiele zur Symmetrie von Kérpern

Zylinderkoordinaten sind durch folgende Transformationsvorschrift mit den
kartesischen Koordinaten {z, y, z} verkniipft

x = rcos(p), y = rsin(p), z=z. (6.16)
Das Volumenelement hat in Zylinderkoordinaten die Form
dV = rdrdedz. (6.17)
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Fiir Kugelkoordinaten gilt die Transformationsvorschrift

x =rcos(p)sin(d), y=rsin(p)sin(d), z=rcos(?). (6.18)
Das Volumenelement hat in Kugelkoordinaten die Form
dV = r?sin(0)drdpdd. (6.19)

»Beispiel: Massenmittelpunkt eines inhomogenen Korpers. Berechnen Sie fiir den in Abb. 6.2
dargestellten inhomogenen Quader den Massenmittelpunkt.

z
e, e, h

Abb. 6.2: Quader mit inhomogener Dichteverteilung

Der Massenmittelpunkt und der Volumenmittelpunkt sind unterschiedlich, da die
Massendichte des Korpers inhomogen ist. Der Koérper weist aber beziiglich der Geometrie
und der Dichteverteilung zwei Symmetrielinien auf. Da der Massenmittelpunkt auf diesen
Symmetrieebenen liegt, kann z,,, = b1/2 und y,, = b2/2 gefolgert werden. Zur Bestimmung von
zm muss die Gleichung (6.14) ausgewertet werden. Die Dichteverteilung ist durch die Funktion
o(z) = 00(1 — z/(2h)) gegeben. Es gilt o(z = 0) = go und o(z = h) = go/2.

Als nichstes wird die Masse m bestimmt. Es gilt mit Gleichung (6.2)

hoopbs by 3
m:/ ng:/ / / o(z)dzdydz = 0obibah. (6.20)
v o Jo Jo 4
Fiir 2z, folgt aus
h o pby pby 1
Mz, = / / / zo(z)dadydz =  gobibah? (6.21)
o Jo Jo 3
schlieflich 4
Zm = 91’7,. (6.22)

»Beispiel: Massenmittelpunkt eines homogenen Kegels. Berechnen Sie fiir den in Abb. 6.3
dargestellten homogenen Kegel den Massenmittelpunkt.

Da der Kegel eine homogene Massendichte aufweist, ist der Massenmittelpunkt gleich dem
Volumenmittelpunkt. Der Kegel hat eine Symmetrieachse, so dass x,, = 0 und y,, = 0 gelten. Die
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dveapt s 1) geeynetr W Ve

verbleibende Mittelpunktskoordinate folgt aus Gleichung (6.15). Setzt man den Radius des Kegels

R als Funktion von z, d.h. R(z) = Ro(1 — z/H) als variable Integrationsgrenze in Gleichung (6.4) 2) ( ml{jw["om Jl‘fﬂ 20 g o JHPJEV,
ein, so erhilt man . . ) { (zs* '
V= / / / il = LD, (6.23) ) lntyimA Cectimne,
z=0 0 Jr=0
Fiir z,, folgt aus L() («-{gjrq[c ‘crcd,,ncy,
H p2n  rR(z) - .
Ven= [ fo Ly riviets =GRS 620 Texddle, Quader it Siliout
am Ende
= % (6.25) Mecaudilde J&eb=. o= QCZ) Zf
-1 » {-
a\/ (
\\JJ S’C‘é) d) dyiclz

&x d-( d2° =

AR L{Ujgl nok rk\nowcgma— Wmdu'cbie"l?oa?&s R

2 g=900), R

) Gesvdd Gesat MQ (se ™ Uigel-

3 a o g
Abb. 6.3: Homogener Kegel (links), Darstellung der Punkte in Zylinderkoordinaten (rechts) = g? dV ( ( f( \’) FZ_QI-, 7L dl} d( d-r

=0 geo #.0

Tetel Uge/
‘ + Ughe H, Rad:
Massenmittelpunkt zusammengesetzter Korper. Oftmals ist der Massenmittelpunkt ol'e H' ad i R)
fiir einen Korper zu berechnen, der aus n Teilkrpern der Massen m; (i = 1,...,n) {{fJUO‘ft‘ \4 2

t
besteht, deren jeweiliger Massenmittelpunkt r,,, aus Symmetriegriinden oder aus H v

Tafelwerken bekannt ist (Abb. 6.4). . =dV i B |
afelwerken bekannt is y%k) 7 _%(7/\_/& Y/Mde%c(
<Ry \/=§4d\/= [ Rded

Z

o t’=0

iﬂdj‘- lkgrahogyioce €& 2 ist 7 abheug)y /
23,0l =0 7200 in
v ;74 go( ) = (,{é//_ R)

Abb. 6.4: Massenmittelpunkte zusammengesetzter Korper

Fiir diesen Fall soll die Berechnungsformel im Folgenden hergeleitet werden. Beachtet
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69 Schwerpunkt und Massenmittelpunkt b

man die Additivitit des Integrals

my;

=S g (6.27) v

X6
Ao ([ de dy

Ist die Massendichte des gesamten Korpers homogen verteilt, das heifst tiber den

ganzen Korper konstant, so folgt T XU .
20 ~X @) ~
sl (628) Z]/ v e a
Ty =Ty = —=Tv, h
v i) — < = -
Al Y~ Z=b ™ O,Xvaca(/(,)(J b x50
wobei V; das Volumen des i-ten Teilkorpers und ry, der dazugehorige b
Volumenmittelpunkt sind. ) 7(0{ 7)
»Beispiel: Massenmittelpunkt eines zusammengesetzten inhomogenen Korpers. Zwei Zylinder
mit den Massendichten g; und g» = 2p; mit den Radien Ry = 2a, Ry, = a und den
Langsabmessungen H; = a, H, = 2a werden gemif Abb. 6.5 zu einem Koérper zusammengefiigt. 7-0 X=0

Berechnen Sie den Massenmittelpunkt des Korpers.

v —

5 9
Xol 7) 5
N [ by« (et )4,

(2|

i = - L {

= q (7 - . z 9

Zh 2
Abb. 6.5: Zusammengesetzter Korper aus zwei Zylindern O

\/0(0) = g

o (‘d =0
werden konnen: z,, = 0 und y,, = 0. Die noch fehlende Koordinate z,, folgt aus Gleichung (6.27),

deren z-Komponente durch X\ - (({ ~ X
o = i+ 2 (629) 76 (=5

&
m -
gegeben ist. Mit Xb /O(x>

a
mi=oVi, ma=psVa, m=my+ms, Vi=nR2H), Ve=rR:H,  (6.30) A’ = /( dy}ix ‘( ‘/o(><)
- \// A
X = kU Y.._ 7U o o

Da die Massendichte inhomogen ist, muss zwischen dem Massenmittelpunkt und dem —_— (J r 0" q /\/5 >6 S O , 70 :\/0 ()()

Volumenmittelpunkt unterschieden werden. Der Korper hat fiir die Massenverteilung und die
Geometrie eine Symmetrieachse, so dass zwei Massenmittelpunktskoordinaten sofort bestimmt
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[ { L
d %prpléjr (/éﬁé( ' /LJ VO/OW'" @f\/
e cigh 7 = ol R o \7@‘ P' H ( ﬁe& - V( 5

»Beispiel: Volumenmittelpunkt zusammengesetzter Korper. Aus einem Zylinder mit dem Radius

\/ = m dv = r dnde do

Rund der Hohe H wird gemif Abb. 6.6 ein kegelformiges Volumen herausgetrennt. Bestimmen Sie (‘Z _ ¢=o r: o r( O) = Q rd‘( L] ) z 0
den Volumenmittelpunkt des Kérpers. o

L/( Z_ V\u' r@) = Ta 6/( - E

y G t

r(=)
L° J
= ; ¢ do
Abb. 6.6: Zylinder mit kegelférmiger Aussparung gxo -0 O

Wegen der vorliegenden Symmetrieachse gilt: 1, = 0 und y- = 0. Die noch fehlende Koordinate zy-

127 H
folgt aus Gleichung (6.28) = g _l_ Q_Z (./( ~ :—%}2 d\( dz ) /77 %Zé(— .S) ?C{Z

_ E V=Vi+V, 6.32 L :
v = VZV1+VZV27 =W +V. (6.32) Z,_ O Y o g—o
Man beachte, dass das Volumen des zweiten Teil’korpers’ negativ ist. Aus )

. "o s T L ,
Vi=nR’H, Vo= R’H (6.33) 2 }W’/f?ﬂ?()o“ lm-{ \(()/6({7!-0}[/0?'

i ST RMR
1= zve = (6.34) \ U

ergibt sich

H 7z e b
w=12H (635) 1 Vi
Der Volumenmittelpunkt ist unabhidngig vom Radius R. -ZV = ‘\'/— ( 2 C{ U = ? 1r d r O\(( C[% — .., = -L?

=0 ¥r0 Tz0

»Beispiel: Volumenmittelpunkt zusammengesetzter Kérper. Auf einem Zylinder mit dem Radius
R und der Hohe H; wird wie in Abb. 6.7 dargestellt ein kegelformiger Korper der Hohe H,
aufgesetzt. Bestimmen Sie den Volumenmittelpunkt des Gesamtkorpers.
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71 Schwerpunkt und Massenmittelpunkt

Abb. 6.7: Zylinder mit kegelférmigem Aufsatz

Wegen der vorliegenden Symmetrieachse gilt: #y = 0 und yy = 0. Die fehlende Koordinate zy kann
aus Gleichung (6.28) berechnet werden:

% V;
2y = Vlel 4 szw, V=V +V,. (6.36)

Die Volumina von Zylinder und Kegel ergeben sich in Abhangigkeit von R, H; und H; zu
Vi =nR*H), Vo= ngHg, V = nR2(H, + Hy/3). (6.37)

Die Volumenmittelpunkte der beiden Teilkorper haben folgende z-Komponenten:

H. H-
Zvi=—2, zya=Hi+ =2 (6.38)
2 4
Daraus folgt
Hi/2 %(H1H2+H22/4)

_ 6.39
VEmtmpBt T B ms (6.39)

Der Volumenmittelpunkt hingt demnach zwar von den beiden Hohen H; und H, ab, ist jedoch
unabhéngig vom Radius R.

v Erginzung: Impulsbilanz. Die Impulsdichte eines materiellen Korpers ist durch das
Produkt von Massendichte ¢ und Geschwindigkeitsvektor v (siehe Gleichung (2.52)) gegeben:
pv. Die Impulsdichte ist im Allgemeinen wie die Massendichte und die Geschwindigkeit
orts- und zeitabhdngig. Der Impuls p eines Korpers berechnet sich durch Integration der
Impulsdichte tiber das Volumen des Kérpers

p= / podV = / vdm. (6.40)
v m
Unter Beachtung der Massenbilanz eines materiellen Korpers dm/dt = 0 oder dquivalent
d [ d [
- dV = — Im =0 6.41
at J,” at /m(m (64D

lasst sich zeigen, dass die zeitliche Anderung des Impulses durch

dp d . .
T -/m vdm = /m vdm = /‘ podV (6.42)

gegeben ist. Beschrankt man sich nicht auf statische Gleichgewichtslagen sondern schliefit die

Bewegung von materiellen Korpern infolge von Kriften in die Betrachtung ein, so miissen
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die Gleichgewichtsbedingungen der Krifte und Momente verallgemeinert werden. Die
Verallgemeinerung der Gleichgewichtsbedingung fithrt zur Impulsbilanz, die besagt, dass
die zeitliche Impulsdanderung eines materiellen Korpers gleich der Summe der angreifenden
Krifte ist:

/ podV = / FrdV + / tdA. (6.43)
\4 14 A

Die Impulsbilanz wird auch als Impulssatz bezeichnet. Eine eingehende Diskussion der
Impulsbilanz wird im Rahmen der Kinetik in TMIII gegeben.

v Erginzung: Massenmittelpunktssatz. Bei Verwendung des Massenmittelpunktes lasst
sich eine spezielle Formulierung der Impulsbilanz - der Massenmittelpunktssatz - gewinnen,
der sich insbesondere bei der Behandlung starrer Korper bewéahrt. Der im Allgemeinen
zeitabhangige Massenmittelpunkt r,, eines materiellen Korper ist durch

mr, = / rdm (6.44)
Jm

definiert. Leitet man diesen Ausdruck nach der Zeit ab und beachtet die Massenbilanz in der

Form 71 = 0, dann folgt

My = / rdm. (6.45)
Jm

Wir sehen, dass der Impuls eines Korpers durch das Produkt von Masse und
Massenmittelpunktsgeschwindigkeit v,,, = 7,,, berechnet werden kann

/ podV = muvy,. (6.46)
v

Fiir die zeitliche Anderung des Impulses des Kérpers gilt dann

i pvdV =mo,, =ma, (6.47)
tJv
mit der Massenmittelpunktsbeschleunigung a,, (siehe Gleichung (2.53)). Die Impulsbilanz

lasst sich dann in Form des Massenmittelpunktssatzes angeben

mon=F, F= / FrdV + / tdA. (6.48)
\%4 A

Fasst man die dufleren Krifte in der resultierenden Kraft F' zusammen, dann hat der
Impulssatz die Form: m a,,, = F. Bei einem eindimensionalen Problem vereinfacht sich diese
vektorielle Gleichung zu: m a,, = F.

6.2 Gewichtskraft und Schwerpunkt

Newtonsches Gravitationgesetz. Als erstes Kraftgesetz soll das Newtonsche
Gravitationgesetz eingefithrt werden. Es macht eine Aussage zu der Kraft, die
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zwei materielle Korper aufeinander austiben. Zwei materielle Korper mit den Massen
my und m; iben aufeinander die Anziehungskraft

M+ Mo

(6.49)

= 'FIP="1 ~%
‘ Are

aus (Abb. 6.8). Dabei bezeichnet Ar=|r,, —7,,| den Abstand der
beiden Massenmittelpunkte und T 6,67 -107''Nm?/kg> die universelle
Gravitationskonstante. Der Betrag der Kraft ist also proportional zu den beiden
Massen und umgekehrt proportional zum Abstandsquadrat Ar? Bei dieser
Formulierung des Gravitationsgesetzes wird vorausgesetzt, dass die Ausdehnung
der beiden Korper im Vergleich zu deren Abstand klein ist. In Folge dessen kann
die Lage der beiden Massen durch Ortsvektoren 7, und r, angegebenen werden,
die den Massenmittelpunkten der beiden Massen entsprechen. Die Richtung der
Anziehungskréfte weist bei Masse m, von 7, nach r,,, und bei Masse m, von r,,,
nach r,,,, also entgegengesetzt. Das Gravitationsgesetz kann somit auch in folgender
Vektornotation angegeben werden

myMma Ty — T mymsa Tmy — T,
2 ! Fo=—F,=T T2

F,=T —_—
! Ar? Ar Ar? Ar

(6.50)

Die Kraft F'; wirkt auf die Masse m;, F'; bezieht sich analog dazu auf m.

Ar

my mo

Abb. 6.8: Gravitationskraft zwischen zwei massenbehafteten Korpern

Gewichtskraft. Im Rahmen der Technischen Mechanik sind vor allem die
Implikationen des Gravitationsgesetzes fiir materielle Korper auf der Erdoberfliche
von Interesse. Bezeichnet man die Masse der Erde mit mp und die Masse des
materiellen Kérpers mit mm und fiihrt weiterhin den mittleren Radius der Erde mit Rg
sowie den Abstand des MMPs des Korpers zum mittleren Erdradius mit H ein, so
ergibt das Gravitationsgesetz folgenden Ausdruck fiir den Betrag der Gewichtskraft

des Korpers
mgm___mgpm

(Rg+H)? ™~ Ry~

G=|G| =T (6.51)

Zur Berechnung von G kann ausgenutzt werden, dass H sehr viel kleiner als Ry ist
(Rp > H). Fithrt man die Erdbeschleunigung g = T'mp/R?, ein, so erhdlt man fiir die
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Gewichtskraft eines Korpers mit der Masse m im Schwerefeld nahe der Erdoberflédche:

G = |G| =mg. (6.52)

Wir wollen nun eine vektorielle Notation fiir die Gewichtskraft gewinnen. Fiir
das Differential der Gewichtskraft gilt nach Gleichung (6.52) dG = gdm = godV'.
Die Richtung der Gewichtskraft weist vom Massenmittelpunkt der Masse m zum
Massenmittelpunkt der Erde und wird im Folgenden mit e gekennzeichnet, wobei e
normiert ist, das heif3t es gilt |e| = 1. Damit folgt also dG = pgedV oder mit g = ge

G=/g(r)dm=/ o(r)g(r)dV. (6.53)

1%

Die Ortsabhingigkeit der Erdbeschleunigung wurde hier wieder berticksichtigt. Da
die Gewichtskraft durch Integration von g tiber die Massen berechnet wird, nennt
man g auch Massenkraftdichte. Dagegen ist das spezifische Gewicht v = og eine
Volumenkraftdichte, da die Gewichtskraft aus der Integration des spezifischen
Gewichtes tiber das Volumen folgt

G= [ 4(r)dv. (6.54)

JV

Schwerpunkt. Die Gewichtskraft ist die Resultierende der Volumenkraftdichte ~.
Der Angriffspunkt dieser Resultierenden kann prinzipiell nicht eindeutig sein, da
die Verschiebung einer Einzelkraft lings ihrer Wirkungslinie auf ein dquivalentes
Kraftsystem fiihrt. Wir wollen nun die Wirkungslinie der Gewichtskraft bestimmen.
Dabei gehen wir von einer ortsunabhdngigen Massenkraftdichte g aus. Die
Wirkungslinie ldsst sich aus der Forderung bestimmen, dass die resultierenden
Momente der Massenkraftdichte g und der Gewichtskraft G gleich sind

/ (r—c)xgdm=(r;—c) x G. (6.55)

Bei r, handelt es sich zundchst nur um einen Punkt auf der Wirkungslinie. Der
Bezugspunkt ¢ kann ohne Beschrankung der Allgemeinheit null gesetzt werden.
Wegen G' = mge und g = ge folgt nach kurze{_ Zwischenrechnung

= -
[‘"1 T~
(rs - —/ rdm) xe=0. (6.56)
m m
Aus dieser Gleichung kann mit Gleichung (6.12) zunédchst nicht geschlossen werden,
dass r, = 7, gilt, da auf Grund des Kreuzproduktes mogliche Anteile von 7, kollinear
zu e unberticksichtigt bleiben. Man kann aber festhalten, dass der Vektor r kollinear
zu e ist. Damit ist aber die Wirkungslinie der Gewichtskraft bestimmt, denn diese kann
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durch
r(A) =7y + Ame (6.57)

angegeben werden. Ohne Zusatzannahme kann 7 nicht weiter spezifiziert werden.
Eine solche Annahme wird aber in der Technischen Mechanik eingefiihrt. Fordert man,
g = konst.

Tm

€

€; €y

Abb. 6.9: Schwerpunkt eines Kérpers im Raum

dass 7, unabhdngig von der Orientierung des Korpers im Schwerefeld und damit

unabhéingig von e ist, so folgt (Abb. 6.9)
Py =P (6.58)

Die Grofe 7, heifdt in diesem Fall Schwerpunkt des Korpers. Es soll noch einmal betont
werden, dass der Schwerpunkt nur mit dem Massenmittelpunkt tibereinstimmt, wenn
die Massenkraftdichte g konstant ist. Ist diese Voraussetzung nicht erfiillt, dann fihrt
die Annahme, dass r, unabhdngig von der relativen Lage des Korpers im Schwerefeld

ist, im Allgemeinen zu keinem eindeutigen Punkt.

© 2024/2025 Bohlke (KIT)



Kapitel 7

Arbeit, Energie und Prinzip der
virtuellen Verschiebungen

7.1 Leistung, Arbeit und Energie

Arbeit einer Kraft und eines Moments. Im Folgenden soll ein Ausdruck fiir die Arbeit
gefunden werden, die geleistet wird, wenn sich ein Punkt im Zeitintervall ¢ € [t1, 1,
infolge der zeitabhangigen Einzelkraft F'(¢) entlang der Raumkurve r(¢) bewegt. Dazu
muss die Geschwindigkeit v = 7 verwendet werden, die eine kinematische Grofle
ist (siehe Kap. 2). Als Leistung L einer Kraft bezeichnet man das Skalarprodukt der
Einzelkraft mit der Geschwindigkeit v des Punktes: L = F' - v. Die zugehorige Arbeit
ist durch das Integral der Leistung iiber die Zeit gegeben

rt2 rla
Ap = / Ldt = / F(t) - v(t)dt. (7.1)
t1 t1
Unter Verwendung des Differentials v(t)dt = du = dr ergibt sich folgende alternative
Darstellung
Ty
A = F -dr (7.2)

Jry
mit 7y = r(t1) und 7, = r(t»). Die Einheit der Arbeit kann z.B. mit J=Nm angegeben
werden. Es ist zu beachten, dass von der Kraft nur der Anteil tangential zur
Raumkurve in die Berechnung der Arbeit eingeht. Ist die Kraft im betrachteten
Zeitintervall konstant, so vereinfacht sich der Ausdruck fiir die Arbeit zu

T2
Ap=F- dr=F - (ry—mr1). (7.3)
Jry

Sind der Kraftvektor und die Ortsvektordifferenz kollinear, so folgt als weiterer
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77 Arbeit, Energie und Prinzip der virtuellen Verschiebungen

Sonderfall
Ap=F-(ro—r))=F(ro — 1 = FAr, 7.4
12 ( 2 1) ( 2 l) ) ( )

d.h. die Arbeit ist gleich dem Produkt von Kraft und Weg.

Als Leistung eines Moments bezeichnet man das Skalarprodukt des Moments mit der
zugehorigen Winkelgeschwindigkeit w. Die zugehorige Arbeit ist durch das Integral
der Leistung iiber die Zeit gegeben

A = / " M) w(ti. (7.5)

1

Im Folgenden betrachten wir nur den Sonderfall, dass M und w kollinear sind und
deren Richtung zeitunabhéngig ist. In diesem Fall folgt

A = / N M (t)w(t)dt. (7.6)

t1

Unter Verwendung des Differentials w(t)dt = dy ergibt sich die alternative Darstellung

A.Q:/ " Mdg. 7.7)
Jp1
Ist das Moment im betrachteten Zeitintervall konstant, so vereinfacht sich der
Ausdruck fiir die Arbeit zu

A A\[/ dp = M(p2 — 1) (7.8)
Diese Formeln gelten aber nur unter den genannten Voraussetzungen, die im
Allgemeinen nicht gegeben sind.

Konservative Krifte und Momente. Als konservativ bezeichnet man Kréfte und

Momente, wenn Sie explizit nur vom Ort abhdngen und sich aus einem Potential

Up(r) berechnen lassen. Fiir eine konservative Kraft gilt
dUF(’f‘)

F =
dr

(7.9)

Beztiglich einer Orthonormalbasis hat diese Gleichung die Komponentendarstellung

OUp(z,y, 2)
SU ,('):.1‘ 2
F—_| &r®92) | (7.10)
oy
OUFp(z,y, 2)
0z
Bei einem eindimensionalen Problem gilt: F'(z) = —dUp(z)/da.
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78 Arbeit, Energie und Prinzip der virtuellen Verschiebungen

Ein klassisches Beispiel fiir eine konservative Kraft ist die in einer linearen
Feder wirkende Kraft: /"= —C(zr — 1y). Die Grofle C heifst Federsteifigkeit. Die
Integration der Federgleichung ergibt fiir das Potential: Up(z) = C(z — 20)?/2 + Up.
Die Integrationskontante U, ist ohne Relevanz, da sie in die Berechnung der Kraft
nicht eingeht. Auch eine konstante Gewichtskraft ist konservativ. Hat diese den Betrag
G und weist in negative z-Richtung, so gilt: F' = —Ge,. Als Potential ergibt sich:
Ur(z) = Gz + Uy.

Konservative Drehmomente werden im Rahmen dieses Skriptes nur fiir den skalaren
Fall betrachtet. Fiir ein konservatives Moment gilt im skalaren Fall

AU ()

oty (7.11)

1

Fir ein konstantes Moment M hat das zugehorige Potential die Form:
Un(z) = =My + U. Ein weiteres Beispiel fiir ein konservatives Moment ist
das in einer linearen Drehfeder der Verdrehung entgegen wirkende Moment:
M = —Cy(¢ — o). Die GroBe C; heiflt Drehfedersteifigkeit. Die Integration der
Federgleichung ergibt fiir das Potential: Uy(z) = Cy(p — ¢0)?/2 + Up.

Potentielle Energie. Fiir die Arbeit einer konservativen Kraft ergibt sich aus den

vorangegangenen Betrachtungen

T2 T2 T2
A= [ Far- f/ e g = —/ﬁ AUp(r) = ~(Us(r2) ~ Ur(r)). (7.12)

Die von einer konservativen Kraft geleistete Arbeit ist gleich der negativen
Potentialdifferenz AUp = Ur(r2) — Up(r1). Die Arbeit Ay, ist also wegunabhiingig,
d.h. unabhingig von der speziellen Form der Raumkurve r(t) zwischen dem
Anfangspunkt r; und dem Endpunkt 7,. Fiir Kreisprozesse gilt wegen r, = 7,:
A =0.

Fiir die Arbeit eines Moments gilt im skalaren Fall analog

A = /W2 M - dp = —(Un(p2) — Un(epr))- (7.13)

1

Die eingefiihrten Potentiale haben die Interpretation einer potentiellen Energie. Bei
positiver Arbeit nimmt die potentielle Energie ab, bei negativer Arbeit nimmt sie zu.

Im Falle der Gewichtskraft gilt mit z = H und G = mg folgender Zusammenhang:
Ur(H) = mgH + Uy. Die potentielle Energie nimmt mit der Hohe H linear zu. Es
ist zu beachten, dass die potentielle Energie nicht zwangslaufig positiv ist. Fir die
betrachteten linearen Federn lagen quadratische Potentiale vor. Diese entsprechen den
in den Federn gespeicherten elastischen Energien. Elastische Federn werden im Kapitel
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zur Elastostatik der Stidbe eingehend behandelt.

»Beispiel: Arbeit und Leistung einer Gewichtskraft im Schwerefeld. Fiir die Arbeit
im erdnahen Schwerefeld gilt Ay = —AU = —mgAH = —GAH. Wird die Hohe einer
Masse von einem Kilogramm um einen Meter reduziert, dann wird eine Arbeit von
Az ~ 10Nm = 10J geleistet. Geschieht dies in einer Sekunde (At = 1s), dann betrédgt die
Leistung L = Ay2/At ~ 10J /s = 10W.

»Beispiel: Arbeit und Leistung infolge Reibung. Ein Quader mit der Masse m = 1kg
wird mit der Geschwindigkeit v = 1m/s {iber eine Ebene geschoben. Die Reibungszahl sei
= 0.5. Die Reibkraft betrdgt nach dem Coulomb’schen Gesetz R = uG = pmg = 5N. Die
Leistung hat den Wert L = Rv = pvG = 5Nm/s = 5J /s = 5W. Um den Quader einen Meter
zu bewegen muss eine Arbeit von A5 ~ 5Nm = 5J geleistet werden.

v Erginzung: Leistung und Arbeit von Volumen- und Flichenkraftdichten. Erganzend
wollen wir die Leistung und die Arbeit von Volumen- und Flachenkraftdichten formulieren.
Da es sich um Kraftdichten handelt, muss zunéchst die Leistungdichte formuliert werden.
Die Gesamtleistung ergibt sich durch Integration tiber das Volumen bzw. die Flache. Die
volumenspezifische Leistung einer Volumenkraftdichte fy, ist durch fy, - v gegeben mit dem
Geschwindigkeitsvektor v. Die flichenspezifische Leistung einer Flichenkraftdichte f, ist
analog dazu f , - v. Die Gesamtleistung - also die Leistung der dufleren Krafte - lautet dann

L= /V fv-vdV + /A fa-vdA. (7.14)

Die Arbeit der duBeren Kréfte ergibt sich durch Integration der Leistung tiber die Zeit

ta t2 t2
App = / Ldt = / / fy-vdVdt + / / fa-vdAdt. (7.15)
t1 t 14 ty A

Sind die dufSeren Kréfte konservativ, so ergibt sich fiir die Leistung der dufleren Krafte

L = /fv~vdv+/f44»vdA (7.16)
v A
= /fv~i'dv+/fA<i'dA (7.17)
Jv A
- / Wy gy - / Wa jqa (7.18)
v or A Or
= - / UydV — / UadA (7.19)
Jv Ja
dU
_ 4w 7.2
T (7.20)
mit dem Gesamtpotential
U= / UVdV+/UAdA. (7.21)
Jv JA
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Mit Uy und U4 wurden die Potentiale der volumenspezifischen bzw. flichenpezifischen Kréfte
bezeichnet. Das Gesamtpotential hat die Einheit Nm. Da Uy eine volumenspezifische Grofe
ist, hat es die Einheit N/ m2. Uy, ist eine flichenspezifische Grofle und hat die Einheit N/m. Fiir
die Arbeit der dufleren Krafte folgt schliefSlich

A= /t' Ldt = —(U(ts) — U(ty)). 7.22)

v Erginzung: Mechanische Energiebilanz fiir Translationsbewegungen. Im Folgenden
soll die Bilanz der mechanischen Energie fiir den Sonderfall von Translationsbewegungen
betrachtet werden. Der Massenmittelpunktssatz lautet

ma = mv,, = F. (7.23)

Dies ist gerade das zweite Newton’sche Axiom. Die resultierende duflere Kraft F' ist entweder
als Summe der dufleren Einzelkrifte zu berechnen

F= Z F; (7.24)
i=1
oder durch Integration aus der Volumen- oder Flachenkraftdichte zu bestimmen

F:/VdeVJr/AfAdA. (7.25)

Multipliziert man den Massenmittelpunktssatz skalar mit der
Massenmittelpunktsgeschwindigkeit, dann erhilt man die Gleichung

MOy, -V = F - vy, (7.26)

Fiihrt man die kinetische Energie der Translation

mu
mu,,

v="3 (7.27)
ein und beachtet
. _omdog v, omde?  dmwd,
MoV =5 — o =5 a ~q 2 v (7.28)
so folgt die mechanische Energiebilanz
dTy
—\ L=F v, 7.29
T ) v (7.29)

Die zeitliche Anderung der kinetischen Energie der Translation ist gleich der Leistung der
auBleren Krifte. Integriert man die letzte Gleichung {iber die Zeit, so erhélt man

to
Ty(to) — Ty (t) = Az, A= / F - v,dt. (7.30)
t1

Die Differenz der kinetischen Energie (der Translation) zwischen zwei Zeitpunkten ¢; und ¢, ist
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gleich der in dem Zeitintervall geleisteten Arbeit. Diesen Satz bezeichnet man als Arbeitssatz
der Mechanik. Sind die dueren Kréfte konservativ, so gilt A12 = —(Ur(t2) — Up(t1)). Aus dem
Arbeitsatz folgt in diesem Fall der Erhaltungssatz der mechanischen Energie (der Translation)

Ty (t1) + Ur(t1) = Tv (t2) + Up(t2). (7.31)

Bei einem konservativen System duflerer Krafte ist die Summe aus kinetischer und potentieller
Energie konstant.

7.2 Prinzip der virtuellen Verschiebungen

Virtuelle Verschiebungen. Die Statik kann entweder ausgehend von den
Gleichgewichtsbedingungen oder ausgehend vom Prinzip der virtuellen
Verschiebungen formuliert werden. Beide Zuginge sind dquivalent. In diesem
Abschnitt werden wir das Prinzip fiir starre Kérper formulieren.

Zur Formulierung des Prinzips benotigt man den Begriff der virtuellen Verschiebung.
Eine virtuelle Verschiebung du(r) ist eine im Allgemeinen ortsabhangige infinitesimale
Grofle, die dadurch gekennzeichnet ist, dass sie mit den Randbedingungen und
der Geometrie des starren Korpers vertrdglich ist. Da du(r) ortsabhingig ist,
konnen unterschiedlichen Punkten des starren Korpers unterschiedliche virtuelle
Verschiebungen zugeordnet werden. Die Vertrédglichkeit mit den Randbedingungen
impliziert, dass tiberall dort wo die Verschiebungen vorgeschrieben sind -
also z.B. verschwinden - die virtuellen Verschiebungen null sind. Unter einer
Vertraglichkeit mit der Geometrie des starren Korpers versteht man, dass das virtuelle
Verschiebungsfeld durch eine Starrkorperbewegung realisiert werden kann, also
mit der Annahme, dass der Korper starr ist, vertrdglich ist. Da es sich bei den
Verschiebungen du(r) nicht um reale Verschiebungen handelt, werden sie virtuell
genannt. Eine virtuelle Verdrehung d(r) wird analog eingefiihrt. Es ist zu beachten,
dass bei starren Korpern Verschiebungen und Verdrehungen im Allgemeinen nicht
unabhéingig voneinander vorgegeben werden kénnen.

Vv Erginzung: Variation. Auf eine umfassende Definition des Variationsbegriffs wird hier
verzichtet. Fiir die Losung der in diesem Kapitel diskutierten Problemstellungen sind

die folgenden Rechenvorschriften fiir Skalarfunktionen f einer oder mehrerer Variablen
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ausreichend:
0f(u) = d{isf) ou, (7.32)
8F (ut, uz, - .., up) :Zaf(““"” ) g (7.33)

Prinzip der virtuellen Verschiebungen. Das Prinzip der virtuellen Verschiebungen
(PdvV) fiir starre Korper kann folgendermafien formuliert werden: Die virtuelle

Arbeit 04, der(eingepragten Krafte und Momente)eines Gleichgewichtssystems ist

null:
0A, = Z‘ ou; + Z. 0p; =0 v ou;, ¢p;.
i=1 A j=1 R

(7.34)

Yl y)

" MalarprloUd ]
Mit m und n wird die Anzahl der Einzelkréfte bzw. -momente bezeichnet! dw; = du(r;)
ist die virtuelle Verschiebung am Angriffspunkt r; dp; = dp(r;) ist
die zum am Punkt 7§ angréifenden Einzelmoment M ; gehorigelvirtuelle Verdrehting.
Im Folgenden soll das PdvV fiir den Sonderfall konservativer Kréfte und Momente
notiert werden. Jeder duleren Kraft F'; kann dann ein Potential U, (u;) zugeordnet
Jg, /Ou; ist
(fiir freie Momente gilt entsprechendes). Aus der Definition konservativer Kréfte und

werden, wobei u; die Verschiebung des Angriffspunktes von F',

Momente folgt zunéchst unter Beachtung von éU = 90U /0u - du

oUp,

F; du; = — -du; = —0Up, (7.35)
ou;
und
AU,
Mj . 6QOJ = — ) 550] = 76U1\{J‘ (736)
Pj

Die Richtungen der Vektoren ¢, sind konstant, deren Komponenten beziiglich dieser
konstanten Richtungsvektoren sind durch ¢; gegeben. Setzt man diese Ergebnisse in
Gleichung (7.34) ein, so erhélt man

(7.37)

i=1 j=1

oder dquivalent
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SU =0 (7.38) U: &o"(@“ﬂlfb /6 “7%&/ C{/C?f S/f di"‘*«f
mit dem Gesamtpotential ; CGI‘( VQ ; [ 5 g L/

U= Ur(u)+Y_ U, (7.39)
i=1 j=1

Die erste Variation des Gesamtpotentials U ist gleich null. Die Aussage kann zur

Berechnung von Gleichgewichtslagen verwendet werden. R%(L\ll@ o \/& ﬂ}zﬁau@,}

Prinzip der virtuellen Verschiebungen vs. Gleichgewichtsbedingungen. Zunachst

—

ist festzustellen, dass es sich bei dem PdvV um eine skalare statt um eine 0}%&\[@ l(/b/ v (' ) (-)O(CW (/(ﬂdfd M){O
/7

! 4

vektorielle Gleichung handelt. Das ist erstaunlich, da die Gleichgewichtsbedingungen

eines starren Korpers aus zwei vektoriellen Gleichungen, also insgesamt sechs C / F(@\( %

skalaren Gleichungen, bestehen. Wir wollen deshalb zunéchst zeigen, dass E =1 r\ (é ) = .
< =

die Gleichgewichtsbedingungen aus dem PdvV folgen. Dazu betrachten wir

vereinfachend einen starren Korper. Der Beweis kann auch fiir Systeme von starren \/&V\ 2?](,
Koérpern gefiihrt werden. Ovi \&u -

Da eine virtuelle Verschiebung mit der Geometrie des starren Korpers vertrédglich sein &{ CoC ‘€
muss, gilt fiir die virtuellen Verschiebungen und Verdrehungen T = =~ 6 = ( d\i—

—. r ' S
ou(r) = dug + o X (1 — 19). (7.40) b= %"g/ a E'l V’Ow&) v ¢

Hierbei ist 0u, die virtuelle Verschiebung eines beliebigen aber festen Bezugpunktes ~

auf dem starren Korper und d¢ die virtuelle Verdrehung des starren Korpers. Beide V&A‘Z{é(" L k(

Groflen sind unabhingig. Setzt man die Gleichung, die die virtuellen Verschiebungen 9 .

mit den virtuellen Verdrehungen koppelt, in das PdvV ein und beachtet, dass bei der (75 - — £ (5\ —T S v é\

Beschriankung auf einen starren Korper gilt: ¢; = ¢, so erhdlt man — ' % = ?d
I =Uyg/ 9, ¢ [~ T

(iFJ - oug + (i(riro) X Fﬂrzn:Mj) “p = 0. (7.41) V&ﬂ Vot wo( ?
=1 i—1 =1 ‘Lt‘ﬁ’l ¢

Wegen der Beliebigkeit von du, und d¢ miissen die Klammern verschwinden und es

folgen die Gleichgewichtsbedingungen a;- - a..L _,Cj\r ~+ C)V; . 6\ (F
S Fi=0, Y (ri—ro)xF;+Y M;=0. (7.42) ar 2 st €/ Uema
i=1 i=1 j=1 J\ N
Bei kinematisch unbestimmten Systemen kann aus dem PdvV bei gegebener s (( d\ - S T?) ‘ N
Gleichgewichtslage die Grofie der eingepragten Kréfte berechnet werden. Sind die = Cr e 1 s e (]a

eingepragten Kréfte gegeben, so lasst sich die Gleichgewichtslage bestimmen, sofern
sie existiert. Bei kinematisch bestimmten Systemen lassen sich nach dem Freischneiden
die Reaktionsgrofien als eingepragte Grofen interpretieren und werden so einer
Behandlung mittels des PdvV zugénglich gemacht.
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v Erginzung: Euler’sche Formel. In der Kinematik (TMIII) starrer Korper beweist man die

Euler’sche Formel

vp=vo+w X (rp—ro) (7.43)

fiir einen beliebigen Punkt P des starren Korpers, dessen Ortsvektor mit 7 p bezeichnet wird.
Die Formel besagt, dass die Geschwindigkeit vp eines Punktes P berechnet werden kann,
indem man zur Geschwindigkeit vy eines beliebigen Bezugspunktes des starren Korpers
das Kreuzprodukt der Winkelgeschwindigkeit w des starren Koérpers und des Relativvektors
rp — 1o addiert. Wegen der Beliebigkeit des Punktes P wird im Folgenden auf das Subskript
verzichtet. Die Winkelgeschwindigkeit eines starren Korpers wird durch einen eindeutigen
Vektor w beschrieben. Multipliziert man die Euler’sche Formel mit dem Zeitinkrement dt, so
erhélt man mit vdt = du und wdt = de

du = dug + de x (r — o). (7.44)

»Beispiel: Hebel. An dem in Abb. 7.1 dargestellten Hebel greifen die Kréfte F 4 = (X1,Y1,0)"
und Fp = (X, Ys, O)T in den Punkten A bzw. B an. Berechnen Sie mit dem Prinzip der virtuellen
Arbeit den Zusammenhang zwischen F' 4 und Fg. Uber welche Komponenten kann keine Aussage
getroffen werden?

Abb. 7.1: Hebel beidseitigem Kraftangriff

Die einzige kinematisch vertragliche Bewegung des Korpers ist eine Rotation um den
Koordinatenursprung um einen infinitesimal kleinen Winkel d¢. Die Verschiebungen der Punkte
A und B sind dann

dra = (0,—110p,0)7, drp = (0,1260,0)T. (7.45)

Die virtuelle Arbeit ergibt sich mit Gleichung (7.34) zu
—Y1l16p + Yaladp = 0. (7.46)

Aus der Beliebigkeit von d¢ folgt dann

Yih+Yal=0 = Y= Y1§—14 (7.47)
2

Dies ist das klassische Hebelgesetz. Uber die Kraftkomponenten in 2-Richtung kann keine Aussage
getroffen werden, das heifit X; und X, sind beliebig.
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»Beispiel: Doppelschiefe Ebene. Die beiden in Abb. 7.2 dargestellten Korper mit den
Gewichtskriften G; = (0,—G1,0) und Gy = (0, —G»,0) sind iiber ein ideales Seil miteinander
verbunden. Die Umlenkung des Seiles erfolgt reibungsfrei. Die Winkel der Ebenen sind « und f.
Berechnen Sie mit dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen den Zusammenhang zwischen G
und G, wenn das System in Ruhe ist.

Abb. 7.2: Doppelschiefe Ebene

Da es sich um ein ideales Seil handelt gilt {; + I = | = konst. Fiir die virtuellen Anderungen gilt

also dl; + dly = 6l = 0 und somit §l; = —0dly. Die Verschiebungen der Massenschwerpunkte sind
dann
ory = 8li(—cosa, —sina,0), (7.48)
ory = dla(cos B, —sinB,0) = 1y (— cos B,sin 3,0). (7.49)

Die durch diese virtuelle Verschiebungen verrichtete Arbeit berechnet sich nach Gleichung (7.34) zu
04, = G1-0r1 + G2 - dra = 611 (G sina — Gasin ). (7.50)
Es wird nun 6 A, = 0 gefordert und die Beliebigkeit von 6/ eingesetzt. Es folgt

Gisina = Gysin . (7.51)

»Beispiel: Klappbriicke. Die in Abb. 7.3 gezeigte Briicke wird durch eine Gewichtskraft
G = (0,—G,0) im Punkt P belastet. Die Abmessungen a,b und ¢ sind vorgegeben. Wie muss
die Masse mq des Gegengewichtes gewéhlt werden, damit die Briicke fiir alle Winkel ¢ im
Gleichgewicht ist? Welche Kraft wirkt in dem Stab, der die Punkte C' und D verbindet?

Abb. 7.3: Klappbriicke im Gleichgewicht
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Zur Losung des Problems stellt man zundchst die am Massenmittelpunkt von @ angreifende
Gewichtskraft als Vektor dar:
Gg = (0,—mqg,0). (7.52)

Die Ortsvektoren der Punkte ) und P sind

rq = (—acosp, AB — asing,0), rp = ((b+c)cosep, (b+c)sing,0). (7.53)
Fiir or gilt
or = 6l5<,9. (7.54)
dp

Man erhélt damit 67 und ér p wie folgt:
o0rg = (asing, —acos g, 0)dp, orp = (—(b+ ¢)sing, (b+ ¢) cos g, 0)dep. (7.55)
Die virtuelle Arbeit l4sst sich damit nach (7.34) berechnen:

0As = Gq - 0rq+ G- drp = (amgg — (b + ¢)G) cos pop = 0. (7.56)

Die Beliebigkeit von d¢ und die Unabhingigkeit vom Winkel ¢ ergibt dann

amqgg — (b+c)G=0 = mg=

= (7.57)

Zur Bestimmung der Stabkraft S¢p schneidet man den oberen Briickenteil frei (Abb. 7.3). Auch hier
lasst sich das Prinzip der virtuellen Verschiebungen anwenden. Die einzige kinematisch vertragliche
Verschiebung ist hier eine Drehung um den Punkt B um einen infinitesimalen Winkel . Durch
einfache Rechnung (vgl. Beispiel “Der Hebel”) ergibt sich die gesuchte Stabkraft zu

A, = (mggacosp — Scpbeosp)dp =0 =  Scp = ng%. (7.58)

»Beispiel: Flaschenzug. Abb. 7.4 zeigt einen idealen Flaschenzug bestehend aus 2n (hier: n=2)
Rollen, von denen 7 fest und n lose sind. Berechnen Sie fiir einen allgemeinen Flaschenzug mit 2n
Rollen die Zugkraft I die zum statischen Halten eines Gewichtes G' notwendig ist. Benutzen Sie
hierfiir das Prinzip der virtuellen Verschiebungen.
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Gr1Ioh

G

Abb. 7.4: Flaschenzug

Wird das Ende des Seiles um die Lénge 6l eingezogen, so wird das Gewicht G um die Hohe 61/(2n)
angehoben. Die dafiir aufzuwendende virtuelle Arbeit ergibt sich zu

Gﬂ (ng)az_o

Auch hier muss wegen der Beliebigkeit von 6! der Term in Klammern zu null werden. Es folgt also:

F= g (7.60)
2n

6Aq = Fol — (7.59)

Alternativ dazu kann die untere Hilfte des Flaschenzuges freigeschnitten werden. Die virtuelle
Verschiebung an jedem Punkt des Seiles ist identisch und wirkt immer in Richtung der Schnittkraft,
die ebenfalls iiberall konstant ist, da ein ideales Seil betrachtet wird. Man erhalt dann (vgl. Abb. 7.4
rechts): 2nS6h — Géh = 0. Daraus folgt wegen F = S wieder F = S = G/2n.

»Beispiel: Stabeck. Abb. 7.5 zeigt ein Stabeck bestehend aus zwei gelenkig miteinander
verbundenen masselosen Stiben der Lange . Diese werden durch die Kraft G belastet. Bestimmen
Sie die zum statischen Halten der Stibe notwendige Kraft P mit dem Prinzip der virtuellen

Verschiebungen.

Abb. 7.5: Stabeck mit Belastung durch ein Gewicht G
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Das Prinzip der virtuellen Arbeit kann bei diesem Problem vorteilhaft eingesetzt werden, da die
(unbekannten) Lagerreaktionen in der Bilanzgleichung nicht auftauchen. Auch die Stiitzkraft N
muss nicht berechnet werden. P ldsst sich direkt berechnen, wenn man eine virtuelle Verschiebung
des Kraftangriffspunktes in positiver z-Richtung betrachtet. Dafiir muss zunichst die Kinematik
des Stabecks betrachtet werden. Der Angriffspunkt der Kraft P hat die 2-Koordinate

zp =lsina —lcosf3, (7.61)
wihrend die y-Koordinate des Punktes, an dem die Gewichtskraft angreift, durch
yg =lcosa (7.62)
gegeben ist. Aus der kinematischen Relation
h = I(cos a + sin 3) (7.63)

erhilt man unter Beachtung der konstanten Hohe h

sin &

0h=0=I(—sinada + cos 368) = 8= dar. (7.64)
cos 3
Damit lassen sich dz p und dy¢ berechnen:
dxp = I(cosada+ sinB63) = l6a(cos a + sinatan ), (7.65)
oy = —lsinada. (7.66)
Die virtuelle Arbeit ist nach (7.34) dann
0A, = [P(cosa + sinatan ) — Gsina] ldo = 0. (7.67)

Der erste Term muss verschwinden um diese Gleichung fiir alle Auslenkungen da zu erfiillen. Nach
Division durch sin(a) (o # 0) erhilt man schlieflich die gesuchte Kraft

G

=" 7.
cot a + tan 3 (£

Grundidee der Berechnung von Lagerreaktionen mit dem PdvV. Es wird
immer genau ein Freiheitsgrad geldst, um eine Lagerreaktion zu berechnen. Soll
beispielsweise eine vertikale Auflagerreaktion bestimmt werden, so wird eine virtuelle
Verschiebung in dem betrachteten Lagerpunkt in vertikaler Richtung zugelassen. Alle
anderen Lagerungen miissen erhalten bleiben. Die zu berechnende Lagerkraft wird
dann als dufSere Kraft aufgefasst. Es ist zu beachten, dass zu jeder Berechnung einer
Lagerkraft eine eigene Skizze gehort, in der die virtuelle Verschiebung dargestellt wird.
Auf dhnliche Weise funktioniert auch die Berechnung von Schnittgroen und dufleren
Lasten.
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89 Arbeit, Energie und Prinzip der virtuellen Verschiebungen

»Beispiel: Lagerreaktionen eines Biegebalkens. Berechnen Sie die Lagerreaktionen des
Biegebalkens (Abb. 7.6) in A und B mit dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen.

F
A'a'i B

e. Vv l

Abb. 7.6: Biegebalken mit Belastung durch eine Einzelkraft

7.7.a: Bestimmung von Ap 7.7.b: Bestimmung von Ay 7.7.c: Bestimmung von By

Abb. 7.7: Virtuell verschobenes System zur Bestimmung der Reaktionsgréfien

Aus den verschobenen Systemen ergibt sich fiir die horizontale Lagerreaktion im Punkt A
(Abb. 7.7.a)
6Ag = Apdus =0 20 4, —o. (7.69)

Aus der Geometrie des zweiten Systems (Abb. 7.7.b) folgt der Zusammenhang

l—a

owp =

dwa (7.70)

und somit gilt

54, = Avéwa — Féwp = wa (AV L ;aF) bwago 4L - 5o 7.71)

Ahnlich gilt bei virtueller Verschiebung von B (Abb. 7.7.c): dwp = %610 . Daraus folgt direkt

6Aq = Bydwg — Fowp = dwp (BV - %F) TEA  Bo= %F (7.72)

»Beispiel: Bestimmung einer einzelnen Lagerreaktion. Berechnen Sie fiir die Streckenlast

q(z) = %(21 —z) (7.73)

die vertikale Lagerreaktion By fiir das in Abb. 7.8.a gezeigte System mit dem PdvV.
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Der Freiheitsgrad in z-Richtung wird gelost, so dass sich das in Abb. 7.8.b gezeigt verschobene
System ergibt.

S S

7.8.a: Biegebalken 7.8.b: Virtuelle Verschiebungen infolge By

Abb. 7.8: Biegebalken mit Belastung durch eine Streckenlast

Die virtuelle Arbeit ergibt sich mit
ow(z) = %671;3 (7.74)

durch Integration zu

l
Ay = — / 4(x)6w(@)ds + Bydwp = Swp (BV iy (f - l)) . (7.75)
2 \4 24
12

Unter Berticksichtigung von dwp # 0 folgt damit direkt

11
By = qugl. (7.76)

»Beispiel: Berechnung von Reaktionskriften. Fiir den in Abb. 7.9 dargestellten Gerberbalken mit
den Abmessungen a, b und ¢ und den dufleren Lasten F und M, sollen die Gelenkkrifte und die
Auflagerkrifte in den Punkten B und C berechnet werden.

qo d
A C )
M, M B ¢
‘ a b [z

Abb. 7.9: Gerberbalken

Fir die Berechnung der gesuchten vertikalen Gelenkkraft wird das Gelenk durch ein
Verbindungselement ersetzt, das eine vertikale Verschiebung zulédsst (Abb. 7.10.a). Die Kraft G'v
wird als duBere Kraft an den beiden Teilkorpern angebracht. Bei der Berechnung der virtuellen
Arbeit wird das Gesamtsystem betrachtet. Der rechte Teilkorper bleibt unbeweglich wegen der
vorhandenen Lagerung. Unterwirft man das linke Teilsystem einer virtuellen Drehung um den
Punkt A, dann gilt fiir die virtuelle Arbeit der dufieren Krafte und Momente

2
0= Modp + %E‘Z(w + Gyady, @.77)
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woraus wegen der Beliebigkeit von d¢ die gesuchte Grofe

My  qoa

sz_a 3

(7.78)

folgt. Fiir die Berechnung der horizontalen Gelenkkraft unterwirft man das rechte Teilsystem
(Abb. 7.10.b) einer virtuellen Translation in horizontaler Richtung. Der linke Teilkdrper ist
unbeweglich. Damit folgt G';; = 0. Die verwendete Vorgehensweise fiir die Gelenkkrifte kann auch
fiir die Berechnung von SchnittgrofSen angewendet werden.

Die beiden vertikalen Auflagerkrifte in den Punkten B und C ergeben sich wie folgt. Das Lager
im Punkt C wird entfernt und seine Wirkung wird durch eine vertikale duflere Kraft ersetzt
(Abb. 7.10.c). Aus der virtuellen Arbeit folgt

~ Mob  goab o F(cfd)'

ada = bdp, = Cy = (7.79)
ac 3¢ @
Analog kann die Lagerreaktion im Punkt B berechnet werden (Abb. 7.10.d).
ada = (b+)dp, = By = Mob+9)  walb+o)  Fd (7.80)
ac 3¢ @
fa n_d |
" ’ {G%G B C
lo(R==—1-0% 1l
@ ax"‘-uwTGV b ¢ %
7.10.a: Berechnung von Gy
% F_ d
Y A G B C
V(¥ I T -4
o On Guy 2 =

7.10.b: Berechnung von G i

e F d
MA b l G o B |.—C
R i W ST (0%

7.10.c: Berechnung von Cy

09 F d
A { ’ G B 5 C

da %)

My (=27 O 1= <=
R e ST

7.10.d: Berechnung von By

Abb. 7.10: Virtuelle Verschiebungen und Verdrehungen des Gerberbalkens

v Erginzung: Virtuelle Leistung wund virtuelle Arbeit von Volumen- und
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Flichenkraftdichten. Die virtuelle Leistung der duBeren Krifte wird mit den virtuellen
Geschwindigkeiten dv(r) gebildet

oL = / fv - ov(r)dV +/ fa-ov(r)dA. (7.81)
14 A
Sind die dueren Kréfte konservativ, so ergibt sich fiir die virtuelle Leistung der dufleren Kréfte
0L = / fv-ov(r)dV + / fa-ov(r)dA (7.82)
v A
= / fy-ordV + / fa-ordA (7.83)
% A
= [ iy = [ YA iaa (7.84)
Jv or JA or
= - / SUydV — / SUAdA (7.85)
v A
doU
= (7.86)
mit dem Gesamtpotential
U= / UydV + / UadA. (7.87)
v A

Fiir die virtuelle Arbeit der &uSeren Kréfte folgt schlieSlich

b = [ 6Lt = —(6U(ts) — SU(1)). (7.88)

7.3 Stabilitdt von Gleichgewichtslagen

Arten der Stabilitit. Die Untersuchung der Stabilitdt von Gleichgewichtslagen ist
von grundsétzlicher Bedeutung, da es sowohl ein stabiles Gleichgewicht als auch
ein instabiles Gleichgewicht gibt und Gleichgewichtslagen realer Strukturen in der
Regel vielfaltigen Storungen ausgesetzt sind. Eine Gleichgewichtslage heifit stabil,
wenn kleine Storungen der Gleichgewichtslage beliebig klein bleiben. Anderenfalls
heifit das Gleichgewicht instabil. Ein indifferentes Gleichgewicht liegt vor, wenn
alle Nachbarlagen ebenfalls Gleichgewichtslagen sind. In diesem Kapitel wird
nur die Stabilitit von Gleichgewichtslagen starrer Korper analysiert, die durch
konservative Krifte belastet sind. Im Rahmen der Elastostatik wird die Stabilitat
von Gleichgewichtslagen elastischer Korper analysiert. Ein Beispiel fiir einen starren
Korper, der sowohl eine stabile als auch eine instabile Gleichgewichtslage einnehmen
kann, ist der einseitig gelenkig gelagerte Stab aus Abb. 7.11. Es handelt sich um ein
konservatives System, da die Gewichtskraft als konstant angenommen werden kann.
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o
|9

=

7.11.a: stabil ~ 7.11.b: instabil ~ 7.11.c: indifferent

Abb. 7.11: Stabilitét eines Stabes unter Gravitationseinwirkung

Liegt der Massenmittelpunkt iiber dem Gelenk, so ist das Gleichgewicht instabil,
da eine kleine Storung der Gleichgewichtslage dazu fiithrt, dass der Stab die
Gleichgewichtslage verldsst. Liegt der Massenmittelpunkt genau unter dem Gelenk,
so ist die Gleichgewichtslage dagegen stabil.

7.12.a: stabil 7.12.b: indifferent 7.12.c: instabil

Abb. 7.12: Stabilitat illustriert am Beispiel einer Kugel 1 \ l g 2 C’\(VL C(Q’ C‘ ( U ZC@
Uy o e tage

Ein weiteres Beispiel ist durch die in Abb. 7.12 dargestellte Kugel gegeben. Im Fall a ist ’
die Lage stabil, im Fall ¢ instabil und im Fall b ist das Gleichgewicht indifferent.

Stabilitit von Systemen starrer Korper. Die Aussage, dass in einer Gleichgewichtslage Z B é 7 B ( }/I S%'/
die erste Variation des Gesamtpotentials verschwindet §U = 0, ist eine notwendige, % (/( ) =i O _ O .
aber keine hinreichende Bedingung dafiir, dass das Gesamtpotential einen Extremwert N~ gk{@/ /
annimmt. Es ldsst sich zeigen, dass eine Gleichgewichtslage genau dann stabil Z@f\ﬂ[f (/QV) ‘(\{Ia 4

ist, wenn das Gesamtpotential im Gleichgewicht ein Minimum annimmt. Eine

hinreichende Bedingung fiir das Vorliegen eines Minimums ist die Positivitat der
zweiten Variation des Gesamtpotentials

52U > 0. (7.89)‘

Verschwindet die zweite Variation des Potentials U, so sind die hoheren Variationen
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zur Beurteilung der Art des Gleichgewichts heranzuziehen. Liegt beispielsweise ein
konservatives System mit einem Freiheitsgrad ¢ vor, so lauten die Bedingungen
fir das Gleichgewicht und dessen Stabilitit wegen dU(¢) = (dU(p)/d¢)dy und
F°U(p) = (U (p)/de?)(5¢)

w_ U

@ . , , 7.
1 , 12 >0 (7.90)

v Erginzung: Anmerkung zur Stabilititsbedingung 6°U > 0. Wir wollen die Giiltigkeit
der Stabilititsbedingung 6°U > 0 motivieren. Der Erhaltungsatz der mechanischen Energie
(der Translation) besagt, dass bei konservativen dufleren Kriften die Summe aus kinetischer
und potentieller Energie konstant ist: 7y, + U = konst. Die kinetische Energie kann also nur
zunehmen, wenn die potentielle Energie abnimmt. Liegt ein lokales Minimum der potentiellen
Energie vor, so muss wegen AT = — Ay Arbeit am System geleistet werden, um die kinetische
Energie zu erhohen. Liegt ein lokales Maximum der potentiellen Energie vor, so kann die
kinetische Energie durch Reduktion der potentiellen Energie erh6ht werden. Kleine Stérungen
der Gleichgewichtslage in Form von kleinen Auslenkungen aus der Gleichgewichtslage oder
von kleinen Geschwindigkeiten konnen also bei einem Maximum der potentiellen Energie

angefacht werden. Bei einem Minimum ist das nicht der Fall.

»Beispiel: Quader auf einer Halbkugel. Betrachtet wird im Folgenden ein Quader der Masse m
und Hohe H = 2¢, der wie in Abb. 7.13 dargestellt auf einer Halbkugel mit Radius R liegt.
Bestimmen Sie die Art des Gleichgewichts des Quaders bei ¢ = 0 in Abhéngigkeit von den
Geometrieparametern R und c.

ccosp

Ry smp
R cosp

Abb. 7.13: Stabilitét eines auf einer Halbkugel platzierten Quaders

Die y-Koordinate des Massenmittelpunktes des Quaders ist durch
h(p) = Rcosp + Rpsing + ccosp (7.91)
gegeben. Damit kann die potentielle Energie durch
U(p) = mgh(y) (7.92)

dargestellt werden. Die ersten beiden Variationen dieses Potentials in Abhédngigkeit von dy ergeben
sich aus den Ableitungen

SU(p) = U'(p)dp = mg (—Rsinp + Rsinp + Ry cos ¢ — csinp) ¢ = mg(Ry cos ¢ — csinp)dp,
(7.93)
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5*U(p) = U"(¢)(8¢)* = mg (R — ¢) cos p — Rpsing) (5p)*. (7.94)

Es muss nun ¢ = 0 eingesetzt werden, um die Art des Gleichgewichts bestimmen zu kénnen. Man

erhélt dann
>0 Stabiles Gleichgewicht

5*U(p =0) =mg(R—c){ =0 Indifferentes Gleichgewicht . (7.95)
<0  Instabiles Gleichgewicht

»Beispiel: Quader auf einer Ebene. Analysieren Sie die Stabilitdt des in Abb. 7.14 dargestellten
Quaders.

%
A2
a) ks

Abb. 7.14: Stabilitét eines auf einer Ebene platzierten Quaders

Dieses Beispiel zeigt, dass die Bedingung 62U > 0 nicht bei allen Stabilitdtsuntersuchungen
anwendbar ist. Betrachtet man einen homogenen Quader der Breite B und der Hohe H auf einer
Ebene, dann sind bei einer ebenen Betrachtung des Problems drei Gleichgewichtslagen moglich. Der
Quader kann auf der Seite mit der Lange B stehen (Fall a), dann hat der Schwerpunkt den Abstand
H/2 von der Ebene. Der Quader kann ebenfalls auf der Seite mit der Liange H stehen (Fall b), dann
hat der Schwerpunkt den Abstand B/2 von der Ebene. Eine Gleichgewichtslage liegt aber auch vor,
wenn der Quader so auf einer der vier Ecken steht, dass die Wirkungslinie der Gewichtskraft genau
durch einen Eckpunkt verlauft (Fall c). Der Schwerpunkt hat dann den Abstand v/ B2 + H2/2 von
der Ebene.

Im Féllen a und b liegt jeweils ein Minimum der potentiellen Energie vor, im Fall b sogar ein
globales. Im Fall ¢ hat die potentielle Energie ein globales Maximum. Eine Differenzierbarkeit
liegt nur im Fall ¢ vor nicht aber in den Fillen a und b. Daher lasst sich das Stabilitatskriterium
62U > 0 nur zum Nachweis der Instabilitit des Falls ¢ verwenden. Eine weitere Einschrankung
der Anwendbarkeit des Kriteriums kann man sich dadurch klar machen, dass im Falle B < H nur
eine Lage, namlich die auf der breiteren Seite stabil sein wird. Das verwendete Kriterium sagt aber
auf Grund der Existenz eines lokalen Minimums eine Stabilitdt voraus, was nicht der Beobachtung
entspricht.
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Kapitel 8

Zug-Druck-Stibe

8.1 Einachsiger Verzerrungs- und Spannungszustand

Vereinfachende Annahmen. Im Rahmen dieses Kapitels sollen die
Materialeigenschaften in die statischen Berechnungen einbezogen werden, wobei
wir uns im Wesentlichen auf elastische Materialien beschranken. Ein elastisches
Materialverhalten liegt dann vor, wenn durch 4duflere Lasten verursachte
Deformationen nach der Entlastung sofort zurtick gehen. Zur Behandlung statischer
Probleme von Zug-Druck-Stiben werden folgende vereinfachende Annahmen

eingefiihrt werden:

® Der Stab ist gerade aber nicht notwendig zylindrisch. Ein Stab heifit gerade,
wenn die Verbindungslinie der Flichenmittelpunkte der Querschnittsflichen
ungekriimmt ist. Die Querschnittsénderungen des Stabes sollen klein sein.

¢ Das Materialverhalten sei linear elastisch und homogen tiber den Querschnitt.
Entlang der Stabachse kann das Materialverhalten variieren.

e Der Stab wird nur durch “dufSere” Kréfte parallel zur Stabachse beansprucht, die
im Flachenmittelpunkt der Querschnittsflachen angreifen.

¢ Der Stab ist im (statischen) Gleichgewicht.
¢ Die Verformungen sind klein.

* Wird die Temperatur in die Berechnung einbezogen, so wird angenommen, dass
diese zeitlich und iiber den Querschnitt konstant ist.

Einachsiger Spannungszustand. Das kartesische Koordinatensystem wird bei Staben
so eingefiihrt, dass die z-Achse mit der Stabmittelachse zusammenfallt. Schneidet
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man den Stab im Inneren frei, so hat man die Schnittgrofien einzutragen. Auf
Grund der eingefiihrten Annahmen liegt im Flachenmittelpunkt nur eine Schnittkraft
der Form Q(r) =
Flichenkraftdichte oder Spannung o(x,y.z), die senkrecht zur Querschnittsfliche

wirkt (Abb. 8.1)
N(z) ://U(;L',y,z)dydz. (8.1)

N(z)e, vor. Die Normalkraft N(z) ist die Resultierende einer

Abb. 8.1: Freischnitt eines Stabes wunter Zugbelastung und zugehoriges
Normalspannungsfeld

Eine Spannung, die senkrecht zur Querschnittsfliche orientiert ist, heifst
Normalspannung. Sie hat die Dimension Kraft pro Fliacheneinheit und kann mit
der Einheit Pa = N/m? angegeben werden. Haufiger ist allerdings die Einheit
MPa = N/mm?. Wir werden im Folgenden hiufig annehmen, dass die Spannung o im
Querschnitt konstant ist, also nur von der Langskoordinate  abhangt. Die Annahme
ist nur bei einer geeigneten Krafteinleitung an den Stabenden und bei geraden Staben
konstanten Querschnitts giiltig. Unter Verwendung dieser Annahme vereinfacht sich

die Gleichung (8.1) zu
/ / z)dydz = o(z / /dL/(L = o(z)A(x). (8.2)

Die Schnittgroendifferentialgleichung lautet nach Gleichung (5.25)

dN
di” = —n(z). (8.3)
Die Grole n(x) ist eine Streckenlast in Langsrichtung des Stabes. Setzt man die
Gleichung (8.2) in die Differentialgleichung ein, so erhilt man bei einem konstanten

Querschnitt
do(z)

dx
Diese Formel gilt ndherungsweise auch bei einem schwach veranderlichen Querschnitt
(A(z) =~ konst).

A= —n(z). (8.4)

Einachsiger Verzerrungszustand. Die Verschiebung der Stabmittelachse wird durch

den Verschiebungsvektor wu(r) = u(z)e, angegeben. Der Verschiebungsvektor hat
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die Dimension Linge. Nur bei einer reinen Starrkorpertranslation in Richtung der
2-Achse ist die Verschiebung u ortsunabhingig, im Allgemeinen handelt es sich
jedoch um eine Funktion des Ortes. Die Ableitung der Verschiebung u(x) nach = heif3t
Verzerrung oder Dehnung

_ du(z)

s@)=", " (8.5)

Die dimensionslose  Grofle e(x) beschreibt den  Verformungszustand
der Stabmittelachse am Punkt . Die Gleichung (8.5) heifit auch
Verschiebungs-Verzerrungs-Relation (VVR). Betrachtet man einen einseitig
eingespannten Stab der Anfangslinge /; mit dem Verschiebungsfeld u(x) = ugz/lo,
wobei u, die Verschiebung am Stabende x =1, ist, so folgt fiir die Verzerrung
e(x) = up/ly. Da uy der Langendnderung Al =1 — [, des Stabes entspricht, hat die
Dehnung in diesem Fall die Bedeutung einer Lingendnderung des Stabes pro
Ausgangsliange also einer relativen Lingendnderung ¢ = Al/ly. Diese Interpretation
der Dehnung ist aber nur im Falle eines homogenen Verzerrungszustandes korrekt.
Ein Verzerrungszustand heiflt homogen, wenn die Verzerrung ortsunabhéngig ist. Fiir
€ > 0 liegt eine Streckung vor, fiir ¢ < 0 eine Stauchung. Bei ¢ = 0 ist der Korper an
der Stelle x unverzerrt. Da die Verformungen als klein vorausgesetzt werden, gilt die
Néherung: [ = [.

8.2 Spannungs-Dehnungs-Relation

Elastische Stoffgleichungen. Ein elastisches Materialverhalten liegt vor, wenn die
momentane Spannung o (z) eine Funktion der momentanen Dehnung ¢(x) ist

o(x) = f(e(x). (8.6)

Es ist anzumerken, dass die lokale Spannung o(z) keine Funktion der lokalen
Verschiebung w(x) sein kann, da sonst Starrkorperverschiebungen Spannungen
induzieren konnten. Liegt ein inhomogenes Materialverhalten vor, so hingt die
Materialgleichung explizit vom Ort ab

o(a) = f(e(), ). ®.7)

Elastizititsmodul. Das Hooke’sche Gesetz entspricht dem Sonderfall eines
linear-elastischen Materialverhaltens. Es ist zwar kein Naturgesetz, jedoch wird
eine Spannungs-Dehnungs-Relation tiblicherweise als Materialgesetz bezeichnet. Das
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Hooke’sche Gesetzt lautet im homogenen beziehungsweise inhomogenen Fall

o(2) = Bela),  ole) = Bla)e(a). 8.8

Die Spannung ist in beiden Féllen eine lineare Funktion der Verzerrung. Der
Proportionalitdtsfaktor E ist eine Materialkonstante und heifSt Elastizitidtsmodul.
Typische Werte von E fiir den Raumtemperaturbereich sind in Tabelle 8.1 angegeben.
Der Elastizitdtsmodul ist grundsétzlich positiv.

Material Elastizitaitsmodul F [MPa]
Stahl 210000
Aluminium 70000
Kupfer 120000
Beton 30000

Tabelle 8.1: Elastizitiatsmodul fiir unterschiedliche Materialien

Querkontraktionszahl. Die Lingsdehnung eines Stabes ist meist mit einer
Querdehnung verbunden, wie in Abb. 8.2 angedeutet. Bei den meisten Materialien
fithrt eine Langsstreckung zu einer Querkontraktion. Als Querkontraktionszahl
oder Poissonzahl v bezeichnet man das negative Verhiltnis von Querdehnung ¢, zu
Langsdehnung ¢,

v=— ". (8.9)

[
L)
I+ Al

Abb. 8.2: Schema eines querkontrahierenden Zugstabes unter Zugbeanspruchung

Die Querkontraktionszahl ist meist eine positive Materialkonstante. Im Grenzfall eines
inkompressiblen linear elastischen Materialverhaltens gilt: v — 0,5. Typische Werte
sind in Tabelle 8.2 gegeben. Setzt man das Hooke’sche Gesetz (8.8) in die Gleichung
fiir die Querkontraktionszahl ein, so erhdlt man einen Zusammenhang zwischen der
Normalspannung o und der Querdehnung

(8.10)

Der zwei- und der dreidimensionale Verzerrungszustand werden in der Vorlesung
TMII definiert.
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Material Querkontraktionszahl v [-]
Stahl 03...0,34
Aluminium 0,32...0,34
Kupfer 0,33...0,36
Beton 0,2

Tabelle 8.2: Querkontraktionszahl fiir unterschiedliche Materialien

Zulissige Zug-Druck-Spannungen. Aus Experimenten weifs man, dass die inneren
Beanspruchungen nicht beliebig gesteigert werden konnen, ohne dass es zu
bleibenden Deformationen oder Schadigungsprozessen bis hin zum Versagen kommt.
Dieser Befund motiviert die Einfiihrungen von Festigkeitsgrenzen. Im Rahmen der
Zug-Druck-Stibe fiihrt man materialabhéngig zuldssige Zug-Spannungen o, und
zulédssige Druck-Spannungen o, ein. Die Normalspannungen im Stab miissen also
im gesamten Stab folgende Ungleichung erfiillen

o, <o<coh (8.11)

Unter der Dimensionierung von Bauteilen versteht man die konstruktive Auslegung
unter Beachtung der Festigkeitsgrenzen und der Sicherheitsanforderungen. Typische
Werte fiir zuldssige Spannungen sind in Tabelle 8.3 aufgefiihrt.

Material o=, [MPa]
St37 140 ...180
St52 210...270
Aluminium 100
Kupfer 40
Beton Oy =8...15

Tabelle 8.3: Zulédssige Zug-Druck-Spannungen fiir unterschiedliche Materialien

»Beispiel: Zur Einheit MPa. Wir betrachten einen Stab mit der Querschnittsfliche
A =10mm x 10mm = 100mm?. Auf den Stab wirke in Langsrichtung ein Gewicht
mit der Masse von 10kg. Die Langskraft ist gleich der Gewichtskraft der Masse
m und betrigt N =G =mg~ 100kgm/s> = 100N. Die Léangsspannung ist somit
0 = N/A ~ IN/mm? = IMPa.
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»Beispiel: Lings- und Querdehnung eines Stabes. Ein Stab mit dem E-Modul
E = 2-10°MPa und einem Durchmesser D = 3, 6mm wird mit einer Langskraft G = 1000N
belastet. Die Querschnittsfliche betragt A = wD? /A~ 10mm?2. Die Langsspannung
im Stab ist folglich o = N/A ~ 100N/mm? = 100MPa. Die Léngsdehnung ist gleich
g = o/E ~100/200000 = 0,0005 = 0,05%. Ist der Stab einen Meter lang, dann betrigt
die Langendnderung Al =gl ~ 0,0005m = 0,5mm. Fir die Querdehnung mit der
Querkontraktionszahl v = 0,32 gilt e, = —veg; ~ —0,00016 = —0, 016%. Die Anderung des
Durchmessers betréagt AD = £,D = —ve; D ~ —0,0006mm. Geht man von einer zuldssigen
Spannung in der Gréfenordnung von 100MPa bis 200MPa aus, so wird klar, dass ein

Versagen des Stabes schon bei sehr kleinen Dehnungen auftreten kann.

»Beispiel: Dimensionierung eines Drahts. Welchen Durchmesser D muss ein Draht
(Kreisquerschnitt) mit der zuldssigen Spannung o,,1 haben, wenn dieser im Schwerefeld
der Erde die Zuglast infolge einer Masse m tragen soll? Berticksichtigen Sie bei der
Dimensionierung einen Sicherheitsfaktor .S.

Die Langskraft im Draht betrdgt N =mg mit der Erdbeschleunigung g. Far die
Langsspannung im Draht gilt bei der Annahme eines homogenen Spannungszustands
o = N/A. Die Querschnittsflache ist durch A = 7D?/4 gegeben. Aus diesen Gleichungen
folgt fiir den Durchmesser im Grenzfall ¢ = 0, also bei einem Sicherheitsfaktor Sy = 1

4
D= /22 (8.12)
T O zul

Fordert man eine Sy-fache Sicherheit, so gilt im Grenzfall nicht o = 7, sondern Sy = 0,41

Die Spannung im Draht darf nur o = 0,,1/S betragen. Damit folgt fiir den Durchmesser

D= [45rmg (8.13)
T O zul

Mit den Werten m = 100kg, 0, = 100MPa, Sy = 3 folgt fiir den Durchmesser D = 6, Imm.
Fiir Sy = 1 ergibt sich D = 3, 5mm.

Linear elastische Federn. Das mechanische Verhalten einer linear elastischen
Zug-Druck-Feder wird oftmals nicht durch eine Spannungs-Verzerrungs-Relation
sondern durch eine Kraft-Verschiebungs-Relation beschrieben. Zu einer solchen
gelangt man beispielsweise bei einem homogenen linear elastischen Stab, indem man
im Hooke’schen Gesetz 0 = E= die Spannung durch ¢ = N/A und die Verzerrung
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durch ¢ = Al/l, ersetzt. Es folgt A;E, €

F
recanL o= (8.14) 4&.—_,»
) * ue)=a4

Die GroBle C, heifst Federsteifigkeit. Einen dhnlichen Zusammenhang kann man

zwischen einem Drehmoment und dem zugehorigen Verdrehwinkel einer Drehfeder

M= Cyap. 619 () Tetnickalboye. 2 [o.c4

m| >z
1]
™ m
o
o
1"

ansetzen. A
. s . s C‘q cz ‘F% .
Federschaltungen. Viele technische Tragwerke oder Bauteile lassen sich als ¢ AMA > P Cons e
Federsystem oder Federschaltung interpretieren. Gesucht ist in der Regel die Steifigkeit c u%« Weo W %QM 5 o ol-o{a Ny
des gesamten Federsystems. Es gibt zwei Grundtypen von Federschaltungen: die 1 F
Parallel- und die Reihenschaltung (Abb. 8.3). Bei der abgebildeten Parallelschaltung J | awallik
sind die Federwege gleich: Al = Al; = Al,. Die Federkrifte sind dagegen additiv - .
: alle addihv
F = Fy + F,. Kombiniert man diese beiden Gleichungen unter Verwendung von C, Wen WJ‘ / o
Fy = C1Aly und F, = CyAl, so erhdlt man fiir den Zusammenhang von Gesamtkraft
F und Federweg Al: £=F F
= C, =Fq4=
F=CAl, C=0C+0, s16) N - O F‘ U g 2
=Cyu = =F
3 u = R+ Uy = —~ -
gl ! T A ' cz Ci C:_
Cy
= C Cou = (L 44 !
F F —~—> F?\— yor U e, ¥
Cl Cz

F F
Cy H}—\/\M/LOW/W\/\—{H Ma @ F1=C4\A1 (&W=u4—-u)_

For By = Cruput G up °(C‘*(\?7ul"

8.3.a: Parallelschaltung 8.3.b: Seriellschaltung F), = C 1 U Fth

Abb. 8.3: Federschaltungen

FT,\ 0%“ VW OW C11'C2

Das Ergebnis kann man auf n parallel geschaltete Federn verallgemeinern. Bei
einer Parallelschaltung ergibt sich die effektive Steifigkeit durch Addition der
Einzelsteifigkeiten

o=y c. (817)
i=1

Bei der abgebildeten Reihenschaltung sind die Federwege additiv: Al = Al + Al,.
Die Federkrifte sind dagegen gleich I = I, = F,. Kombiniert man diese beiden
Gleichungen unter Verwendung von F; = C1Al; und F, = C5Al,, so erhélt man fir
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den Zusammenhang von der Gesamtkraft F' und dem Federweg Al:
F=CAl C= ! + ) (8.18)
= CAl =l te,) .

Das Ergebnis kann man auf n in Reihe geschaltete Federn verallgemeinern. Bei einer
Reihenschaltung ergibt sich die effektive Steifigkeit durch

C= (Z é) . (8.19)

8.3 Randwertproblem fiir linear-elastische Stibe ¢ .o.

Verschiebungsdifferentialgleichung. Setzt man die Definition der Verzerrung in
das Hooke’sche Gesetz (8.8) ein, dann folgt eine Differentialgleichung fuir die
Verschiebungen
du(z)  o(x)
e(x) = dx :E(z) (8.20)
Aus der Annahme einer konstanten Spannung o im Querschnitt ergibt sich
o(z) = N(z)/A(x). Kombiniert man die letzten beiden Gleichungen, so folgt

du(z) N(z)

dz  E(2)A(z) ®821)
Dies ist eine gewdohnliche Differentialgleichung erster Ordnung. Die Grofle
E(x)A(z) heilt Zug-Druck-Steifigkeit. Es sei noch einmal angemerkt, dass die
Querschnittsgrofie nur schwach veranderlich sein darf, damit diese Gleichung nicht
ihre Gtiltigkeit verliert. Ist der Schnittgroflenverlauf N(z) aus der Auswertung der
Gleichgewichtsbedingungen bereits bekannt, so kann aus der letzten Gleichung
die Verschiebung durch Integration iiber x bestimmt werden. Die dabei anfallende
Integrationskonstante folgt aus einer Verschiebungsrandbedingung.
Ist die Schnittkraft N nicht bekannt, so kann sie mittels (8.21) aus der
Schnittgrofiendifferentialgleichung (8.3) eliminiert werden, und es ergibt sich die
Verschiebungsdifferentialgleichung zu

d

dz (E @)A() du(x)) = —n(z). (822)

dz
Ist die Zug-Druck-Steifigkeit konstant, so erhélt man speziell

d*u(z)

FEA
da?

= —n(z). (8.23)
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Das ist eine lineare gewohnliche Differentialgleichung 2.0Ordnung, zu deren

Integration zwei Randbedingungen notwendig sind.

»Beispiel: Zugstab mit duBlerer Last. Abb. 8.4 zeigt einen durch die Gewichtskraft G = mg
belasteten homogenen Stab der Linge ! und der Querschnittsfliche A. Der Elastizititsmodul des
Stabes wird mit E bezeichnet und als bekannt vorausgesetzt. Die Gewichtskraft des Stabes kann
gegeniiber G vernachlissigt werden. Berechnen Sie die Schnittkraft N (x), die Normalspannung o(z)
sowie die Verzerrung in Stabliangsrichtung e (z) und die Verschiebung u(z).

Tej i N(z) c
o {N()

Abb. 8.4: Stab mit Belastung durch die Gewichtskraft; Verlauf von Schnittkraft und Verschiebung

Zunichst wird der Stab wie dargestellt freigeschnitten. Aus der Gleichgewichtsbildung
l: G —N(z) =0 folgt dann N(z) = G = konst. Die Normalspannung berechnet sich aus dem
Quotienten von Normalkraft und Querschnittsfliche zu

_ N(@@) G
o(z) = Az) A = konst. (8.24)

In die Berechnung der Verzerrung in z-Richtung geht der E-Modul E(x) = E wie folgt ein:

o(z) o G

e(z) = Ex) "B EA’ (8.25)
Die Verschiebung u(x) folgt dann aus der Differentialgleichung
dufg) _ N@) _ G G (8.26)

dz E(z)A(x) FEA EA

Als Randbedingung geht ein, dass der Stab am oberen Ende fixiert ist, das heif3t es gilt u(z = 0) = 0.
Daraus ergibt sich C; = 0.

»Beispiel: Stab unter Eigengewicht. Abb. 8.5 zeigt einen Stab der durch sein Eigengewicht belastet
wird. Die Lange des Stabes wird mit [ bezeichnet. Querschnittsfliche A, Elastizititsmodul E,
Massendichte gy und Erdbeschleunigung g werden als konstant angenommen. Gesucht werden
Normalkraft N(z), Normalspannung o(z) sowie Verzerrung (z) und Verschiebung u(z).
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Te” l T
T N(x
o {N() . G((O)
o T .
[ x
8.5.a: Lastfall 8.5.b: Schnittgrofen 8.5.c: Normalkraft

u(z)

8.5.d: Verschiebung

Abb. 8.5: Stab mit Gewichtskraft, Schnittgrofien, Verlauf von Kraft und Verschiebung

Aus dem  Freischnitt folgt fiir die Gewichtskraft des unteren Teilkorpers
G(x) = m(z)g = 00gA(l — x). Die Normalkraft ergibt sich aus den Gleichgewichtsbedingungen
1+ G@&)—N(z)=0 zu N(z) = G(z) = 009A( — z). Damit erhdlt man die Spannung
o(x) = N(2)/A = 00g(l — ). Fiir das Verzerrungsfeld folgt dann

o ey - N@) _o(@) ooy,

e(z) =u'(z) = EA- B = E (I—x). (8.27)
Integriert man u'(z), so ergibt sich das Verschiebungsfeld

[I ! (1)1 e 8.28)

~ oogl?
u(@) = 12\

E

und aus der Randbedingung u(z = 0) = 0 folgt: C1 = 0. Dieses Beispiel macht deutlich, dass im
Allgemeinen e(z) # Al/l gilt. Diese Vereinfachung ist also nur in seltenen Féllen moglich.

Spannungskonzentrationen. Weist ein Zug-Druckstab eine Geometrieanderung
in Langsrichtung, z.B. auf Grund einer Bohrung oder einer sprungartigen
Querschnittsainderung auf, dann liegt bei Belastung eine Storung des einachsigen
Spannungszustandes vor, der mit einer Erhchung der lokalen Spannungen (sog.
Spannungskonzentrationen) einhergeht. Lokale Geometrieinderungen, die zu
Spannungskonzentrationen fithren, werden als Kerben bezeichnet und miissen
bei einer Dimensionierung von Bauteilen wegen der Spannungsiiberhohung
beriicksichtigt werden. Diese Uberhdhung kann iiber den Kerbspannungsfaktor K
oder die Formzahl

K= 0me Tuax =K Buipg (829

Omittel

abgeschétzt werden, die im Allgemeinen von der Kerbgeometrie und der Belastung
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(Zug/Druck, Biegung, Torsion) abhangen. Der Kerbspannungsfaktor kann fiir
spezielle Geometrien Diagrammen entnommen werden (siehe z.B. Abb. 8.6). Die
Grofle ol ist die mittlere Langsspannung im kleineren Querschnitt, 0y, ist die

maximale Spannung infolge der Kerbe.

3.0
[T T T TTTTTTIT] 32 0 B I A
2.8 b, 5" H d n
P PoH b ]
T
26 7j€B Af B 89 ] 7 P[]
By uIA 4 N N H
- | o2 -
{ .\\ it = 3d H 28 27 O
2,2 . P Il
P \ \\ /% it = (1~ 2r)d ]
2,0 \ » K
\ L 2
18 = R
L6 — 24
14 = [~ ™~
i ~~ ~
- 22
S ;
12 = N
10 20
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 0 o1 02 03 04 05
ulle - .
n b
8.6.a: Abgesetzter Stab 8.6.b: Stab mit kreisformiger Bohrung

Abb. 8.6: Kerbspannungsdiagramme fiir Flachzugstibe (Quelle: Hibbeler, R. C., 2006.

Technische Mechanik 2 -Festigkeitslehre. Springer)

»Beispiel: Kerbspannung in Zug-Druck-Stab. Gegeben ist ein gebohrter Flachstab, der axial durch
die Kraft F' gezogen wird (Abb. 8.7). Der Stab besitzt die konstante Breite d und eine sich von b auf
h verdnderliche Hohe. Der Abrundungsradius an dem Absatz betrégt » und der Durchmesser der
Bohrung ist h. Berechnen Sie das Verhiltnis der Zugspannungen (Spannungskonzentrationen) der
beiden Kerbstellen am Absatz und an der Bohrung, wenn die folgenden geometrischen Beziehungen
gelten: r/h = 0,2 und b/h = 2. Lesen Sie die Kerbspannungsfaktoren aus Abb. 8.6 ab.

Abb. 8.7: Gekerbter Zugstab mit rechteckigem Querschnitt

Fiir die vorgegebene Geometrie ist die Normalspannung fiir den Absatz und fiir die Bohrung an den
Stellen mit dem kleinsten Querschnitt gleich, wenn die Wirkung der Kerben nicht berticksichtigt

wird " r
nittel = = . 8.30
Omittel (b—h)d ~ hd ( )
Die Spannungskonzentrationen hiangen von der Kerbgeometrie ab. Der Kerbspannungsfaktor fiir

den Absatz kann aus Abb. 8.6.a abgelesen werden

r/h=0,2, b/h=2 = KAbsatz _q g (8.31)
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Fiir die Bohrung ist der Kerbspannungsfaktor grofer
h h

— " _095 JcBohrung _ o 375 3
op = ap =02 = ,375 (8.32)
Daraus folgt, dass die Stelle der Bohrung einer héheren Belastung unterliegt
gBohrung  pBohrung 9 375
”‘/‘\‘Ziamz - JS Absatz - 1.8 ~1,32. (833)
Vorgehensweise bei der Losung statisch unbestimmter Probleme. Unter

Einbeziehung der Materialeigenschaften in die Analyse von Gleichgewichtszustanden
konnen statisch unbestimmte Probleme gelost werden, die im Rahmen der Statik
starrer Korper einer Losung nicht zugédnglich waren. Eine statisch unbestimmte
Aufgabe ist dadurch gekennzeichnet, dass die Auflagerreaktionen nicht allein
aus den Gleichgewichtsbedingungen bestimmt werden konnen. Zur Bestimmung
der Auflagerreaktionen im statisch unbestimmten Fall kann man folgendermafien
vorgehen:

die
Auflagerreaktionen soweit wie moglich. Diese sind dann Funktionen eines

e Zundchst berechnet man aus den Gleichgewichtsbedingungen

Satzes verbleibender zunichst noch nicht bestimmbarer Reaktionsgrofen.

® Im ndchsten Schritt berechnet man die Verformungen das Tragwerks ebenfalls
als Funktion der zunichst noch nicht bestimmbaren Reaktionsgrofen.

e Im letzten Schritt bestimmt man nun die statisch unbestimmten Reaktionsgrofen
durch Auswertung der geometrischen Randbedingungen, die die statische
Unbestimmtheit verursacht haben.

»Beispiel: Statisch unbestimmter Zug-Druck-Stab. Abb. 8.8 zeigt einen statisch unbestimmt
gelagerten Stab der Lange [ mit dem E-Modul E, dessen Querschnittsfliche einen Sprung von
Ay auf Ay an der Stelle z = [/2 aufweist. Der Stab wird bei # = [/2 durch eine in positiver
a-Richtung wirkende Einzelkraft I" belastet. Berechnen Sie die Lagerreaktion Py und Qg sowie
die Verschiebung u(l/2).
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EA, EA,
P 4=z o Q
1 1 !
1/2 1/2
F
PH —»‘ ) QH

—>f ‘ 1
Abb. 8.8: Statisch unbestimmt gelagerter Stab mit inhomogenen Materialeigenschaften
Man wihlt die Lagerreaktion Qg als Unbekannte. Aus den Gleichgewichtsbedingungen ergibt sich
die Lagerreaktionen Py in z-Richtung in Abhingigkeit von der unbekannten Kraft Qp:
— Py+Qu+F=0 ~ Py=-(Qu+F). (8.34)

Fiir die SchnittgroSen erhélt man

IA
8

Ni=-Py=Qu+F, (8.35)

o=

N~ o
IN
8
N A

Na = —(Pu+F) = Qu. (8.36)

Die Verschiebungsdifferentialgleichung muss nun in beiden Teilbereichen einzeln gelost werden:

N +F
0 <z<l/2: uf = EA11 ~ o ug(z) = Q;Al x + ki, (8.37)
N2 Qu
<z <l: L= ~ = . .
/2 <z<l ugy BA, ua(x) EA2I+k2 (8.38)

Aus der Randbedingung u(z = 0) = uy(z = 0) = 0 folgt ky = O und aus u(z =1) = us(z =1) =0
ergibt sich ky = —Qpl/(EAz). Die unbekannte Kraft Q; kann nun durch die Ubergangsbedingung
u1(1/2) = uz(l/2) eliminiert werden. Man erhilt:

Qu+Fl_Qul_ Qum, QHZ<1 1)7 F ol 6.39)

BA, 2 EA2 EAY T EB2\ata) T TEA

Es gilt somit Qy = —FAy/(A; + Ay). Damit kann auch die verbleibende Lagerkraft Py bestimmt
werden.

Im Sonderfall A; = Aj folgt daraus Qy = —F/2. Betrachtet man den allgemeinen Fall, so folgt fiir
die Verschiebung

_ Qul (z _Fl 11N, . FI x
w(®) = py, (z - 1) T BAA, (Al + Ag) =)= By + 4 (1_ z)' (8.40)

An der Stelle = = 1/2 gilt dann

/D) = w2 =y L ®41)

Fiir den Sonderfall A; = Ay = A folgt us(1/2) = ui(1/2) = FI/(4EA).
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Stibe mit leicht verdnderlichem Querschnitt. Treten bei Zug-Druck-Staben
Querschnittsveranderungen auf, dann ist die Annahme eines -einachsigen
Spannungszustandes in Langsrichtung nicht mehr vertrdglich mit der Annahme
einer spannungsfreien Oberfliche des Stabes, da die Zugspannung in diesem Fall
tangential zur Oberfliche verlaufen muss. Die Annahme kann aber im Sinne einer
Naherung aufrechterhalten werden, wenn die Querschnittsanderungen klein sind.
Betrachtet man beispielsweise einen Stab in Form eines Kegelstumpfs (maximaler
Radius R, minimaler Radius R, Hohe H), der in Langsrichtung belastet wird,
dann entspricht die Annahme einer kleinen Querschnittsinderung der Bedingung:
(Riaz — Rmin)/H < 1. Es ist zu beachten, dass Bedingungen dieser Art immer in
dimensionsloser Form abgegeben werden miissen.

»Beispiel: Kegel unter Eigengewicht. An einer waagerechten Fliche hingt ein Kegel der Hohe
H und dem maximalen Radius Ry. Es soll gelten Ry/H < 1, so dass die Querschnittsinderung als
klein angesehen werden kann. Die Massendichte ¢ sei gegeben. Der Kegel wird durch die auf ihn
wirkende, als konstant angenommene Erdbeschleunigung g belastet. Berechnen Sie den Verlauf von
Normalkraft N(z), Normalspannung o (), Verzerrung e(x) sowie das Verschiebungsfeld u(z) und
die Verschiebung der Kegelspitze u(x = H).

| "

0

[

Abb. 8.9: Kegel unter Eigengewicht

Zunichst parametrisiert man den Radius R(z) = Ro(1 — =/H). Die Fliche ist dann ebenfalls eine
Funktion von x:

A(w) = R (z) = nR2 (1 - ;)2 (842)

Die Gewichtskraft des freigeschnittenen (unteren) Kegelstiicks berechnet sich iiber folgendes
Volumenintegral:

7 o 7 5 i\’ .. ogrRZH z\3
G(z) = [ 09dV = [ pgA(Z)dE = [ ogmRG (1 — " di = 3 (1 - H) .
v @

Fiir die Schnittkraft N(z) und die Spannung o(x) folgen aus den Gleichgewichtsbedingungen
unter der Annahme eines im Querschnitt konstanten einachsigen Spannungszustands die
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Ausdriicke
N(z) ogH

N(z) =G(z), o(z)= A@) 3

(1-5)=Zw@-a. (8:43)

Die Verzerrung berechnet sich aus dem Quotienten von Spannung und E-Modul zu

_o@ _ o

: _ du(z)
“@="F =3p -

(H—z) === (8.44)

Daraus kann das Verschiebungsfeld durch Integration zu

IZ
u(z) = f—g <Hz = 7) +Co (8.45)
bestimmt werden. Aus der Randbedingung u(z = 0) = 0 folgt Cy = 0. Die Verschiebung der
Kegelspitze ist dann
_ ogH?
~ 6E

u(H) (8.46)

»Beispiel: Stab gleicher Festigkeit. Gegeben sei ein Korper der Hohe h und der Tiefe d, der durch
eine Einzelkraft F und sein Eigengewicht belastet wird (Abb. 8.10). Die Erdbeschleunigung g, die
Massendichte g, der Elastizitdtsmodul E und die Breite b(0) = by seien bekannt. Berechnen Sie den
Verlauf der Breite b(z) des Korpers derart, dass die Druckbeanspruchung konstant ist, das heifit
o(z) = —o9 = —F/(dby) konstant.

b
b(x) « .

Abb. 8.10: Stab mit konstanter Festigkeit

Die Querschnittsfliche des Korpers ist

A(z) = b(x)d. (8.47)
Fiir die Schnittkraft N (z) gilt
N(z)=-F - G(z) = —F — /gng =—F— gg/b(ﬁ)dda‘m (8.48)
v 0
Die Streckenlast ist dann
n(r) = —N'(z) = ogdb(z). (8.49)
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Die Normalspannung im Querschnitt soll ndherungsweise konstant sein, das heif}t

_ N(z)

o(z) Aw) = (8.50)
Daraus folgt
N(z) _ _
A = = N(z) + 09A(z) = 0. (8.51)
Ableiten nach x ergibt
N'(z) + oA’ (x) = 0. (8.52)
Die Differentialgleichung fiir den Querschnitt ist dann
@) = YA o al(m) = ). (8.53)
ag a0

Die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung erhilt man durch Trennung der Veranderlichen.

Sie lautet
nb(z) = Zz+C. (8.54)
oy
Mit der Exponentialfunktion erhilt man folgenden expliziten Ausdruck fiir b(z):
b(z) = by exp (@> , (8.55)
)
wobei by = b(0) durch
F
oobod=F = bo=—— (8.56)
ood
gegeben ist. Die Losung ist also b(z) = F/(ood)exp(0gz/0p). Die Annahme eines

einachsigen  Spannungszustands trotz  Querschnittsinderungen setzt voraus, dass
die Anderung des Querschnitts klein ist, was der folgenden Bedingung entspricht:
(b(h) = b(0))/h = (exp(egh/a0) — 1)bo/h < 1.

8.4 Thermoelastizitit

Thermoelastizitit. Die Beobachtung zeigt, dass sich Kérper unter dem Einfluss von
Temperaturanderungen verformen auch wenn keine dufleren Krifte angreifen. Mit
dieser Beobachtung verbindet man den Begriff der Temperaturdehnung. Um von dem
Hooke’schen Gesetz fiir den rein mechanischen Fall zu einer Formulierung unter
Einbeziehung der Temperatur zu kommen, geht man von der Vorstellung aus, dass
die Langsdehnung ¢ an jedem Ort additiv in eine Dehnung ¢, infolge von Spannungen
und eine Temperaturdehnung <4 zerlegt werden kann

e(z) = e, () + eo(). (8.57)
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Fiir die Dehnung infolge von Spannungen verwendet man das Hooke’sche Gesetz

_o(x)
o) = Hy (858)
Die Temperaturdehnung folgt aus der Annahme einer Linearitit in der
Temperaturdifferenz

go(x) = a(z)A0(x). (8.59)

Die Temperaturdifferenz A@(z) bezieht sich auf eine Referenztemperatur
Op: A0 =6—0, Die positive Materialkonstante « heilt thermischer
Ausdehnungskoeffizient. Typische Werte von « sind in Tabelle 8.4 gegeben.
Setzt man beide Materialgleichungen in die Ausgangsgleichung ein, so folgt die
dehnungsexplizite Formulierung des Hooke’schen Gesetzes

_o(@)

e(x) = Bx) + a(z)Ad(x). (8.60)

Ein Umstellen nach der Spannung ergibt schliefSlich die spannungsexplizite
Formulierung

o(x) = B(a)(e(x) - 0(a)) = B()(e(x) - ale) A(a)). (8.61)

Material Ausdehnungskoeffizient o [107°K™']

Stahl 12
Aluminium 23
Kupfer 17
Beton 10

Tabelle 8.4: Thermischer Ausdehnungskoeffizient fiir unterschiedliche Materialien

Verschiebungsdifferentialgleichung. Analog zu Formel (8.21) erhdlt man im
thermoelastischen Fall
du(z)  N(z) N N

dr ~ E(2)A(x) + a(x)A0(z). (8.62)
Dies ist ebenfalls eine gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung. Sind der
SchnittgroBenverlauf N(z) aus der Auswertung der Gleichgewichtsbedingungen und
die Temperaturverteilung Af(z) bekannt, so kann aus dieser Differentialgleichung die
Verschiebung durch Integration iiber z bestimmt werden. Die dabei anfallende
Integrationskontante folgt aus einer Verschiebungsrandbedingung. Fiir den
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thermoelastischen Fall ldsst sich analog zum rein-mechanischen durch Elimination
der Schnittkraft eine Differentialgleichung 2.Ordnung fiir die Verschiebung herleiten.

»Beispiel: Thermoelastischer Stab. Abb. 8.11 zeigt einen Stab mit bekannter Geometrie (A,[).
Der Elastizititsmodul E und der thermische Ausdehnungskoeffizient a seien ebenso wie der
Temperaturverlauf Af(z) = Afy(z/l)* gegeben. Bestimmen Sie die Kraft F, die notwendig ist,
damit die Verschiebung des Stabendes null ist.

E A«

Al
Aby

T

Abb. 8.11: Statisch bestimmt gelagerter Stab unter thermischer Belastung

Aus dem Freischnitt ergibt sich die Normalkraft zu
N(z) = —Fp. (8.63)

Aus der Verschiebungsdifferentialgleichung

du(z)  N(z) » R N 2
dr = B T O@AE) = o) +an (1) (8.64)

folgt nach Integration

For ol /x
“pat s G
Aus der Lager-Randbedingung u(z = 0) = 0 ergibt sich C' = 0. Setzt man nun wie gefordert
u(x =1) =0, so folgt

)3 el (8.65)

u(z) =

wle=1)=0=— g‘ﬁ + “A;“l Fy= ;QAGQEA. (8.66)
Fasst man die Ergebnisse zusammen, so erhalt man:
o = -] ©67)
e(z) = “A;’“ {3 (J;)2 - 1] , (8.68)
o(z) = Ele(z)— all(z)]

= P ()]
_EoMby _ Fy _N

= s =~ a=a (8.69)
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»Beispiel: Stab mit inhomogener Temperaturverteilung. Betrachtet wird nun ein statisch
unbestimmt gelagerter Stab (Abb. 8.12) der Linge ! und mit Querschnittsfliche A. Der
Elastizititsmodul E und der thermische Ausdehnungskoeffizient « sind gegeben. Die
Temperaturverteilung im Stab wird durch die Abweichung Af(z) = Ab, (ac/l)2 beschrieben.
Fiir Af(z) = 0ist der Stab spannungsfrei. Berechnen Sie Normalkraft N (), Normalspannung o (z),
Verzerrung e(x) und Verschiebung u(z) in Langsrichtung des Stabes sowie die Lagerreaktionen.

E A«
N

— 1

Af
Aby

T
Abb. 8.12: Statisch unbestimmt gelagerter Stab unter thermischer Belastung
Zunichst wird das unbestimmte System durch ein bestimmtes System ersetzt, indem die

unbekannte rechte Lagerreaktion durch eine in negativer z-Richtung wirkende Kraft F ersetzt wird.
Aus den Gleichgewichtsbedingungen lassen sich Normalkraft und Spannung zu

N@) =—F, o) = N/&” - 7§ (8.70)
bestimmen. Die Verschiebung u(z) erfiillt zudem die Differentialgleichung
du(z) = N(z) __F x\2
o =ele) = T +adb(a) =~ +alk (z ) 8.71)

und die zugehorigen Randbedingungen u(z = 0) = 0 = u(z = l). Integriert man u/(x), so erhilt

man Fz _ aldyl (o\?
u(x) = “EA + 3 (7) (8.72)
Die Berticksichtigung der Randbedingungen ergibt dann:
c=0, F= % = —N(z). (8.73)
Fiir die Spannung gilt also
o(x) = 72 = 7%. (8.74)
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Kapitel 9

Statik der undehnbaren Seile

9.1 Typische Belastungsfille und vereinfachende

Annahmen

Vereinfachende Annahmen. Unter einem Seil versteht man eine Struktur, die
man leicht biegen kann und deren Querschnittsabmessungen gegeniiber der
Langsabmessung klein sind. Zur Spezifikation der Lage und der Form eines Seils
gentiigt auf Grund dieser geometrischen Abmessungen eine Raumkurve, die Seilkurve
genannt wird. Die Gleichgewichtslagen von Seilen konnen im Rahmen der Statik der
starren Korper behandelt werden, wenn die Langenidnderung des Seils infolge der
dufSeren Lasten vernachldssigt werden kann. Die Schnittkraft in einem Querschnitt des
Seils wird als Seilkraft bezeichnet. Seile tibertragen nur Zugkrafte, die tangential zur
Seilkurve liegen. Das Ziel besteht im Folgenden in der Berechnung der Seilkurve und
der Seilkraft. Ein ideales Seil ist dadurch gekennzeichnet, dass es vollkommen biegsam

und undehnbar ist, sowie nur Zugkrifte aufnehmen kann. Ketten lassen sich analog (Am

zu Seilen behandeln.

9.1.a: Héangebriicke

9.1.b: Uberlandleitung

9.1.c: Oberleitung

Abb. 9.1: Seile mit verschiedenen Belastungen
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Typische Belastungsfille. Abb. 9.1 zeigt typische Belastungsfille von Seilen. Im Fall
der abgebildeten Hangebriicke in Abb. 9.1.a ist das Eigengewicht des Seils gegentiber
der Briickenlast vernachldssigbar, so dass die das Seil belastende Streckenlast als
konstant in horizontaler Richtung betrachtet werden kann.

Im Fall des Seils unter Eigengewicht in Abb. 9.1.b ist die Streckenlast durch die

(homogene Massendichte).

Abb. 9.1.c zeigt ein mit Einzelkriften belastetes Seil. Sind die Einzelkrifte grof3
im Vergleich zur Gewichtskraft des Seils, so kann man das Eigengewicht des Seils
vernachléssigen.

9.2 Differentialgleichung der Seilkraft

Bogenlingenformulierung. Bildet man das Kréftegleichgewicht an einem Seilstiick
der Lange As (siehe Abb. 9.2) und bildet den Grenziibergang As — 0, so erhdlt man
die Differentialgleichung der Seilkraft S
dS(s
gt 1)
S

Die Anderung der Seilkraft S mit der Bogenlinge s ist gleich der negativen

S(s+ As)/

Streckenlast g(s).

Abb. 9.2: Kraftegleichgewicht an einem Abb. 9.3: Seilkurve und Seilkraft

Seilstiick der Lange As

Zerlegt man die Seilkraft S und die Streckenlast g jeweils in eine Horizontal- und eine
Vertikalkomponente

S(s) = H(s)e, + V(s)ey, q(s) = qu(s)es + qv(s)ey, 9.2)

so erhdlt man aus der vektorwertigen Gleichung (9.1) durch Komponentenvergleich
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die beiden skalaren Gleichungen

WO g, VO ), ©3)

Bei der Zerlegung der Seilkraft und der Streckenlast wurde angenommen, dass die

dV(s)

horizontale Richtung mit e, und die vertikale Richtung mit e, bezeichnet wird.
In vielen Féllen werden Seile nur in vertikaler Richtung belastet (g5 = 0). Fiihrt man
die Abkiirzung ¢(s) = —qv (s) ein, so ergibt sich aus Gleichung (9.3) fiir den Fall einer
reinen Vertikalbelastung
dH(s)
ds

dV(s)

-0 —
’ ds

q(s). (94)

Bei reiner vertikaler Belastung eines Seils ist die Horizontalkraft konstant: H (s) = Hy.
Die Anderung der Vertikalkraft V (s) mit der Bogenlénge s ist gleich der Streckenlast
a(s)-

Formulierung mit der Horizontalkoordinate x. Bei der in Abb. 9.1.a dargestellten
Héngebriicke liegt der Fall einer in horizontaler Richtung konstanten Streckenlast
vor (¢(x) = qo). Bei dem in Abb. 9.1.b dargestellten Seil unter Eigengewicht liegt der
Fall einer konstanten Last entlang der Bogenldnge des Seils vor (¢(s) = ¢o). Diese
beiden Fille konnen als die zwei Grundtypen der Belastung eines Seils durch eine
Streckenlast aufgefasst werden. Bisher wurde die Differentialgleichung der Seilkraft
nur fir den Fall der Parametrisierung mittels der Bogenlinge s abgeleitet. Um
die beiden Grundtypen der Belastung eines Seils behandeln zu koénnen, muss die
Differentialgleichung fiir die Seilkraft auch fiir den Fall einer Parametrisierung mittels
der Horizontalkoordinate = formuliert werden.

Um den Zusammenhang zwischen ¢(z) und ¢(s) herzustellen, kann man von der
Forderung der Gleichheit der resultierenden Kraft ) beider Streckenlasten ausgehen

T2 52
Q= / q(z)dz = / q(s)ds. (9.5)
Jry J 81
Fiir das Differential der Bogenlange gilt
ds = /da? + dy? = /1 + y/(2)2da 9.6)

mit der ersten Ableitung y/(z) = dy(z)/dx der Seilkurve y(z). Einsetzen von Gleichung
(9.6) in Gleichung (9.5) ergibt

Q= [Tt = [ als@)vi+ yad, ©7)
Nach einem Vergleich der Integranden folgt
a(@) = a(s)V1+y (@), ©8)
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woraus sich mit Gleichung (9.6)

glw)de = g(s)ds 9.9)

ergibt.

Mit Hilfe dieser Formel kann nun die Differentialgleichung fiir die Seilkraft

auch in Abhidngigkeit von der Horizontalkoordinate z formuliert werden. Aus

dV(s)/ds = q(s) folgt dV =q(s)ds =¢(x)dr und damit dV(z)/dz =q(z). Aus

dH(s)/ds = 0 folgt dH (x) /da = 0. Aquivalent zu den Differentialgleichungen (9.4) gilt
somit

dH (z) dV(z)

dx =0, dz

= q(x). (9.10)

Die Anderung der Vertikalkraft V(x) mit der Horizontalkoordinate ist gleich der
Streckenlast ¢(x). Es sei nochmals betont, dass die Funktionen ¢(z) und ¢(s) im
Allgemeinen verschieden sind.

9.3 Die Differentialgleichung der Seilkurve

Differentialgleichung der Seilkurve. Da ein ideales Seil nur Zugkréfte aufnehmen
kann, tangiert der Vektor der Seilkraft S die Seilkurve, die im ebenen Fall durch
eine Funktion y(z) beschrieben wird. Zwischen der ersten Ableitung der Seilkurve
y'(z) = dy(z)/dz und den Komponenten von S in horizontaler und vertikaler Richtung
besteht daher der Zusammenhang

V(@) .
T) = 11
Y@=, @) (9.11)
(siehe Abb. 9.3), der sich bei reinen Vertikallasten zu
V()
'(z) = 9.12
v = g (9.12)

vereinfacht. Leitet man diese Differentialgleichung nach 2 ab und setzt
Gleichung (9.10), ein, so folgt

dy(x) _ ql@)

de? H()' ©13)

Das ist die Differentialgleichung der Seilkurve in der Parametrisierung mit
der Horizontalkoordinate x. Es handelt sich um eine inhomogene lineare
Differentialgleichung 2.Ordnung. Ist die Streckenlast in Form der Funktion ¢(x)
gegeben, so kann die Seilkurve y(x) aus Gleichung (9.13) durch Integration
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bestimmt werden. Die dabei auftretenden Integrationskonstanten sind aus den
Randbedingungen zu bestimmen.
Die Differentialgleichung (9.13) ist insbesondere dann zu verwenden, wenn wie im
Beispiel der Héngebriicke ¢(x) = ¢qo gilt (siehe Abb. 9.1.a). In diesem Fall ist die
Seilkurve durch eine Parabel gegeben. Aus Gleichung (9.13) folgt weiterhin, dass fiir
eine verschwindende Streckenlast (¢(z) = 0) die Seilkurve eine Gerade ist (y"(z) = 0).
Dies ist z.B. dann der Fall, wenn ein Seil durch Einzelkréifte belastet wird und das
Eigengewicht des Seils gegentiber den Einzellasten vernachléssigt werden kann (siehe
Abb. 9.1.c).
Ist dagegen die Streckenlast in Form von ¢(s) gegeben, z.B. als ¢(s) = qo, so ist es
vorteilhaft, ¢(x \/ 1+ y/(x)? aus Gleichung (9.8) in Gleichung (9.13) einzusetzen.
Man erhalt dann a2y
dJL = \/1 +y/( 9.14)
Diese zu Gleichung (9.13) mathematlsch dquivalente Differentialgleichung ist
insbesondere dann zu verwenden, wenn ¢(s) = ¢y gilt, was dem Fall eines Seils mit
konstantem Querschnitt und homogener Dichte unter Eigengewicht entspricht. In
diesem Fall lautet die Differentialgleichung

Py(z) oNs
@ = H V1 +y/(x)2 9.15)

Das ist eine nichtlineare Differentialgleichung zweiter Ordnung. Wahlt man
das Koordinatensystem derart, dass y'(x =0) =0 gilt, so hat die Losung der
Differentialgleichung (9.15) die Form

y(x) = acosh ( > + Yo (9.16)

mit dem Seilparameter a« = H,/q. Ohne die Annahme y'(z =0) =0 lautet die
Losung der Differentialgleichung y(z) = acosh((z — xo)/a) + yo. Im Falle des Seils
mit konstanter Streckenlast pro Bogenlinge ist die Seilkurve durch den cosinus
hyperbolicus gegeben. Parametrisiert man das Seil mit der Bogenldnge s so, dass
s(x = 0) = 0 gilt (siehe Abb. 9.6), dann folgt mit Gleichung (9.8)

s(z) = A ds = /[, V1 +y(0)2dE 9.17)

und daraus mit Gleichung (9.16)

. T
s(z) = asinh (a) . (9.18)
Die Hyperbolicus-Funktionen sinh(z) und cosh(z) sind durch
sinh(z) = 2(0Xp(r) — exp(—x)), cosh(z) = ;(cxp( )+ exp(—x)) (9.19)

© 2024/2025 Bohlke (KIT)

Ml suy b do TRE Lol wew Eopnfraidt

fie i

Iac ‘3”’*‘

(/4-/- (x)

Auser  [U0x) = Yo t a"’“(;"-)

grlam)-_:t :

Cuck(x)= ‘(e-
Co:&(*)*‘-(e te ‘)

e~ axp(x)

' A g o
Wo &«—&'»41
dac

Q- ‘P‘Q‘(fﬂfal«l.’%/
o ¢ MoustenTe

Gih(x) g (90 + yco))

X

Suali(x)

A+ Cumbiiex)

J
Suk/(x) = cordi(x) Pur(x) = eot(x)
it (%) = fwh(x) Cotrx) = = dunCx)

= wosh®)| |4 = Satxy + ween

?felae : V(x) Em‘d/ t+a C°J'a~(_¢>

- a &‘m‘&(’g)

Punt(2 )

(A’Mla“)-)




120 Statik der undehnbaren Seile

definiert, woraus z.B. cosh(z)? — sinh(z)? = 1 folgt. Fiir die Seilkraft gilt im Falle reiner
Vertikallasten

1S(2)| = VH(@)2 + V(2)2 = Hoy/1 + y2(a). (9.20)

»Beispiel: Seil mit Einzelkraft. Ein Seil der Linge L wird in zwei Punkten mit dem Abstand
B gelagert und in der Mitte durch eine Einzelkraft F belastet (siehe Abb. 9.4). Man bestimme
die Seilkurve und die Seilkraft unter der Voraussetzung, dass das Eigengewicht des Seils
vernachldssigbar ist.

Abb. 9.4: Seil mit Einzelkraft

Die Streckenlast ist in diesem Beispiel null. Aus Gleichung (9.13) folgt daher: y”(x) = 0.
Die Seilkurve besteht also aus zwei Geraden. Die Integration der Differentialgleichung
ergibt y(x) = Ciz 4+ Cy. Die Integrationskonstante C, verschwindet auf Grund der Wahl des
Koordinatenursprunges. Da das Seil undehnbar ist, gilt fiir 1

h= ;\/L2 - B2 (9.21)

Fiir die Seilkurve ergibt sich

y) =+, ©.22)

wobei das positive Vorzeichen ftir » > 0 gilt und das negative fiir z < 0. Die Seilkraft ergibt sich zu

_F L
- 2 /L2 B2’

Fiir L — B wird die Seilkraft unendlich. Fiir B — 0 folgt S = F/2.

s 9.23)

»Beispiel: Hingebriicke. Fine Briicke der Lange B = 2b sei an einem Seil befestigt, dessen
Eigengewicht vernachldssigbar sei (siehe Abb. 9.5). Der Durchhang f des Seils, die Hohe h und
die Streckenlast ¢(x) = qo sind gegeben. Man bestimme die Seilkurve y(z) und die Seilkrifte Hy
und V(z).
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N~ - q ( OOJ‘e\ (2 - /(
I e
oy T [l
B
[
Abb. 9.5: Hangebriicke l/— _ kd ( ___> V ('x\ ~ 7 (k) H °
Aus Gleichung (9.13) folgt nach Integration
y'(z) = ;I(:]erCl 9.24) H - f_/Q (g\u/t: & (f_
und ©

y(z) = 2H0w2 +Chx + Cy. (9.25)

. ‘ N
Die Gleichung fiir die Seilkurve enthilt drei Unbekannte: die Horizontalkraft Hy und A. lL(M R dM+ woe da ! J‘q: r dlu. 7)' 06% M’Cu /r ‘&d/‘ /

die zwei Integrationskonstanten C; und C,. Aus den Randbedingungen y'(z =0) =0 und

y(x =0) = h — f folgen die Integrationskonstanten C; =0 und C; = h — f. Aus der Bedingung

y(x =b) —y(x = 0) = f folgt fiir die Horizontalkraft (:f" p"“ (Amﬂ Ot ?m R(A

b2 B?
Hy = Q0" _ 4o -
2f 8f

Die Horizontalkraft H, ist also proportional zu ¢y und b*> und umgekehrt proportional zum

(9.26)

Durchhang f. Fiir f — 0 folgt Hy — oo. Einsetzen der Horizontalkraft in die Seilkurve ergibt

schlieflich
x

y@) = (3) +h- 1 ©.27)

Die Vertikalkraft folgt aus der Gleichung (9.12) zu
V(x) = Hoy'(z) = qot. (9:28)

Die Vertikalkraft V'(x) ist also bei z = +b betragsméaBig am grofiten. Ist statt des Durchhangs f die
Lange des Seils L gegeben, so ist die Bedingung (siehe Gleichung (9.8))

b
L= / ds = / ’ V1 +y/(2)2da (9.29)
“ —b

zu verwenden. Fiir y/(z) = gox/Hy ist diese Gleichung zwar analytisch integrierbar, das Integral
ist aber eine transzendente Gleichung in der Unbekannten Hy, die grafisch oder numerisch gelost
werden muss.

»Beispiel: Seil unter Eigengewicht. Ein Seil der Linge L = 2I ist zwischen zwei Lagern mit
dem Abstand B = 2b gespannt (siche Abb. 9.6). Die Streckenlast infolge des Eigengewichts des
Seils ist ¢(s) = go. Man gebe die Gleichung fiir den Seilparameter a = Hj/qo an und bestimme den

© 2024/2025 Bohlke (KIT)



122 Statik der undehnbaren Seile

Durchhang f, die Horizontalkraft Hy, die Vertikalkraft V' (z) und den Betrag der Seilkraft S als
Funktion des Seilparameters a.

B
qc (g
s
Y S
.

Abb. 9.6: Seil unter Eigengewicht

Die Seilkurve ist durch Gleichung (9.16) gegeben. Das Koordinatensystem wird so gewahlt, dass
y'(0) = 0 und yo = 0 gelten. Damit folgt fiir die Seilkurve

y(x) = acosh (z) . (9.30)

Der unbekannte Seilparameter a kann mittels der Gleichung (9.18) und der Bedingung s(b) =1
bestimmt werden. Aus dieser Bedingung folgt

| = asinh (é> . (9.31)
a

Das ist eine transzendente Gleichung fiir den Seilparameter a, die nur grafisch oder numerisch
gelost werden kann. Ist a bestimmt worden, so folgt fiir den Durchhang des Seils

I p— (9) = 9.32)

Die Horizontalkraft ergibt sich aus Gleichung (9.16) zu
Hy = qoa. (9.33)
Die Vertikalkraft folgt aus Gleichung (9.12)
V(x) = Hoy'(z) = goasinh (%) . (9.34)

Fiir den Betrag der Seilkraft folgt schlielich

|S(2)| = H(x)? + V()2 = Ho\/1+ y%(z) = goay/1 + sinh*(z/a). (9.35)

Abschlieend soll noch der Sonderfall eines flachen Durchhangs eines Seils diskutiert werden.

Der Durchhang ist nur flach, wenn die Horizontalkraft Hy grof im Vergleich zur Gewichtskraft
qoL ist. In diesem Fall ist 2/a < 1 und die Seilkurve kann durch die ersten beiden Terme der
Taylor-Reihenentwicklung der Funktion cosh(z/a) bestimmt werden

y(x) = acosh (%) ~a <1 + % (3)2) . (9.36)

Man sieht, dass im Fall eines flachen Durchhangs die Seilkurve wiederum durch eine Parabel
gegeben ist. Fiir den Durchhang des Seils folgt mit L = 2l ~ B = 2b

_ _ql*  ql?
f=y®)—y0)~ o~ SHy’ (9.37)
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woraus sich fiir die Seilkraft in Abhéngigkeit vom Durchhang

(9.38)

ergibt.

»Beispiel: Streckenlast eines Seils infolge Eigengewicht. Gegeben ist ein homogenes
Seil der Massendichte gy und dem Durchmesser 2R,. Man bestimme die Streckenlast
q(s) = qo infolge des Eigengewichts des Seils. Die Streckenlast infolge Eigengewicht ist
gleich der Gewichtskraft pro Langeneinheit. Fiir den Betrag der Gewichtskraft gilt: G = mg
mit m = gorR3L, wobei L die Seillinge und g die Erdbeschleunigung bezeichnet. Fiir die
Streckenlast folgt damit aus ¢o = G/L

o = 0ogmR3. (9.39)
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Kapitel 10

Haftung und Gleitreibung

10.1 Haften

Haften. Wir betrachten jetzt zwei Korper, die sich an einer ebenen Flidche in Kontakt
befinden. Es soll keine Relativbewegung zwischen den Korpern stattfinden, sondern
Haften vorliegen. Schneidet man die Kontaktfliche frei und trégt ein dquivalentes
Kraftsystem ein, so liegt im allgemeinen Fall ein Kraftvektor und ein Momentenvektor
vor. Das resultierende Moment wird bei Reibungsphdanomenen in der Regel nicht
betrachtet. Die resultierende Kraft wird, wie in Abb. 10.1 dargestellt, in einen
Anteil H tangential zur Kontaktfliche und einen Anteil N normal zur Kontaktfliche
zerlegt. Es wird im Weiteren die Vorzeichenkonvention derart gewdhlt, dass N
ein positives Vorzeichen besitzt. Die Grofle H wirkt einem Gleiten entgegen. Sie
ist nicht durch ein Kraft- oder Materialgesetz gegeben, sondern folgt aus den
Gleichgewichtsbedingungen. Deshalb ist H eine Reaktionskraft.

2N
H N\~

¢ Ty

Abb. 10.1: Freischnitt eines Quaders auf einer schiefen Ebene mit Haftung

Viele alltagliche Vorgiange basieren auf dem oben geschilderten Haftmechanismus.
Man denke beispielsweise an die Fortbewegung zu Fuf8 oder mittels Fahrzeugen.
Das einfachste Experiment zum Nachweis des Haftmechanismus besteht darin, einen
Korper auf eine horizontale Ebene zu legen und den Neigungswinkel der Ebene
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125 Haftung und Gleitreibung

langsam zu erhohen. Bis zu einem kritischen Winkel ¢, haftet der Korper. Fiir grolere
Winkel kommt es zu einem Gleiten also einer Relativbewegung zwischen den beiden
Korpern. Bei welcher Neigung der Ebene der Korper anfangt zu gleiten hangt unter
anderem von der Oberflachenbeschaffenheit der beiden Korper ab.

Haftbedingung. Die einfachste Formulierung einer Haftbedingung besteht in der
Angabe des Haftgrenzwinkels ¢,. Die Haftbedingung lautet dann

¢ < do. (10.1)

Die Grofle 1o = tan(¢y) bezeichnet man als Haftgrenzzahl, deren Bedeutung aus
der Betrachtung der Gleichgewichtsbedingungen fiir einen Quader auf einer
schragen Ebene folgt (vgl. Abb. 10.1). Die Gewichtskraft hat in Abhéngigkeit des
Neigungswinkels ¢ folgende Form: G = G'sin(¢)e, + G cos(p)e,. G = mg ist der Betrag
der Gewichtskraft. Die Reaktionskraft in der Kontaktfliche wird in einen Haftanteil /
und in den Normalanteil N zerlegt: R = —He, — Ne,. Die Gleichgewichtsbedingung
fiir den freigeschnittenen Quader lautet: 0 = G + R. Ein Komponentenvergleich ergibt

H = Gsin(¢), N = G cos(o). (10.2)
Eliminiert man die Gewichtskraft, so erhilt man
H = N tan(). (10.3)

Da fiir den Neigungswinkel im Falle des Haftens ¢ < ¢, gelten muss, gilt ebenfalls
tan(¢) < tan(¢g) = po. Aus dieser Ungleichung folgt zusammen mit (10.3): H < o N.
Da aus Symmetriegriinden auch die Ungleichung —po < — tan(¢) gelten muss, ldsst
sich die Haftbedingung vollstindig in folgender Form angeben

IH| <N, N>0 (10.4)

(analog gilt natiirlich |¢| < ¢o). Diese Haftbedingung macht keine Aussage beziiglich
der Flachenkraftdichte in der Kontaktfliche, sondern setzt nur die Tangential- und
die Normalkomponente der Resultierenden ins Verhiltnis. Es ist zu beachten, dass in
Folge dessen die Grofe der Kontaktfliche ebenfalls auBler Betracht bleibt. Der Wert
der Haftungszahl hingt von der Art der Materialpaarung ab. Tabelle 10.1 gibt einige
typische Werte fiir die Haftgrenzzahl an. Die Haftgrenzzahl ist in den meisten Fillen
kleiner eins. In manchen Fillen, z.B. fiir Aluminium auf Aluminium, gilt aber auch
o > 1 (trockene Reibung).

Der Haftgrenzwinkel hat noch folgende Interpretation. Liegt ein Korper auf einer
horizontalen Ebene, so konnen dufiere Krifte mit einem Winkel ¢ < ¢, zur Vertikalen
angreifen, ohne dass der Korper anfingt zu Gleiten, wie in Abb. 10.2 angedeutet.
Diese Aussage gilt unabhingig von der Grofle der dufleren Kraft. Den Umstand, dass
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P
3

Abb. 10.2: Darstellung des Haftkegels

unabhingig von dem Betrag der dufleren Kraft Haftung vorliegt, bezeichnet man als
Selbsthemmung. Den durch den Winkel ¢, definierten Kegel nennt man Haftkegel.

Materialpaarung Haftgrenzzahl i [-]
Stahl auf Stahl 0,15...0,5
Holz auf Holz 04...06
Gummi auf Asphalt 0,7...0,8
Al auf Al 1,1...1,7
Tabelle 10.1: Haftgrenzzahl fiir unterschiedliche Materialpaarungen

»Beispiel: Haften einer Leiter (ebenes Problem). Eine Leiter der Lange / lehnt unter einem Winkel
« an einer Wand (Abb. 10.3). Die Haftgrenzzahl j ist gegeben. Bis zu welchem Abstand s = spax
vom Punkt P kann eine Vertikalkraft F" auf der Leiter angreifen, so dass Haften vorliegt?

Ho e T

—

Ny

P T H,
Ny

Abb. 10.3: Haften und Rutschen einer Leiter

Zunichst schneiden wir die Leiter frei und tragen die Reaktionskrifte ein. Die

Gleichgewichtsbedingungen lauten

—: 0= N;— Ho, T 0=H;+ Ny—F, (g: 0 = F$max cos(a) — Hyl cos(a) — Nqlsin(a).
(10.5)
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Die Haftbedingungen haben die Form: |H;| < 19N und |Hs| < puoN2. Die Haftgrenzbedingungen
lauten
[Hi| = poN1 |Ha| = 1o Na. (10.6)

Eliminiert man mittels der Haftgrenzbedingungen die Grofen H; und H, in den
Gleichgewichtsbedingungen, so verbleiben die drei Gleichungen

=1 0=Ny—poNa, 1 0=pgNi+No—F, O: 0= Fspaxcos(a)— poNilcos(a) — Nylsin(a).
P

(10.7)
Aus diesen drei Gleichungen erhilt man schlieflich nach Elimination von N; und N
. (Sm cos(a) - trol (110 cos(e) 2+ Sm(ﬂ))) —o (10.8)
T+ g
Fur ; ¢
5 < sy = 10110+ tan() (10.9)

L g
herrscht Gleichgewicht. Diese Aussage gilt unabhidngig von der Grofe von F (Selbsthemmung).

]
»Beispiel: Haften auf einer schiefen Ebene (riumliches Problem). Ein Quader haftet auf einer u
schiefen Ebene. Der Neigungswinkel der Ebene ist ov. Auf den Quader wirkt neben der Schwerkraft o O
eine Einzelkraft K gemd Abb. 10.4. Bei welcher Grofle der Einzelkraft K fingt der Korper . N _
unabhéngig von o an zu rutschen? f s J\ J, a .f% . &) = & J\M o — - :1
! Q wea

Abb. 10.4: Quader auf einer schiefen Ebene

Die Gewichtskraft hat die Komponenten G, = mgsin(a) und G, = mg cos(a). Dem Freikorperbild GQQ /9% \ ,Q = '@ ('( U ! 1 )
entnimmt man, dass die Gleichgewichtsbedingungen folgende Form haben - ( v o'a LZVVIN
z: 0=K+H,, y: 0= H,— mgsin(a), z: 0=N —mgcos(a). (10.10) .
I . fratbeokupy = TH| = BN (H] £ 0N
Bei der Formulierung der Haftgrenzbedingung ist zu beachten, dass es sich um ein raumliches - H‘o — Al
Problem handelt. Die Haftbedingung lautet N
. i

V2 + H2 < o, (10.11) laoslbos . L v S
Quadriert man diese Gleichung und eliminiert mittels der Gleichgewichtsbedingungen die H x + H ‘1 - r( ? ¢ Q
Reaktionskrifte, so folgt ~ F

K| < mgy/ 1 cos*(a) — sin’ () :mguocosw\/ 1= e, (012) Aoas wrs (,,,1_ van QQ%. ¢ ’HG o Fow lewprun
=01 Kuax= Tt Q

kwm,‘ = & Cos(«) \) l%: - -{—;;,(&) v = Do Cuwex =0
Mo = tou(<1=tedf)
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Zunichst folgern wir, dass tan(a) < po gelten muss. Sonst wire ein Haften nicht moglich. Fiir
K = 0 ist diese Ungleichung fiir alle o < a erfiillt. Fiir o = 0 folgt K < mgpuo. Fiir 0 < tan(a) < pio
gibt es immer eine Kraft, bei der der Quader anfiangt zu rutschen. Die Aufpragung einer Kraft,
die in der schiefen Ebene liegt, reduziert also den maximalen Neigungswinkel der schiefen Ebene,
fiir den Haften vorliegt. Dieses Ergebnis ldsst sich auf die Bewegung eines Fahrzeuges auf einer
schiefen Ebene tibertragen. Ein bremsendes Fahrzeug rutscht auf einer schiefen Fahrbahn bei einem
kleineren Neigungswinkel als ein ungebremstes Fahrzeug.

»Beispiel: Haften und Kippen eines Quaders. An dem in Abb. 10.5 dargestellten Quader der
Breite 2b, der Hohe h und dem Gewicht G greift die Einzelkraft F' auf der Hohe a an. Diskutieren
Sie, unter welcher Bedingung der Quader aus dem Haftzustand infolge der Kraft kippen kann.

F
2b - lGH
3
= IG S PyT=I~,i
H TN

Abb. 10.5: Eben positionierter Quader mit seitlichem Kraftangriff

Dem Freikorperbild entnehmen wir die Gleichgewichtsbedingungen fiir den Fall des Haftens
—: 0=H-F, tt 0=N-G, %): 0= Fa— Gb. (10.13)

Das Momentengleichgewicht wurde fiir den rechts dargestellten Grenzfall eines Kippens beziiglich
Punkt P gebildet. Die Haftbedingung hat die Form

H < poN. (10.14)

Aus dem Kriftegleichgewichtsbedingungen und der Haftbedingung folgt eine notwendige
Bedingung fiir das Haften des Quaders

P
Fr = <o (10.15)

Die Beziehung stellt aber keine hinreichende Bedingung fiir das Haften dar, da das
Momentengleichgewicht noch nicht ausgewertet wurde. Dieses ergibt die Grenzbedingung

a 1
b= P (10.16)
oder dquivalent
a b1
= . 10.17
h hF* (10.17)
Daa/h < 1und F* < pg gelten, kann der Quader nur im Falle von
b < huo (10.18)
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kippen. Ist diese Bedingung erfiillt, dann lésst sich fiir eine gegebene Kraft F' < 110G der kritische

Angriffspunkt fiir das Kippen
a=b 7 (10.19)
berechnen.

10.2 Haften von Seilen ( wkt pashprbevact )

Anwendung der Schnittgrofendifferentialgleichung. Als ndchstes betrachten wir
das Haften von Seilen auf zylindrischen Korpern und fragen nach den Kriften,
die durch das Seil tibertragen werden konnen. Dazu wollen wir annehmen, dass
ein ideales Seil eine Rolle mit dem Radius R in einem gewissen Winkelbereich
Ag ohne Verwindung umschlingt und dort haftet (Abb. 10.6). Ein ideales Seil
zeichnet sich dadurch aus, dass es vollkommen biegsam, undehnbar und masselos
ist. Der Haftkoeffizient sei p. Gesucht ist das Verhaltnis der Seilkrifte S, und S,
von denen wir annehmen wollen, dass S > S, gilt. Die Seilkraft S nimmt also mit
der Bogenlinge s zu: S’(s) > 0. Zur Berechnung des Verhltnisses von S, und S
kann die Schnittgrofiendifferentialgleichung (5.10) verwendet werden. Diese lautet
Q'(s) = —q(s). Da das Seil vollkommen biegsam ist, ist die Schnittkraft im Seil - also
die Seilkraft - tangential zur Seilkurve orientiert

Q(s) = S(s)er(s). (10.20)
Leitet man diesen Ausdruck nach der Bogenldnge ab, so folgt unter Beachtung von
el =eyn/R

Q =Ser+ ;ew. (10.21)
Die Streckenlast kann ebenfalls beztiglich der Basis {er, ex} dargestellt werden

q = grer + qnen, qrds = —|dH], gnds = —dN. (10.22)

Bei den Vorzeichen der Komponenten der Streckenlast ist zu beachten, dass bei
S'(s) > 0 aus Gleichgewichtsgriinden die beiden Ungleichungen ¢y < 0 und gy <0
gelten miissen. Fordert man Haften, so gilt

|[dH| < jipdN, (10.23)
wobei unmittelbar vor dem Rutschen das Gleichheitszeichen gilt.

Differentialgleichung der Seilkraft. Betrachtet man den Grenzfall bei dem gerade
noch Haften vorliegt (|dH| = 110dN), so gilt fiir die Streckenlast

qds = —ppdNer — dNey. (10.24)
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Ho
\ H qds
So % / er

—S(s0)

s S(so +ds)

Abb. 10.6: Haftung eines Seiles an einem zylindrischen Korper

Setzt man dieses Zwischenergebnis in die SchnittgroSendifferentialgleichung ein, so
erhdlt man die beiden Gleichungen

S'ds = —ppdN, ;ds = —dN. (10.25)

Nach der Elimination von dN erhdlt man S’ = 10S/R. Da der Kriimmungsradius
des Seils konstant ist, gilt: RS’ =dS/dy, so dass man schlielich zu der
Differentialgleichung der Seilkraft

45 _ s (10.26)

de
mit der Losung ~—3 ®
20

~
S = exp(oAp)Sy (10.27)

gelangt. Gleichung (10.27) gilt nur im Falle des Haftens des Seils, also auch bis zum
Ubergang vom Haften zum Gleiten.

» Beispiel: Haftkraft eines um eine Rolle geschlungenen Seiles. Eine Masse mit Gewichtskraft G
wird tiber ein ideales Seil von der Kraft F' gehalten wie in Abb. 10.7 dargestellt. Das Seil umschlingt
eine undrehbar gelagerte Rolle mit dem Umschlingungswinkel Ay = 90°. In welchem Bereich kann
die Kraft F' variieren, so dass die Masse in Ruhe bleibt? Diskutieren Sie das Ergebnis.

Ho 7

R

G

Abb. 10.7: Haltekraft bei Umlenkung eines Seiles iiber eine starre Rolle

Wir betrachten zunichst den Haftgrenzfall, fiir den Ubergang aus der Ruhe in eine
Aufwirtsbewegung der Masse. In diesem Fall gilt: F' > G = mg mit der Haftzahl j. Aus (10.27)
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folgt Finax = exp(noAyp)G. Wird dieser Wert von F iiberschritten, so bewegt sich die Masse nach
oben.

Fiir den Fall dass eine Bewegung der Masse nach unten gerade verhindert wird, gilt
F < G und die Haftgrenzbedingung lautet: Fi,in = exp(—puoAp)G. Es ist zu beachten, dass der
Radius der Rolle bei der Berechnung des Kraftbereichs unberticksichtigt bleibt. Dem Verhiltnis
Fiax/Fuin = exp(2p0Ap) entnimmt man, dass schon bei kleinen Umschlingungswinkeln ein
signifikanter Unterschied zwischen Fy,ax und Fy,;, besteht. Fiir den oben angegebenen Winkel erhilt
man fiir o = 0.5 folgende Zahlenwerte: Fiax = 2.19G, Fuin = 0.456G, also Fiax/Funin = 4,81
Fir die Umschlingungswinkel 27 und 47 ergeben sich die Werte Fiayx/Fnin = 535 und
Finase/ Fanin ~ 286750.

10.3 Gleitreibung (MM WL asures auk .)

Das Coulomb’sche Gleitreibungsgesetz. Ist die Relativgeschwindigkeit zwischen den
Kontaktfldchen zweier Korper ungleich null, so liegt Gleiten vor. Die Krifte, die bei
einem Gleitvorgang in der Kontaktflache wirken, unterscheiden sich im Allgemeinen
von denen beim Haften. Ein einfaches Modell zur Beschreibung dieser Krifte basiert
auf den Annahmen (Coulomb’sches Gleitreibungsgesetz), dass der Tangentialanteil
der Kraft in der Kontaktfliche proportional zum Betrag der Normalkraft N und
der Relativbewegung entgegengesetzt ist. Der Normalanteil der Kontaktkraft ist
aus Gleichgewichtsgriinden entgegengesetzt gleich der Normalkraft N > 0. Die

en

er

Abb. 10.8: Koordinatensystem

Kraft in der Kontaktfliche hat bei Verwendung des in Abb. 10.8 dargestellten
Koordinatensystems folgende Form

R = *N(#QT + eN)4 (1028)

Der Proportionalitatsfaktor ;. heifst Reibungszahl. Der Normalanteil der Kraft R ist
eine Reaktionskraft, wohingegen der Tangentialanteil, d.h. die Gleit- oder Reibkraft,
keine Reaktionskraft ist, da hier eine Materialkonstante eingeht. Die Reibungszahl
hangt wie die Haftzahl von der Art der Materialpaarung ab. Experimente zeigen, dass
die Reibungszahl kleiner als die Haftgrenzzahl ist

1< flo- (10.29)
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Das Coulomb’sche Gleitreibungsgesetz geht davon aus, dass die Grofe der
Kontaktfldche fiir die Gleitkraft nicht von Bedeutung ist. Weiterhin ist festzustellen,
dass die Relativgeschwindigkeit der Kontaktflichen die Gleitreibungskraft nicht
beeinflusst. Die Gleitreibungskraft ist also geschwindigkeitsunabhangig. Trotz dieser
starken Vereinfachungen hat sich dieses Gesetz in vielen Féllen bewéahrt. Tabelle 10.2
gibt einige typische Werte fiir die Reibungszahl an.

Materialpaarung Reibungszahl 1 [-]

Stahl auf Stahl 01...04
Holz auf Holz 0,3
Gummi auf Asphalt 05...0,8

Tabelle 10.2: Reibungszahlen fiir unterschiedliche Materialpaarungen
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