Aufgabe 1

Das dargestellte Pendel besteht aus einer masselosen Fiihrung und einem Starrkérper mit
der Masse m sowie dem Massentrigheitsmoment Jg beziiglich Schwerpunkt S. Es werden
ebene Bewegungen in der von den Basisvektoren ¢! sowie ,QJ aufgespannten Ebene un-
tersucht. Die Fiithrung wird im Punkt O frei drehbar aufgehéingt. Der Starrkorper wird
innerhalb der Fiithrung iiber eine lineare Feder mit Steifigkeit % elastisch gelagert. Die
Verdrehung der Fiihrung bzw. des Starrkérpers wird durch den Winkel ¢ angegeben, die
Verschiebung des Starrkorpers innerhalb der Fiithrung durch die Koordinate r. Die lineare
Feder ist bei r = r( entspannt.

Am Starrkorper ist im Punkt P eine Diise angebracht, die um 360° geschwenkt werden
kann. Die Verdrehung der Diise wird durch den Relativwinkel d beschrieben. Der Massen-
strom 7 = —p am Diisenaustritt @ ist konstant. Der Betrag der Relativgeschwindigkeit
am Diisenaustritt @ betrigt vy. Die Masse des Starrkorpers kann als konstant angenom-
men werden.

Das {e/, g;, e!}-Bezugssystem ist raumfest. Im Schwerpunkt S des Starrkorpers befindet
sich der Ursprung des korperfesten {e”, gf ,eB}-Bezugssystems. Die Erdbeschleunigung g

wirkt in positive e/-Richtung. Alle Reibungseinfliisse sind zu vernachléssigen.
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Aufgabe 2
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Im Folgenden wird das Modell einer Radaufhingung untersucht, bestehend aus einer
Schwinge, einem Federbein und einem Rad. Die Schwinge wird als homogener diinner Stab
mit Lange £, Masse m; = m sowie Massentréagheitsmoment Jg, = ﬁméQ bzgl. S1 abgebil-
det. Die Verdrehung der Schwinge wird durch den Winkel ¢ beschrieben. Die Schwinge ist
im Punkt @ drehbar gelagert und stiitzt sich tiber ein Federbein an der Umgebung ab. Das
Federbein wird durch eine Drehfeder mit Steifigkeit ¢y und einen viskosen Drehddmpfer
mit Dampfung dp abgebildet. Die Drehfeder ist fiir ¢ = 0 entspannt. Die Verschiebung des
Punkts @ wird durch die Funktion u(t) vorgegeben.

Im Punkt P ist ein Rad mit Masse my = 2m montiert. Die Drehtrégheit des Rads wird
vernachléssigt. Die elastischen und ddmpfenden Eigenschaften des Reifens werden durch
eine Feder mit Steifigkeit ¢ und einen viskosen Dampfer mit Démpfung d abgebildet. Diese
Feder-Dampfer-Einheit wirkt stets in gyl -Richtung. Die Verschiebung des Fufipunkts K der
Feder-Dampfer-Einheit wird durch w(t) vorgegeben. Die Feder ist fiir ¢ = 0 und w = 0
entspannt.

Die Gesamtmasse des Systems betrégt M = 3m. Der Schwerpunkt der Radaufhingung
wird mit S bezeichnet.

Das {¢! &J ,el}-Bezugssystem ist raumfest. Im Punkt P befindet sich der Ursprung des
korperfesten {¢,, g\,f , e }-Bezugssystems. Die Erdbeschleunigung g wirkt in negative g;-
Richtung. Alle weiteren Zusammenhénge sind der Skizze zu entnehmen.
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Betrachtet wird der oben dargestellte Zweimassenschwinger, bestehend aus einer Walze
mit Radius r, Masse m; sowie Massentragheitsmoment Jg, bzgl. Schwerpunkt S; und
einer Welle mit Masse my sowie Massentrégheitsmoment Jg, bzgl. Schwerpunkt Ss. Die
Walze rollt auf einer horizontalen Unterlage und wird durch das Moment M (t) angetrieben.
Die Verdrehung der Walze wird durch den Winkel @ beschrieben. Die Koordinaten zg, und
zs, geben die Lage des Schwerpunkts S; an. Die Koordinaten g, und zg, beschreiben die
Lage des Schwerpunkts Ss. Fiir o = 0 gilt 25, = 0 und zg, = 0.

Die Welle ist innerhalb der Walze drehbar gelagert. Die Verdrehung der Welle relativ zur
Walze wird durch den Winkel 8 beschrieben. Die Welle wird iiber eine Drehfeder mit Stei-
figkeit ¢ und einen viskosen Drehdédmpfer mit Démpfung d mit der Walze gekoppelt. Die
Drehfeder ist fiir 8 = 0 entspannt.

Das {e!, ﬁyl ,el}-Bezugssystem ist raumfest. Die Erdbeschleunigung g wirkt in negative

el -Richtung.

M(1)
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Ein masseloser Trager rotiert mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit €2 um die raum-
feste gyf -Achse.

In den Punkten P und @ sind zwei identische diinne Kreisscheiben mit dem Radius r
und der Masse m; = ms = m montiert. Der Schwerpunkt der Scheibe 1 fillt mit Punkt
P zusammen, der Schwerpunkt der Scheibe 2 mit Punkt Q. Beziiglich des trigerfesten
Bezugsystems {e,. ey, .} rotiert Scheibe 1 mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit wy,
Scheibe 2 mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit wo.

Das Bezugssystem {e/, gyI ,el} beziiglich O ist raumfest. Die Bezugssysteme {e,, e, e.}
und {e,, ey, e} beziiglich Punkt O sind triagerfest. Das Bezugssystem {e¢, e, ec} der
Scheibe 1 sowie das Bezugssystem {eer, ¢,r, ec/} der Scheibe 2 sind ebenfalls trégerfest und
Hauptachsensysteme der jeweiligen Kreisscheibe. Die Erdbeschleunigung g wirkt in positi-
ve gyl -Richtung. Auferdem werden Reibungseinfliisse vernachléssigt.

Die Triagheitsmatrizen der beiden Kreisscheiben beziiglich ihrer Schwerpunkte sind in den
jeweiligen Hauptachsensystemen durch

(p) ?’777"2 0 (Q) TTLTZ 10 0
P Ty 3 0 Dg) T 3 0
00 1 00 1

2d {emch 2d {gr ¢y

gegeben.
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Name: ....cooovoviiiiiiiiii Matrikelnummer: ......................
Aufgabe 1
1.1 Schneiden Sie die Fiithrung und den Starrkorper im Sinne Newtons einzeln
frei. Tragen Sie sdmtliche eingeprigten Krifte sowie Zwangskrifte und die
Schubkraft der Diise ein.

1.2

Geben Sie die Resultierende I aller auf die Fithrung wirkenden Kréf-

te sowie das resultierende Moment M (lo) beziiglich Punkt O vektoriell

an. Stellen Sie die Impulsbilanzen und die Drehimpulsbilanz fiir die Fiih-

rung auf. Driicken Sie Ihre Ergebnisse in Abhéngigkeit der ¢’ BB eb.

12y

Einheitsvektoren aus.

(k(r=70) + O;) e + (O + Ny + Ny) e

<1
[0) _— . @ B

Ml = (TN1+(T+§))QZ

Tmpulsbilanz : | =0

Drehimpulsbilanz : Z\[(lo) = 0

QrB © k(r—ro)+ O, = 0 (1

gf Op + Ny + Ny = (2)
B. . L@ _

el TN1+<T+2>N2 0 @3
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NamMe: oo Matrikelnummer: ......................

1.3 Geben Sie den Ortsvektor r o von Punkt O zu Schwerpunkt S sowie die
Beschleunigung ag von Punkt S an. Geben Sie die Resultierende E, aller
auf den Starrkorper wirkenden Krifte sowie das resultierende Moment
M gs) beziiglich Punkt S vektoriell an. Stellen Sie die Impulsbilanzen und
die Drehimpulsbilanz fiir den Starrkorper auf. Driicken Sie Ihre Ergeb-
nisse in Abhiingigkeit der QTB7gf,gf-Einheitsvektoren aus.

Los = (T_"G)QB
fog = Qg = (f—(r+a)¢2)gr3+((r+a)¢+2r’,’9)gf
E, = (—k(r—ro)+mgcos¢—uvocos5)§f

+ (=N; — Ny — mgsinp — g sin (5);;5

M;S) = ((LNl + gNZ — buwy sind) QZB

Impulsbilanz : r, = mag

Drehimpulsbilanz : M(QS) = Jsgﬁfgf

gTB : —k(r —rg) +mgcosp — pugcosd = m (i — (r + a)¢?) (4)
gf : =Ny — Ny —mgsing — pvosind = m((r+a)p+2r¢)  (5)
ng ©oalNy + gNg — by sin § = Jsp (6)

1.4 Bestimmen Sie eine der Bewegungsgleichungen des Systers.
(Hinweis: Wihlen Sie diejenige, bei der keine Zwangskrifte oder Zwangs-
momente eliminiert werden miissen.)

aus GL (4): m (¥ — (r + @)@?) + k(r — ry) — mgcos ¢ = — vy cos §

Im Folgenden wird der Starrkorper in der Fiihrung arretiert und die
Verdrehung der Diise in Abhéngigkeit des Winkels ¢ vorgegeben, sodass
r(t) = ro und & = 0(p) = @ gilt.

1.5 Geben Sie den differentiellen Verschiebungsvektor dr ” des Punkts @ an.

— o5 e B e B
Lo = (r+atbtccosgle, +(Chlﬂy§¢
=cos d =sind
90 B 9B
be, — B e, B
dp ¥ dp -
dr, = aLOQ('l = (—2csinp)dpe? + (r +a+ b+ 2ccosp)dpe”
ry = 5, A= (F2esing)deg] ccosp)dpe?

1.6 Das Pendel wird bei ¢y = 7 aus der Ruhe in Bewegung gesetzt. Bestim-
men Sie die Winkelgeschwindigkeit des Pendels bei ¢; = 0.

1 2N .
Ty= 0 Ti= 5 (Js+mlno+af) el
£1=0
w = / (mggi) ~drg — pvo (cos 99%3 + sin tpgf) . de
wo=%
gi: cos<pgf—sing,9gf (IL‘S: (T0+a>(199,(},f
0
W o= / (—mg(ro + a) sinp — pwg sinp(ry + a + b)) dp
B

W = mg(ro+a)+ pve(ro + a+b)

1
W=T-Ty, = mg(ro+a)+pv(ro+a+b) = §(J5 +m(ro + a)?)¢}

S o= ng(r0+a)+;t1,*o(r0+a+b)
Js +m(rg + a)?
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2.4 Schneiden Sie die Schwinge im Sinne d’Alemberts frei. Tragen Sie sdmt-
Aufgabe 2 . . . oo .
liche Krifte, Momente sowie Trigheitswirkungen ein.

2.1 Bestimmen Sie den Verbindungsvektor r = von Punkt P zu System-

~rel

schwerpunkt S im korperfesten Bezugssystem. Geben Sie das Massen-
tragheitsmoment Jg des Systems bzgl. des Systemschwerpunkts S an.

1

4 B B
T = —mye +0-mge =
~rel my + my (2 e %

Q@

my B [

/
TS 6 g

)\ 2 2 )2
Js = Js1+my <%é — é) + moy <g> m4£

- Js@tdrp + ore

my, ‘]Sl
2.2 Bestimmen Sie die absolute Geschwindigkeit v  sowie die absolute Be- _

! 5,100
schleunigung a, des Systemschwerpunkts S. Sty
) = = I.,B .
Uy = fog= ot Wl xrgg .

5¢ 5 N
= el + (f\;gB) X <7—QB) = ael + Zlpe® N
i 67 vo6 So My

. . 5 .. 5, . - : -
a, = Foo= ugi + gégogf + EWETB ______
2.3 Geben Sie die Strecke A = K P fiir eine allgemeine Lage des Systems in
Abhiingigkeit von ¢ und w(t) an. Bestimmen Sie die Krifte, welche durch

die Feder-Dampfer-Einheit auf die Schwinge ausgeiibt werden.

A h—fcosp—w 2.5 Bestimmen Sie die Zwangsreaktionen im Lagerpunkt Q.
Yoo = h—t 5, U
i (psing— 1 Q. = 5771((,9 + (B3mg + d ((psing —w) + ¢ (£ (1 — cosp) — w)) cos ¢ + 3miisin g
=
) . Q, = ;m(,gb + (3mg+d ({psing —w) + ¢ (£ (1 —cosp) —w)) sing — 3miicos ¢
F. = —cO-del= —c(t(l—cosg)—w)e!
F, = - d)‘%j = —d(lpsing — 1) Q; 2.6 Bestimmen Sie die Bewegungsgleichung des Systems.
~ t'£ |4 t'£ r[
Q: 0= Js¢+drp+crp+ % . %mk‘g&i — % cos @ - 3mil + %sing@ - 3mg

+ising (d ((psing —w) + ¢ (€ (1 — cosp) —w))

2%\ . . 5
= 0= Js+ﬁmé g0+dTg0+ch075mkucosgo

-
+ <%mg +d(lpsing —w) +c(L(l—cosyg) — w)) Using
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Aufgabe 3 =5 Jsi1ét + Jgo (a + 5) +myéi(r® + e® — 2recos ) + my & (2resin «v)
o
+ moria
3.1 Geben Sie xg,, zg,, Tg, und zg, in Abhéngigkeit des Winkels o sowie der
Systemparameter an. oL .
%0 = mlredz sin v — mygesin «
o

Tgy = T«

Zgg = T

Tg1 = Xgo—esina= ra—esina
Zg1 = Zgy —ECOSQ = T —eCcosq

3.2 Bestimmen Sie die kinetische Energie 7" des Systems in Abhéngigkeit von
«, B, & und S.

1 . . 1 . 1 . . 1 . 2\ 2
T = 5m (ac%l + z?gl) + éJSI(yQ + 5me (IQSQ + zgz) + §J52 (Oa + B)
Tg1 = T&— eqcosa
Zg1 = easina
].;SZ = ra
252 - 0

1 1 N2 1 1
T = 5]51@2 + §J52 (d + ,3) + 57721 ((r2 + 62) &% — 2red’ cos (v) + §m2T2Cv2

Bestimmen Sie die potentielle Energie V' des Systems in Abhéngigkeit
von « und f.

3.

w

1
V. = —mgecosa+ 5(:B2 (Nullniveau auf Hohe von S)

3.4 Leiten Sie mithilfe der Lagrangeschen Gleichungen 2. Art die Bewegungs-
gleichung des Systems fiir ¢; = « her.

doL_oL_
dtde  da  °
L = T-V

1 1 N2 1 1
= §J51d2 + §J52 (('y + ,5) + §m1 ((7‘2 + 62) &% — 2red® cos a) + §m27‘2d2

1
+ myge cos o — 5(:,82

= Js1¢v + Jgo (d + ﬁ) +myd(r? + €2 — 2re cos @) + mar?i
+myred®sina +mygesina = M(t)
Im Folgenden wird die Lage der Walze durch a(t) = 0 vorgegeben. Fiir die Welle
ergibt sich damit folgende Bewegungsgleichung
Js,B+dB+cB=0.

3.5 Bestimmen Sie die vollstindige Losung der Schwingungsdifferentialglei-
chung fiir die Anfangsbedingungen B(t = 0) = 0 und B(t = 0) = Q.

d 9 c

6:2192’ W=, wi=uwy -8

B(t) = e % (Acos(wat) + Bsin(w,t))

Bt=0)=0: A=0 = p(t) =Be " sin(wat)
B(t) = — Boe * sin(wgt) + Be *'wy cos(wqt)

. Q

B(t=0) =0 Bug=Q -—= B=-—

Wd
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Aufgabe 4

4.1 Bestimmen Sie die Winkelgeschwindigkeit /w’" des Triigers, die Winkel-

4.

n

geschwindigkeit 7w von Scheibe 1 und die Winkelgeschwindigkeit /w2
von Scheibe 2 im {¢ , e, L, }-Bezugssystem.
T 2
Iy — Qe a:/Z: sina:cosa:£
10 = Qe +we = Qe +wie, = Qe +uw (cosu'r: + sin ae )
= ~y ~ ~y ~ ~y ~x ~y
V2 V2

1% = Qe +uwe, = Qe +w <7 sin e, +cosag>

y y y w y

V2 V2

= - TMZ’QZ -+ Q + ?UJZ ’Qy

Geben Sie die Trigheitsmatrix <I>(:f) von Scheibe 1 bzgl. des Punkts O
sowie die Trigheitsmatrix (I)g) von Scheibe 2 bzgl. des Punkts O im
{gz,§y7gz}-Bezugssy'stem in Abhiingigkeit der Systemparameter an.

me 0 0 JS1 st
(0) 2 2 . T Ty
Qg = 0 ==+ me? . 0 — ‘]ysa:l le 21
mr 2 y
0 0 T+ ml (€nc} 0 0 J ()
Scheibe 1: Rotation des Koordinatensystems um gg—Achse mit o = —F
1 2 1 (mr? T
st _ L fmrt o mrt\ 1 - o
Joo= 2( 1 +ml” + 3 > 2(74 +ml —)ws( 2)
= m (37,2 + 412)
8
51 Mmoo 2 2
B = TR eae)
Jst = gst 1 mirz +ml? = LTZ sin (,E) _m (r2 B 4[2)
Cwro T twoT9 4 - 2 b 3)= % 4
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Name: .......oooooiiiiiie Matrikelnummer: ......................
mr? 0 0 JSZ JSZ 0
0) 2 mr? 2 2'2 ?2
o) = 0 ==+ml . 0 , = Ty, ng
0 0 ‘= +ml tenc) 0 0 JJ (oe)
Scheibe 2: Rotation des Koordinatensystems um g(—.i\chse mit « = —37'
b R )
o m .
L= 2 (3 a)
s2 782 _ m.o o 2
Ty =y = 5 (P —40)
Im Folgenden sind die Tragheitsmatrizen durch
J.v Jzy 0 J.v Ja:y 0
D=1, J, 0 D= 1-J, J, 0
0 Iz {z.y.2} 0 0 a2}

gegeben.

4.3 Geben Sie den Drehimpuls L(s?) von Scheibe 1 bzgl. des Punkts O und
den Drehimpuls Lg) von Scheibe 2 bzgl. des Punkts O im {gz,gy,gz}—

Bezugssystem an. Bestimmen Sie den resultierenden Drehimpuls L(©) des
Systems bzgl. des Punkts O.

L2y Juy) w1 + Sy 2

o)1 s .
L(sol) = (I’(51 ™ = ? (Jy + Jay) w1 + 1,2
0 {zy.2}

o ©)1 _g (Jv + J’vy) Wy — erQ

LY = o) W= 2 (Jy+ Juy) s+ J,Q
0 {2}

o o o %Jr (wl - w?) + %er (wl - Lu‘z)

LO = L+ LY = [ 27, (w +w) + LTy (w1 +ws) + 27,0
0

{z.y.2}
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4.4 Fertigen Sie einen Freischnitt des Gesamtsystems nach Newton an und
tragen Sie alle angreifenden Krifte und Momente ein. Geben Sie damit
das auf das System wirkende dufere Moment A/ (©) bygl. des Punkts O
im {gz,gy,gz }-Bezugssystem an.

<
<
—~

i< ’

Il
éf‘

M@ = M + Mye, + Me,

4.5 Werten Sie den Drehimpulssatz des Gesamtsystems bzgl. des Punkts O

aus.
o iy M,
i _ LO 41T % [© = | M,
dt
at M.
~ {02}
0 ~ @JI (wl—wQ)-&-%J.vy (w1 — wa)
- |a X | 2, (wr +ws) + LTy (wn + ws) + 2,9
0 {zy.2} 0 {z.y.2}

M, = M,=0

]\/[z = — (éﬁJz ((.Ul — Lu‘z) + gjvy (;Ul —UJg)) )

- . 0):
4.6 Fiir welche Werte von w; bzw. ws verschwindet das Lagermoment M. Z( )?

W = W2
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