Aufgabe 1

Piezosensor

o
3
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Ein MEMS (micro-electro-mechanical systems) Vibrationskreisel zur Messung der Winkel-
geschwindigkeit ¢ um die e, Achse wird durch ein vereinfachtes Ersatzmodell untersucht.
Auf dem MEMS-Sensor sind zwei Priifmassen m; = mo = m angebracht, die jeweils durch
cine Kraft I'(t) zur gegenphasigen Vibration in ¢¢ Richtung angeregt werden, d.h. fiir die
Relativgeschwindigkeiten der beiden Priifmassen beziiglich des Sensorgehiuses gilt stets
der Zusammenhang: vi,e = —Uare- Die Priifmassen werden in g, Richtung durch zwei
Piezosensoren unverschieblich abgestiitzt, und in ¢, Richtung iiber Federn und Dampfer
mit dem Sensorrahmen (Lénge 2¢, Breite 2b) verbunden. Die Federn sind fiir u; = 0, ug =0
entspannt. Durch zwei Piezosensoren, die keine Reibung in ¢¢ auf die Priifmassen erzeugen,
werden die Reaktionskréfte Z; und Z in e, Richtung zwischen den Priifmassen und dem
Sensorgehduse gemessen.

Das {es, ey, e.}-System ist ein Inertialsystem. Auf dem Schwerpunkt S in der Mitte des
Sensors befindet sich der Ursprung des kérperfesten {e;. ¢,), ¢¢ }-Relativsystems. Die Orien-
tierung des Sensorrahmens wird durch den Winkel ¢ beschrieben. Die Koordinaten {z,y}
beschreiben die absolute Position des Schwerpunkts S. Die Erdbeschleunigung g wirkt in
negative ¢, Richtung.
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Innerhalb eines Rohres (Masse M) befindet sich ein Massenpunkt (Masse m), der iiber

zwei Federn (Federkonstante ¢; = co = ¢, entspannt bei w = ug) mit dem Rohr verbunden

ist. In der Hohe h = z—[\% wird ein homogener Stab (Masse mg, Linge £;) aufgehingt. Auf

den Stab wirkt eine Torsionsfeder (Federkonstante c,, entspannt bei ¢ = 0). Die Reibung

im Drehgelenk A wird durch ein konstantes Reibmoment M, modelliert. Der Stab féllt aus
s

der Ruhe bei der Position ¢p = § und stoft gegen das Rohr bei 1 = 7 (die Stokzahl ¢

betrigt 0.5). Vor dem Stof befinden sich das Rohr und der Massenpunkt in Ruhe.

Das {¢s. ¢y, ez }-System ist ein Inertialsystem. Die Erdbeschleunigung g wirkt in negative
ey Richtung. Die Koordinate u beschreibt die relative Verschiebung des Massenpunktes
innerhalb des Rohrs. Die Verdrehung des Stabes wird durch die Koordinate ¢ beschrieben.
Die Reibung zwischen dem Massenpunkt und dem Rohr bzw. zwischen dem Rohr und dem
Boden ist zu vernachléssigen.
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e A Kreisscheibe

a

R Antriebselement

Die Dynamik einer Stein- oder Olmiihle soll untersucht werden. Der Miihlstein wird mo-
delliert durch eine homogene, diinne Kreisscheibe (Masse mg, Radius r, Dicke vernach-
lassigbar), die auf einer Kreisbahn mit dem Radius R abrollt. Die Kreisscheibe ist iber
eine masselose Stange mit dem Antriebselement verbunden, auf welches das Antriebsmo-
ment M(t) wirkt. Das Antriebselement ist als ein homogener Zylinder mit der Masse ma,
dem Radius 7o und der Linge 5 zu modellieren. Die Miihle ist {iber ein Gummiband
fixiert, welches als eine Torsionsfeder (Federkonstante cy, entspannt bei ¢» = 0) zwischen
der Stange und der Umgebung modelliert wird. Aufgrund der Verluste wirkt ein Wider-
standsmoment My = —dgpe¢, das proportional zur Winkelgeschwindigkeit ¢ ist, auf die
Kreisscheibe.

Das {e,, ¢y, €. }-System ist das Inertialsystem. Das mitdrehende {ec, ¢,. ¢¢ }-Koordinaten-
system ist ein Hauptachsensystem der Kreisscheibe. Die Koordinate 1 beschreibt die Ver-
drehung der horizontalen Stange, ¢ beschreibt die Verdrehung der Scheibe beziiglich der
Stange. Es gelte ¥ = 0 bei ¢ = 0. Die Erdbeschleunigung ¢ wirkt in negative e, Rich-
tung.
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Auf dem Untergrund rollen zwei homogene Kreisscheiben m; und ms ab, die iiber ein
Feder-Dampfer-Element miteinander verbunden sind (Federkonstante ¢, Dampfungskon-
stante d). Die Feder ist bei z1 = 22 = 0, ¢1 = @2 = 0 entspannt. Ein homogener starrer
Stab (Schwerpunkt S3, Masse ms, Linge ¢ = 2R) wird auf der Kreisscheibe mg fest ange-
schweifst, auf der sich eine weitere Unwucht (Masse m,) im Abstand von a befindet. Die
Kreisscheibe mg wird durch eine Kraft F(t) = Fsin(t) zu Schwingungen angeregt. Das
System befindet sich unter dem Einfluss der Erdbeschleunigung g.

Die Koordinaten x; und z2 beschreiben die Verschiebungen der beiden Kreisscheiben, deren
Verdrehungen durch ¢; und ¢y beschrieben werden.
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1.1 Bestimmen Sie den Ortsvektor r; vom Punkt O zu der Priifmasse m;

1.

[

und anschliefend die absolute Geschwindigkeit v;. Geben Sie im Sinne
der Relativimechanik alle Geschwindigkeitsanteile (vginrr, Urinr,rs Uret)
an.

1= we; +ye, + (—uice)

v =& + yg., — ’&155 — ulgbg,,

Vrihr,r = $€5 + ey

Vrihr,n = —U1$Cy

’l‘}/,v(,, = —{qu(::

Geben Sie die Geschwindigkeit vs des Schwerpunkts S an. Bestimmen Sie

dann im Sinne der Relativmechanik alle Beschleunigungsanteile (a g7,

) (r) e o s
Qpinr k> Spighe ps Qeors Grer) der Priifmasse m;.

U, = Teg + Ye,
a = Te; + Y&, — Ureg — 2u1@6n + wpes — urpe,

Qpin, T = Teg + ey

Uit = — 01
U = W10
grel = _ﬂlgé

e = ~2in
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1.3 Schneiden Sie im Prinzip von d’Alembert die Priifmasse m; frei, und tra-
gen Sie samtliche Kréfte einschlieflich der Trigheitswirkungen ein.

dyy myg

myg

1.4 Stellen Sie die Kréftebilanzen fiir die Priifmasse m; in ¢; und ¢, auf.

inec: myin + kg + ditg — myu p* — ma i cos @ — myijsin @
—mygsing + (1) =0
in % myuy P + 2mytn @ + 71 + my & sin @ — myij cos ¢

—mygcos =0
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Es wird nun angenommen, dass sich der Sensor mit einer konstanten Winkelge-

Aufgabe 2
schwindigkeit ¢ = Quonse um dem fixierten Schwerpunkt S dreht (d.h. # = i = 0). Es w8
gelte auferdem vy, = —Vores = Vkonst€e (I @y = 1s). Die Zwangskraft Zy = Zs¢,
(siehe Bild in Aufgabe 1.3) ergibt sich in diesem Fall zu: 2.1 Berechnen Sie das Massentrigheitsmoment J5 des Stabes beziiglich A,

und bestimmen Sie dann mithilfe des Arbeitssatzes die Winkelgeschwin-

Ziy = 2mattokonst + Mg cos(§ s e :
2 2123 “konst 29 cos() digkeit wg des Stabes unmittelbar vor dem Stof.

Im Folgenden soll §2y,,s durch die gemessenen Reaktionskréfte Z; und 7, bestimmt

werden. 22
Jr = msg‘s
1.5 Bestimmen Sie die Zwangskraft 7; und geben Sie die Winkelgeschwin- 1 2 z ¢
digkeit Qyons, in Abhéngigkeit der Reaktionskréfte 7; und Z, an. i'm,s?SwZ- -0 = / (—c o0 — M, + 'm,s_q?s cos L,D) de
7%
£ i ¢ i
71 = mq1g cos @ — 2mq1 Qkonst mz ‘qwg = |:—(’,,;% - Mo+ TNS'(]?S sin p]
7y — Zy = myg cos @ — 2my Uy Qkonst — Mag COS @ — 2MalisQkonst /3 G
. 5 : 1 2 —
mitm; =mo=m: = ——)('V,ﬂ" - —=M,7+ msgls
Ty — 7 288 12
Okonst = ————
o 4min 6 5 . 1 V2 -1 ,
wg = ol (%(Ipﬂz - E:’W,ﬂr + Tmﬂy(,s

1.6 Bitte begriinden Sie, warum die Erdbeschleunigung g Ihre Messung nicht

et e 2.2 Schneiden Sie den Stab, das Rohr und den Massenpunkt zum Stofzeit-

punkt frei und tragen Sie sdmtliche stofrelevanten Krifte und Momente

Tharch, & — % wirel i Brdbemchlsmgung komepassie. in die Skizze ein. (Die stokende Ecke des Rohres ist abgerundet.)
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sind nicht einzusetzen.

K 1 | .

AT = 5/\»/ (-V§) + §JA (=0 +w?)
- 2.5 Stellen Sie die Bewegungsgleichungen des Rohr-Massenpunkt-Systems nach
dem Stof auf.
T
e
\ — Mi+ (u—up)(er +c2) =0
—m(Z+1i) — (u—up)(c1 +¢) =0
Kl
[\

i

Die Winkelgeschwindigkeit ws = w des Stabes unmittelbar vor dem Stof sei bekannt
fiir die weiteren Teilaufgaben.

2.3 Stellen Sie die makgeblichen Impuls- und Drehimpulsbilanzen fiir den
Stofkvorgang auf, und bestimmen Sie daraus die Geschwindigkeit des
Rohrs Vg und die Geschwindigkeit des Massenpunktes Vi in ¢, Rich-
tung unmittelbar nach dem Stof. Hinweis: In die Stofzahlgleichung sind
die Normalkomponenten der Geschwindigkeit einzusetzen.

",
Stab: / (4‘—6) di = Ja(Q — w)
A 2

ity
Rohr: / (Z ?) dt = M(Vg —0)
o

-0k 1

E= 77“)% 5
3mgls
Vo= ——22
T V2 (2ms + 3M)

4mg — 3IM
—
dmg + 6M

Vk =0

2.4 Wie grof ist der Energieverlust durch den Stof? Die Ausdriicke fiir die
Geschwindigkeiten und die Winkelgeschwindigkeit direkt nach dem Stofs
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3.1 Bestimmen Sie den kinematischen Zusammenhang zwischen ¢) und .
Driicken Sie ¢ in Abhéngigkeit von ¢ aus.

R = ¢r
b= =
Y= R¥

3.2 Bestimmen Sie den Winkelgeschwindigkeitsvektor 'w® der Kreisscheibe
im {eg, e,. ec }-Koordinatensystem.

w = e, + peg

mit e, = sin e, — cos e,
1,8 i 2l eaa e ’
w = peg — 1 cos pe, + 1 sin pe;

3.3 Geben Sie die Matrix & der Koordinaten des Triigheitstensors der diin-
nen Kreisscheibe beziiglich des {e, ¢,, ¢ }-Koordinatensystems an.

%mg’!‘Q 0 0
o = 0 im,gr2 0
0 0 Tmsr?

3.4 Bestimmen Sie die gesamte kinetische Energie des Systems in Abhéingig-
keit von ¢ und ¢.

- 1 ., 1 s 1
T = §.IA'b('2 + 57715\/;) +gws 1wy

Tmard r? 5 1 5. mgr? 5, lmgr? 51?2
Ty g YT YT Y
2 2 1
_ o mary 7 } L2, MsT
e < r Tt 81{2)
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3.5

3.6

3.7

Bestimmen Sie die gesamte potentielle Energie des Systems in Abhingig-
keit von .

r2

1 s 1oort
¥ = E(CL;U)Z = 5(‘1/Jﬁ§’)2

Bestimmen Sie die virtuelle Arbeit aller nicht im Potential beriicksichtig-
ten Krifte und Momente und geben Sie die generalisierte Kraft (), an.

SW = M(1)d4 — dpdp

Qp = M) - di

Leiten Sie die Bewegungsgleichung des Systems mit Hilfe der Lagran-
ge’schen Gleichungen 2. Art her.

2,2 4 2
. g fmaryr 3 5 mgr Lr
L=T-V=¢ ( 1 W+1msr + 8/1’2)_5(%@@
=A
oL g
o
4Oy
dt 9
L r?
%:7@'@?
doL oL
dtoy dp ¥
; r? r .
2Ap + Coa¥ = E]\[(z‘,) —d¢
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Aufgabe 4

4.1 Wie grof muss der Abstand a bei gegebenem m,, sein, damit der Schwer-
punkt der Kreisscheibe 75 mit Stab und Ausgleichsmasse im Mittelpunkt
Sy liegt?

am, =mz(R+ R)
a="29p

My

4.2 Wie grof ist dann das Massentrédgheitsmoment ©g, des aus ms, ms und
m, gebildeten Starrkorpers beziiglich Punkt S,7

. moR? msl? ¢ 2
Og, = mya® + ) + ( 12 + ms 3 + R

m2 _,  moR? 15 2 ;
Os, =4 M5 gy 12 M+ 4mzR?
my, 2 3
m2 1 13 ;
Og, = 4,”3 + =g+ —my | R?
my, 2 3

4.3 Bestimmen Sie die virtuellen Verriickungen dx; und dxs in Abhéngigkeit
der virtuellen Verdrehungen d¢; und d¢ps.

51]1 = R(jg@l
(51’2 = Rdg@z
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Im Folgenden muss das Ergebnis von 4.2 nicht eingesetzt werden. Die Gesamtmasse
von msy, mg und m, ist mit M zu bezeichnen. Der Gesamtschwerpunkt von msy, ms
und m, liegt im Punkt S5.

4.4 Schneiden Sie das System in der unteren Skizze im Sinne d’Alemberts frei
und tragen Sie alle Krifte und Momente einschliefslich der Tragheitswir-
kungen ein.

4.5 Stellen Sie die virtuelle Arbeit dW des gesamten Systems auf und be-
stimmen Sie daraus mithilfe des Prinzips von d’Alembert in der Lagran-
ge’schen Fassung die Bewegungsgleichungen des Systems in ¢y und 5.

oW =- 7IL1I1(5;£1 - Jlk,.b-l(s%l + [(l(lz - ,L1) + C(:L'Q - 1‘1)](51.‘1

- [d(l’z — Il) + C(IEQ - _’Cl)](SIQ + F(;Ig - ]\1.1’251‘2 — (‘)52@26992 =0
mit: & = R@; 5 i = RYs . 1 = Ry o = Ro
W =—miR@ Ropr — mngb'Mm + [dR(p2 — ¢1) + cR(pa — 1) Rdpr

= [dR(p2 = ¢1) + cR(p2 — 1) Rdps + F Répy — M RGy R — O5,$200s

my R?

ow o = (—ml R R — &1+ [dR(9a — 1) + cR(02 — ¢1)] I() 0y
dor #0: —5m R2p + dR?* (¢ — 1) + cR? (g2 — 1) =0

by #0: FR— (MR +Og,) ¢ — dR*(¢s — ¢1) — cR* (s — 1) =0
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Fiir die folgenden Teilaufgaben sei die Kreisscheibe m; fixiert (¢; = 0). Der Dampfer
zwischen den beiden Kreisscheiben sei im Folgenden zu vernachlissigen. Als Diffe-

rentialgleichung fiir die Kreisscheibe my ergibt sich dann:
(MR? + ©g,)¢s + cR2py = RI'sin(t)

4.6 Bestimmen Sie die Eigenkreisfrequenz wy.

cR?
Wo =\l
0 MR? + Oy,

4.7 Bestimmen Sie eine partikuldre Losung ¢, der inhomogenen Differenti-
algleichung fiir den Fall wy # 1.

cR? RE

&, By = sin(t
2t MRy, P T MRt ey, )
— ——

=y =1
=wh Yo

Ansatz: ¢, = Asin(t) = @, =—Asin(l)
— Asin(t) + wg Asin(t) = yosin(t)
= (W-1DA=y
Yo
(wg—1)
RE

0, = ——— — sin(¢
DA Ty vy e )

= A=
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