Aufgabe 1

Eine homogene Kreisscheibe mit dem Radius r, der Masse m und dem Massentrigheits-
moment Jg = %mr2 rollt auf einer Bahn ab, so dass ihr Schwerpunkt S sich auf einer
Parabelkurve bewegt. Der Kontaktpunkt zwischen Scheibe und Bahn ist K. Der Zusam-
menhang zwischen der z- und der y-Koordinate des Scheibenschwerpunkts lautet y = %2
Die Verdrehung der Scheibe wird durch den Winkel ¢ beschrieben, es gilt p(z = 0) = 0.
Die Scheibe befindet sich im Schwerefeld der Erde. Dissipative Effekte werden vernachlis-

sigt.

Hinweis: Es gilt % = tan (a(z)), wobei a(z) den Steigungswinkel an der Stelle z be-
schreibt.
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Aufgabe 2

Bei dem dargestellten Pendel ist der Faden in Punkt O befestigt und wickelt sich beim
Ausschlagen auf die Halbkreise mit den Radien R auf. Der freie Teil des Pendelfadens
liegt dabei immer tangential an die Halbkreise in Punkt P an. Der Winkel ¢ beschreibt
den Ausschlag des Pendels sowie den Umschlingungswinkel des aufgewickelten Fadens. Die
Position und die Orientierung des Relativsystems mit Punkt P dndert sich ebenfalls mit
dem Winkel ¢. Die freie Pendellinge wird durch ¢(¢) beschrieben, wobei ((¢ = 0) = 7R
gilt. Am Endpunkt @ des Pendels ist ein Massenpunkt mit Masse m befestigt, der sich im
Schwerefeld der Erde bewegt. Reibungseinfliisse werden vernachlissigt.



Aufgabe 3

Ein Zapfen rotiert mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit w um die e.-Achse und fiihrt
aufgrund einer Einkerbung im Umfang zusétzlich eine Hubbewegung z(t) = ug + @ sinwt
in e.-Richtung aus. Das {e,, ¢y. €. }-System hat seinen Ursprung in Punkt O und rotiert
mit dem Zapfen. In Punkt P ist zudem ein Drehgelenk, an dem eine masselose Stange der
Lénge ¢ befestigt ist. An deren Ende befindet sich der Schwerpunkt S eines starren Korpers
mit Masse m und Trigheitstensor &) beziiglich P. Es gilt

A0 0
=10 B 0
0 0 B

{rew}

Am Schwerpunkt greift zusitzlich die konstante Kraft F' an, die immer in negative e,-
Richtung wirkt. Der Winkel ¢ beschreibt den Ausschlag der Stange aus der Vertikalen,
zudem verdreht sich das stangenfeste {e,, €,. e, }-System mit ¢. Das System befindet sich
im Schwerefeld der Erde, Reibungseinfliisse werden vernachlissigt.
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Aufgabe 4

Propeller

Standfufl —

Zur Untersuchung der Dynamik eines Standventilators wird das dargestellte Modell her-
angezogen. Hierbei verdreht sich der Tréiger gegeniiber dem Standfuff mit dem Winkel
Blt) = Bsinwt um die vertikale ey-Achse. Das {e., ey, ¢.}-System dreht mit dem Triger
mit und geht aus einer Rotation um (3 aus dem Inertialsystem {e;.es,e3} hervor. Auf
dem Triger ist die Motoreinheit befestigt, die sich beziiglich des Trigers um den Winkel o
um die ec-Achse verdreht. Zwischen Motoreinheit und Tréager wirkt eine lineare Drehfeder
(Konstante ¢;), die fir & = 0 entspannt ist. Das {eg. €;. e¢ }-System sitzt auf der Motor-
einheit. Der Propeller dreht sich mit der Winkelgeschwindigkeit 2p um die e¢-Achse. Sein
Schwerpunkt S sitzt im Abstand ¢ vom Ursprung O des Relativsystems. Der Propeller
besitzt die Masse mn und den Trigheitstensor ®(©) beziiglich O mit

A0 0
@ =0 B 0
0 0 B

{&m.¢}

Die Massen der Motoreinheit und des Trégers sind im Vergleich zur Masse des Propellers
vernachlissigbar.
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Loésung zu Aufgabe 1

1.1 Geben Sie den Ortsvektor rs vom Ursprung zum Schwerpunkt S der
Kreisscheibe ausschliefllich in Abhéngigkeit der Koordinate x an.

IZ
s = Ty + e

1.2 Bestimmen Sie daraus die Schwerpunktsgeschwindigkeit vg.

. 23
Vs = de, + ——¢y
a

1.3 Leiten Sie den Zusammenhang fiir die Winkelgeschwindigkeit ¢ (x, &) her.
Kinematische Grundgleichung:
Uk = Us+tWXIsk
= ws+ (—¢e.) x (rsinag, —rcosag,)

L . !
= ys—resinae, —rocosae, =0

: il Fera:
Sl o= =|7,
VRS (e)®
i 1 1
O = — == ——
Vit V1427
2zx 2ax 1
0=de + Cy — TP N 2~y+ T
VIHET Ve )
1 20\
— T TP 2:0 -  p=-T 1+(—)
1+ (%) ' ¢
Alternativ:
Vs &2+ (%)2 1 22\?
p = — = =—aq/14+ (=
¢ r r P < a >
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Name: oo

Matrikelnummer: ......................

1.4 Warum wiire eine Parametrisierung z(y) ungiinstig? Begriinden Sie!

2
x

y=— & 2?=ay & x=+/ay ist nicht cindeutig
a

—  Fallunterscheidung notwendig.

Im Folgenden rollt die Kreisscheibe in einer anderen Kurve ab, es gilt

Y= b(cosh (%) - 1) und ¢ = %l 14 (%)ZSinhz (2)
mit
coshx =

(e"+e™)

sinhe == (e" —e™) .

N =N =

1.5 Berechnen Sie die kinetische Energie der Kreisscheibe.

~
|

1 1.
= §m||g5||2+§.]5¢2

I T ST A S NP W 1 B A
= 2m (1, +(a) sinh (a>r +22mr " 1+ P sinh (
1, b2"2x 1, b2,'293
= gmé <1+(Z> sinh (E) +me 1+ p sinh (E)
3 b 2" 5 (T

= Zmr <1+(Z> sinh (E)
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1.6 Berechnen Sie die potentielle Energie der Kreisscheibe. Losung zu Aufgabe 2

V = mgy = mgb (cosh (%) - 1)
2.1 Berechnen Sie die freie Pendellinge ¢(p).

tp)=mlR—pR=R(m—0)

1.7 Berechnen Sie fiir 2(z = 0) = vy die Geschwindigkeit #(x) mithilfe des

Energiesatzes.
T+ Vo=Ti+Vi,  To=omid, Vy=0
4 2.2 Geben Sie den Ortsvektor rp zum Punkt P in {e,, ¢,, ¢. }-Koordinaten an.
— 2va = émi‘2 1+ é 2sinh2 (£> + mgb (Cosh (i) — 1) rp =R (singagr + (1 —cosp) ﬁ,y)

40 4 a a a
1 ., 4 T

= ———————— (v}~ —gb(cosh (= 71)

1+(§)2sinh2 (%) < ¢ 3 ( (a> )
= i(x)== v§ — 39b (cosh (£) — 1) 2.3 Geben Sie den Vektor 1, von P zu @ in {e,, ¢,, ¢, }-Koordinaten an.
1+ (£)%sinh? (2)

I = L(p)er = R(T — ) ¢

2.4 Geben Sie die Winkelgeschwindigkeit 4w? an, mit dem sich das Rela-
tivsystem beziiglich des Inertialsystems verdreht. Geben Sie zudem die
Winkelbeschleunigung 4o/ an.

&
Il
{%.

!
Il
@:
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2.5 Berechnen Sie die Fiithrungsgeschwindigkeiten durch Translation und Ro-
tation des Relativsystems vgr und vp g sowie die Relativgeschwindigkeit
Urer analytisch fiir rg = rp + ree.

AdI;P

e R (cospe, +sinpe,)

vrr = ‘WP Xna=ge xR(m—9) & =Ro(1—p)e,
Bdl’,rel .

Yret = ar = 7R99§;«

2.6 Berechnen Sie die Fiihrungsbeschleunigungsanteile apr, Q;)R, gg)R, die
Coriolisbeschleunigung ac,, sowie die Relativbeschleunigung a,.; analy-

tisch.

Adl},F.T . . ) .
arr = Fra Ry (cos pe, + sin cpgy) + Ry ( —sin e, + cos cpgy)
e = 20" X pa = Ge. x R(m—¢) & = RG (1 — 0) e,
A = AW x (P X 1) = ge. x Bp (1 — ¢) ¢p = —RP (1 — 9) ¢
Qeor = 2AU,;}B X Urel = 2@& X (7R99§,T) = 723992,&0

dy,rel .

e Roe,
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Im Folgenden ist die Absolutbeschleunigung des Massenpunktes durch
Qaps = QrCr + ApCyp
gegeben. Die Gréen a, und a,, sind als bekannt anzunchmen.

2.7 Schneiden Sie den Massenpunkt von seiner Umgebung nach Newton frei
und geben Sie den Kraftvektor £, aller auf den Massenpunkt wirkenden

Kriifte an.
N

Eges = —SQ»"‘mg?x
= (=S4 mgcosy) ¢, —mgsinpe,

2.8 Werten Sie das Newtonsche Grundgesetz aus und geben Sie die Bewe-
gungsgleichung fiir das Pendel an.

Mlaps = Eges
ma, = mgcosp —S
= S = m(gcosp—a,)
ma, = —mgsing

= 0 = a,+gsing
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Losung zu Aufgabe 3

3.1 Stellen Sie den Vektor rp von O zu Punkt P auf und geben Sie die
Geschwindigkeit vp an.

rp = ze. = (up + usinwt)e,
vp = Uwcoswte,

3.2 Geben Sie den Winkelgeschwindigkeitsvektor ‘w’ des starren Korpers

in {e,, e,,e,}-Koordinaten an. Geben Sie zudem den Vektor rpg von P

nach S an.
Tyl = we. +pey mit ¢. =cospe, —sinpe,
= wcospe, —wsinpe, + oe,
rps = le

3.3 Berechnen Sie die kinetische Energie des Systems.

T= %m ||gp||2 +mup - ("W xrps) + %I%‘K LW

1 1 .

3m lee|” = Enszw? cos® wt

mup - ("W xrps) = mup- ((wCOSaog —wsinpe, + ge,) X /fg»)
= miwcoswte. - (wlsinpe, + lpe,)
= —mluwesin p coswt
mit ¢, = cospe, — sinpe.

1 1

51031( . L(P) =3 (sz cos’p + B (u.)2 sin? o + 502))

1 5 L
=T = §muzw20052wt—mé'uw¢51ngacoswt

1 1 .
+§Aw2 cos® o + §B (w?sin® o + %)
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3.4 Geben Sie die potentielle Energie des Systems an.

V = —mg(z+ lcosp)
= —mg (up + tsinwt + € cos p)

3.5 Stellen Sie die virtuelle Arbeit auf und geben Sie die generalisierten
Krifte @Q; an.

oW = —Fe,-ors mit  drg = loype,
= —Flcospdp = Q,0¢
= Q, = —Flcosp
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3.6 Werten Sie die Lagrangeschen Gleichungen zweiter Art aus und geben
Sie die Bewegungsgleichung des Systems an.

L = T-V
1 55 1., .
= Emﬁzwz cos® wt — mbiiw sin @ cos wt + §sz cos®
1 5 . .
+§B (w?sin®  + *) + mg (up + Gsinwt + L cos p)
d oL d
E% = E(—méﬁw sin @ coswt + ng)
= —mliw (¢ cos pcoswt — wsin psinwt) + By
oL
% = —mliwp cos @ coswt — Aw? sin @ cos @
+Bw? sin ¢ cos ¢ — mglsin
— B — mliwp cos p coswt + mliw? sin psin wt + mliw cos ¢ cos wt

+ (A — B)w?sin g cos p + mglsinp = —Flcos ¢

— B¢ + (A— B)w?singcosp + mliw? sin p sinwt
+mglsing + Flcosp =0
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Losung zu Aufgabe 4

4.1 Stellen Sie den Winkelgeschwindigkeitsvektor ‘w™ auf, der die Verdre-
hung der Motoreinheit gegeniiber dem Inertialsystem beschreibt. Geben
Sie zusitzlich den Winkelgeschwindigkeitsvektor ‘w? des Propellers an.

Nutzen Sie jeweils {e¢, e,, ec }-Koordinaten.

I, M

w" = /'5’§y + e mit ¢, = cosag, + sinagg
= ﬂ sin aee + 3 cos ae, + deg, A= ﬂw' coswt
1P = My e,

= (ﬂsin a+ ,u) e+ Bcoswg,, + e

4.2 Stellen Sie den Drall L(©) des Propellers beziiglich O auf.

L(O) — (P(O)Iugp

= A (ﬂ sin o + /I,) e+ Bﬂ cos ey, + Baeg

4.3 Geben Sie den Momentenvektor M(@) an, der alle Momente auf den
Propeller beziiglich Punkt O enthélt.

M© = M+ Mye, + (—caor — mglcos ) ¢
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4.4 Werten Sie den Drehimpulssatz aus. Fiir ein dhnliches System ist die Bewegungsgleichung durch

B 1qL© B Mqr© 0= Bda+ (B — A)w’sinacosa + ca

M©) = I M 1©)
M a @ e s -
gegeben, wobei ¢, A, B > 0.
Mar© . . ) . o B 4.5 Linearisieren Sie die Gleichung um die Ruhelage o = 0 und geben Sie
dt = A(fsina+ facosa+ Jio «+B (/ G cos o — Bésin a) e + Blig eine Bedingung fiir A an, sodass das System schwingungsfihig ist.

. . P — B _ 2

Bsina A (/j sina 4+ M) Linearisiert: 0 = Ba+ ((B- A)w? +c)a
M (©) ; .
w” XL = [ cosa X BB cos .

& ‘[E(;.)b“ Bedingung: (B—A)w?+¢>0
{€m.¢} o {&nC}y

— A< 5+B
0
- A (d sina + u) — Bpasina
B/.f2 sin «vcos v — A/? COS (v (/3 sin v + /1)
{&m.¢}

M, = A (ﬁ sin o + I cos a) (entspricht Antriebsmoment)

- M, = A (— ﬂwz sinwt + /'?w cos wt r'y)

M, = B (/'] cosa — fivsin (v) + (A— B) fasina + Ady

— M, = Adip— Bfw?sinwtcosa + (A —2B) fwcoswt dsina
—cqa —mglcosa = B+ (B— A)Fsinacosa — Apfcosa
— 0 = B+ (B— A) 3w cos® wtsin o cos o + g0

+ (mgé — Apfw cos wt) cos o
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