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Aufgabe 1

In der folgenden Aufgabe soll die Dynamik eines neuen Fahrgeschifts untersucht werden.
Das Modell des Fahrgeschiifts besteht aus einem Innenring (Radius r, Mittelpunkt in O),
einer Walze (Radius R, Mittelpunkt K), einem Aufenring (Innenradius r + 2R, Mittel-
punkt in O) und einem Massenpunkt (Masse m), welcher den Sitz des Fahrgastes abbildet.
Die Walze rollt in den Kontaktpunkten P und @ auf dem Innenring und dem Aufenring
ab. Die Lage des Mittelpunkts I der Walze wird iiber den Winkel ¢ beschrieben und die
Verdrehung der Walze gegeniiber der é,-Achse mit dem Winkel ¢. Der Massenpunkt kann
in der Walze reibungsfrei entlang einer kreisférmigen Nut (Radius u) gleiten, wobei die
Lage relativ zur Walze mit dem Winkel - beschrieben wird. Entlang der kreisférmigen Nut
ist eine Feder eingelegt, die den Massenpunkt mit der Walze koppelt. Die Feder ist in der
Lage v = 0 entspannt und die Federkraft ist mit der Federkonstanten ¢ proportional zur
Anderung der Federlinge (entlang der Nut).

Die Drehung des Innenrings ist mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit w und die des
Aufenrings mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit €2 vorgegeben, deren positive Rich-
tungen der Skizze zu entnehmen sind. Zu Beginn sind ¢(t = 0) = 0 und (¢t = 0) = 0.

Das {€,, €, €. }-System ist ein Inertialsystem. Das Zylinderkoordinatensystem {é,,€,. e}
dient zur Beschreibung des Mittelpunkts K der Walze. Im Mittelpunkt K befindet sich
der Ursprung des walzenfesten {€, &, é }-Relativsystems.
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Im Folgenden wird ein Reibddmpfer untersucht, der aus einem Klotz (Masse M, Schwer-
punkt im Punkt K) und vier homogenen, diinnen Stéiben (jeweils Masse m, Linge ()
besteht. Die Stébe sind in ihren Enden gelenkig verbunden, so dass sie einen viereckigen
Rahmen bilden. Ein Gelenk des Rahmens ist im Punkt O mit der Umgebung verbunden.
Das gegeniiberliegende Gelenk ist mit dem Klotz verbunden, welcher zusétzlich durch eine
reibungsbehaftete Fithrung in ¢€,-Richtung gefiihrt wird.

Die Koordinate ¢ beschreibt den Winkel zwischen der €,-Achse und den Stében. Zwischen
dem linken und rechten Gelenk des Rahmens ist eine Feder (Federkonstante ¢) angebracht,
welche in der Lage ¢ = 7 entspannt ist. Die Bewegung des Klotzes wird mit der Koordinate
u beschrieben, wobei u(y = 0) = 0 gilt.

Die Reibkraft in der Fiithrung wird durch die konstante Kraft Fr modelliert, welche im-
mer entgegen der Bewegungsrichtung des Klotzes wirkt. Sonstige Reibungseinfliisse sind
zu vernachléssigen. Das raumfeste System {€,, €,, €.} hat den Ursprung im Punkt O. Die
Erdbeschgleunigung g wirkt in negative e€;-Richtung und ist daher fiir die betrachtete
Aufgabenstellung zu vernachléssigen. Alle weiteren Zusammenhénge sind der Skizze zu
entnehmen.
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Aufgabe 3
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Eine homogene Kreisscheibe (Masse m, Radius r und Massentrigheitsmoment Jo bzgl.
des Mittelpunkts C) ist im Mittelpunkt C reibungsfrei drehbar gelagert. Der Lagerpunkt
C kann sich zusétzlich in horizontale Richtung reibungsfrei entlang einer linearen Fithrung
bewegen. Weiterhin wirkt das dufere Drehmoment M (¢) auf die Kreisscheibe. Der Punkt
A wird mit der Umgebung iiber eine immer horizontal wirkende lineare Feder (Federkon-
stante c, entspannt bei ¢ = ¢ und & = x¢) verbunden. Der Punkt B ist iiber einen immer
horizontal wirkenden viskosen Démpfer (Dampfungskonstante d) mit der Umgebung ver-
bunden.

Die Verdrehung der Kreisscheibe wird durch die Koordinate ¢ beschrieben und die Position
des Lagerpunktes C' durch die Koordinate z. Das {€,, €, €; }-Bezugssystem ist raumfest.
Die Erdbeschleunigung g wirkt in negativer €,-Richtung.
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Aufgabe 1
Aufgabe 4
1.1 Geben Sie an wie viele Freiheitsgrade das System besitzt.
Das System besitzt 1 Freiheitsgrad.
1.2 Bestimmen Sie iiber die Rollbedingungen in den Kontaktpunkten P und
() den kinematischen Zusammenhang t(w,(2) und die Geschwindigkeit
Uk (w, §2) des Mittelpunkts K im {€,, €,, €. }-System in Abhéngigkeit von
w und €.
= o,
’FST = (r+2R)Qe,
Kinematische Grundgleichung:
= i\ ! =T
g — e, = op (1)
U+ RiE, = @ (2)
(2)-(1):
Ein Wagen der Masse M, der iiber eine Feder (Federkonstante c, entspannt bei z = 0) mit 2rpé, = [(r+2R)Q—rwlé,
der Umgebung verbunden ist, bewegt sich reibungsfrei in einer horizontalen linearen Fiih- . (7' + QR)Q —rw
rung. Am Mittelpunkt des Wagens ist ein homogener Stab (Masse m, Lénge () angebracht. Y= 2R

Die Erdbeschleunigung g wirkt in vertikaler Richtung.
Die Position des Wagenschwerpunktes wird durch die Koordinate x beschrieben, die Verdre- (1)+(2):
hung des Stabes durch den Winkel . Das System ist reibungsfrei. Fiir kleine Auslenkungen

|¢| < 1 ergeben sich die linearisierten Bewegungsgleichungen: 20Uk = [(r+2R)Q+rwlé,
¢ - (r+2R)Q+7w;
m ’ = €,
(M +m) & +cot+ 2 =0, “ 2 ’

méz..+mgé +ﬂi—0
3 T Ty YTt
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1.3 Geben Sie im Sinne der Relativmechanik die Fiithrungsbeschleunigungen
AFiihr T 6}2,”,’ g und Jl(prﬂ),m g sowie die Coriolisbeschleunigung @, und
die Relativbeschleunigung a,. des Massenpunktes in Abhéngigkeit der
gegebenen Grofen an. Als Relativsystem ist das walzenfeste {€, €. é¢}-
System mit Ursprung in K" zu verwenden.

Uk (r+2R)Q+rw

(A T 2r + I)
ire = g = IR o
oy
(Y(I?R =0 ,daz})zO
H(F% = — wip? (cos(7)é + sin(7)&,)
G = [wicos(y) —ui*sin(v)] €, — [uysin(y) + uy” cos(y)] é
Teor = — 200u (cos(7)ee + sin(7),)
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1.4 Schneiden Sie den Massenpunkt frei und tragen Sie alle Kréfte im Sinne
d’Alemberts in die gegebene Skizze ein. Nutzen Sie die Hilfslinien, um
die Richtungen klar erkennbar zu machen und geben Sie jeweils einen
Ausdruck fiir den Betrag an.

1.5 Geben Sie die Bewegungsgleichung des Massenpunktes an.

muy 4 cuy + mﬁg)T sin(¢p +v—¢) =0
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Aufgabe 2
1.6 Zur Begrenzung der maximal auftretenden Beschleunigungen des Fahr- &

gastes im Fahrgeschift wird im Folgenden der Sonderfall einer konstanten
Lage v = 7 = ¥ = 0 mit den Parametern r = 2 R und w = 4 betrachtet. 2.1 Geben Sie die kinematischen Beziehungen u(p) und (g, ¢) an.
Welche Bedingung muss hierbei fiir die Winkelgeschwindigkeit €2 gelten,
damit die Beschleunigung des Fahrgastes den maximalen Betrag a,,,, im

gesamten Betrieb (fiir beliebige Winkel 1) und ¢) nicht iiberschreitet? u(p) 21 — 2l cos(y)

u(p,9) = 2lsin(p)d

; 4RQ — 8RN
) =— = =20
v 2R
_ARQ+ 8RO o
61 - 2.2 Bestimmen Sie den Ortsvektor 7os vom Punkt O zum Schwerpunkt S des
rechten oberen Stabes in Abhéngigkeit von ¢. Bestimmen Sie ebenfalls
~» 1) # ¢ ~» maximale Beschleunigung bei ¢ = ¢ die Geschwindigkeit /s des Schwerpunktes S in Abhéngigkeit von ¢ und
. Nl D.
wp? 4+ dg)T < Umaz v
(12R€)? Tos isin('ﬂ)? + §lcos( )é,
<:>?L4QQ+W<G"WZ os = 5sin(@)e + 5leos()e)
) ! 3
< (121 + 4u)Q? < Amas vg = icos(g;)gbc*z - §lsin(g0)a,bé‘y

12R + 4u 12R + 4u
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2.3 Bestimmen Sie die kinetische Energie T'(¢, ) des Gesamtsystems in Ab-
héingigkeit von ¢ und ¢.

1, . 11 .
Tsiay = 5:/@992 =5 g’”l?SDQ
1 1
TStab,() = 5”1/’(,'% + 5'/3(92
1 1 9 1 1
= 5ml2 {1 cos*(¢) + 1 sin2(¢)} P+ 3 ﬁ"mﬂg'ﬁ?
1 1
Ty = 5/\11;? = 5;\1412 sin? ()
T = 25100 + 2T s0av,0 + Ty

1 |4
= hle (cosz(go) + 9sin’(p) + é) +2MP? sinQ(gp)] &?

2.5 Nach einem Stof besitzt der Klotz bei ¢ = § die Anfangsgeschwindig-
keit @ = vy. Wie groff muss die Reibkraft Iz gewihlt werden, damit
das System bei der anschliefenden Bewegung den Winkel ¢ = Z nicht

3
2.4 Geben Sie die gesamte Arbeit W an, welche die Reibkraft und die Fe- liberschreitet? Nutzen Sie den Arbeitssatz.
derkraft bei einer Bewegung von ¢ = 7 bis zu einem beliebigen Winkel
@ € [§,%] am System verrichten. Wihrend der Bewegung soll ¢ > 0 vo = 21 sin(i) Qo Py = Yo
gelten. 4 V2I
1 2 2 L2 2
) Ty = {wl? <7 +9-Z4 §> + QMIL} X
drox = —2lsin(¢)dpe, Fr = Fge, f. Annahmen 4 4 43 4] 2
5 v3
= |smF+ MPF| 2
: . 3 ] 3
Wey, = /1 —Fr2lsin(p)dp = 2Fgl(cos(p) — COS(Z)) T, Lo
4
~ W= Tl — TO
Wre = =(i- W) ™ ™ 1 . T ; 1/5
1 ) T2 & 2I%Rl(cos(5) —cos(=)) — =cl*(2sin(=) —V2)? = —2 (7m + zV[) v3
= -3¢ {(QZsm(g:) - QZSID(Z)) — 0} \“’li/ _fi/ 2 \“}/ 2\3
=1 ) 3
1 2 i 2 NG
= — 5612 (2 sin(p) — \/i) ;alternativ Berechnung iiber Arbeitsintegral o L(m+ M) vd — LelP(V3— V32)?
e =
vz-1)
W = Wg, + W, -l (Em+ M) v} — cl*(V3 — V2)?
V2-1
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Aufgabe 3
3.1 Bestimmen Sie die Ortsvektoren roc, 704 und 7pp vom Punkt O zu

3.2

den Punkten C, A und B in Abhéngigkeit von z und ¢ im {é,,¢,, ¢ }-
Bezugssystem.

'FOC = (l‘f?z
Toa =[x — rsin(p)] &, + rcos(p)c,
Top = [& + rsin(p)] €, — rcos(¢)e,

Bestimmen Sie die Geschwindigkeitsvektoren ¢ und 5 der Punkte C'
und B in Abhéngigkeit der Koordinaten 2, ¢ und deren Zeitableitungen
im {€,, &, €. }-Bezugssystem.

Uo = T€,

U = [& + 1 cos(@)p| & + 1sin(p)pe,

Bestimmen Sie die kinetische und potentielle Energie des Gesamtsystems
in Abhéngigkeit der Koordinaten x, ¢ und deren Zeitableitungen.

1, 1
T= §m.7'72 + §JC¢2

V= 2el(e— rsin(g) — (z — rsin(on))

7_23H_TMIII+IV

Name: oo Matrikelnummer: ......................

13

3.4 Stellen Sie die virtuelle Arbeit 6\ der potentiallosen Kréften und Mo-
mente auf und bestimmen Sie die generalisierten Kréften @, und @, zu
den generalisierten Koordinaten = und ¢.

W = Iy 8T + M(1)0y
—d [z +rcos(p)g] 0 [+ rsin(p)] + M(t)op
—d [ 4 rcos(p)@] 0z + [M(t) — d (& + 7 cos(p)@) rcos(p)] 0¢

=Qa =Qy

3.5 Leiten Sie mithilfe der Lagrangeschen Gleichungen 2. Art die Bewegungs-
gleichungen des Systems fiir die generalisierten Koordinaten « und ¢ her.

L=T-V= %ma’:2 + %chbz - %(’ [(z — rsin(@)) — (z0 — rsin(gg))]”
oL 1 .

e R

d oL

L9 g

dtog — 77

oL . .

7 = — ¢z —rsin(p) — zo + rsin(pg)] (—rcos(p))
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oL
ot

do
dt O
oL

o = —clz —rsin(p) — zo + rsin(y)]
oxr

o dOL _ oL _
fiir 22 555 — 55 = @

mi + ¢z — rsin(p) — xo + rsin(py)] = —d [& + rcos(p)¢]

e dOL _ OL _
fiir o 352 — 5, = We

Jo@g + ¢z — rsin(p) — xo + rsin(gp)] (—r cos(p))
= M(t) —d [z + rcos(p)@] rcos(p)

3.6 Linearisieren die Bewegungsgleichungen des Systems fiir kleine Bewegun-
gen |z| < 1 und |¢| < 1. Aukerdem gelten zy = 0 und ¢y = 0.

fiir 2:  mi+ cx — crp = —di — drg

fiir ;' Jo@+ (cv — cro) (—r) = M(t) — dir — drg

Aufgabe 4

4.1 Geben Sie die Gleichungen (1) aus der Aufgabenstellung in Matrixform
Mg + Kq = 0 mit dem Vektor q = [z, ] der Koordinaten an.

(M +m) 207 78] fe 0] [«] _]0
me mel el 0 mge) ] |0
——a . ——

M q K q

4.2 Stellen Sie die charakteristische Gleichung zur Bestimmung der Eigen-
kreisfrequenzen auf. Die resultierende Gleichung soll nicht gelost werden.

Ansatz:
q= Qezwt
q — _w‘lQem}t
Einsetzen:
M+m) 2¢ ; ¢ 0 ; 0

_w2 |:( . W% ) :| QF’,1Wt + |: . ,:| Q(,Azwt, — |: :|

¢ —w(M +m) — 2w w0
= { — 2w gl — 2202 Qe = 0

A
det(A) =0
2

a2 . mo, M 2]_&2,2=

= [c u(/\/f—l—/n)][Q[][ 3(01 4[uJ 0
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Fiir die weiteren Teilaufgaben sind die folgenden Zusammenhénge der Systempara-
meter gegeben:

M =6m,
Cc= ggm (*)
YA

4.3 Berechnen Sie die Eigenkreisfrequenzen des linearisierten Systems mit
den in (*) gegebenen Parametern.

aus (4.2):

(M+ m

mf® — m,21{2> W (m[zc N M +m

3 ’mgﬂ) w4 %éc =0

mit Parameter in (*):

7 1 29 7 / 9
(—m?k2 - 1m2€2> wh— <ﬂ7Qm + 7m2gk) W+ 29 20

3 3 24 2 2 20
25 5 4 s 9.,
= —lw* —bglw” + —g° =
Bt 59 +4g 0
3g 9¢g
2 2
:}wlzgz uyzzgz

4.4 Bestimmen Sie die Eigenschwingungsformen und skizzieren Sie diese in

den vorbereiteten Diagrammen.

with (*) in (4.2):

Fm% — Tmw? —lw? } {Ql} it _ {0}

b 2
-zl B — <mil?] [Qq 0

3

from (2):

m, . m w?
~ S+ <7"z - §z2> Qs =0

Q- Sml 39— 20
Qs Flw? T 3u?

with wi = 34
o
Q2
with wj = 24:

Q1

=1

Q9

Fiir wi: Fiir wo:

I b

©l~
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Im Folgenden dreht sich der Stab mit konstanter Winkelgeschwindigkeit ¢ = €.
Es gilt die Anfangsbedingung ¢(t = 0) = 0. Somit wird das System durch die
Bewegungsgleichung
¥4
(M 4+m)i +cx = %QQ sin(p)
beschrieben.
4.5 Bestimmen Sie eine partikuldre Losung fiir die Zwangsschwingung. Es
gelte der Sonderfall, dass die Anregungsfrequenz nicht der exakten Reso-
nanzfrequenz des Systems entspricht.

xp = psin(Q) ,da keine Démpfung
ip = —pQPsin(Q)

Einsetzen:
—pQA(M + m) sin(Q) + epsin(Q1) = %&22 sin (1)

Koeflizientenvergleich:

l
p(—*(M +m)+¢) = g2

2
ml 02

TPE T (M m)

4.

[=2]

Skizzieren Sie den Verlauf der Schwingungsamplitude der partikuldren
Losung in Abhéngigkeit von (2 und markieren Sie in der Skizze die Reso-
nanzfrequenz.

wo Q
AN Resonanzfrequenz
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