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Fiir eine neue Form des Bungee-Jumpings dreht sich der Kran mit Korb und Springer wéh-
rend des Sprungs mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w um die e,-Achse des {O, e,, ey,
e, }-Inertialsystems. In Hohe h und mit Abstand ¢ zum Drehpunkt O befindet sich das
korbfeste {A, e¢, e, e¢ }-Relativsystem. In der Abbildung ist der Springer nach dem Ab-
sprung als Massenpunkt (Masse m) dargestellt. Das Seil, das im Ursprung des Relativsys-
tems und am Springer befestigt ist, wird als Feder-Dampfer-Element (Federkonstante c,
Démpferkonstante k) modelliert. Die Lage des Springers, der sich in alle Raumrichtungen
bewegen kann, wird {iber u, v und w in e¢-, e,- und ec-Richtung beschrieben. Die Feder
ist fiir w = v = w = 0 entspannt und die Erdgravitationsfeldstirke g wirkt in negative
ey-Richtung.
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Aufgabe 2
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Eine Zentrifuge (Masse m) ist mit einer starren Welle in einem Kugelgelenk gelagert und
dreht mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w, um die kérperfeste ép,-Achse. Aukerdem
vollfithrt die Zentrifuge eine Drehung um die raumfeste e;-Achse, beschrieben durch den
Winkel e und eine weitere Drehung um die ej-Achse, beschrieben durch den Winkel 8. Die
Welle wird als masselos angenommen. Der Abstand des Massenmittelpunktes S der Zentri-
fuge zum Kugelgelenk betrégt £. Die rotationssymmetrische Zentrifuge (5?}1 = 51?}2) besitzt
beziiglich des kdrperfesten, auf ihren Massenmittelpunkt S bezogenen {S.éy,,€m,,€m; }-
Koordinatensystems die Massentragheitsmomente éﬁh = élb-}g = %m[" und é}?}s = %m[".
Die Bewegung des Systems erfolgt im Schwerefeld der Erde mit Erdgravitationsfeldstirke
g wie eingezeichnet.



Aufgabe 3
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Eine parallelgefiihrte, quadratische, masselose Box der Linge 2a wird mit Hilfe zweier mas-
seloser Stangen der Linge £ befestigt. Die Stangen haben einen konstanten Winkel o = 45°
zur e,-Achse. Im Inneren der Box ist eine masselose Kreisscheibe s mit Radius R mittig
mit der Box fest verbunden. Auf ihr rollt eine homogene Kreisscheibe K7 (Radius r, Masse
m, Massentrigheitsmoment 0% = %’HLTZ) in der Ebene beginnend beim obersten Punkt von
K ab. Die Drehung von K ist mit 1) und die Drehung um K> ist mit ¢ gekennzeichnet.
Um die Rollbedingung aufrechtzuerhalten, sind Feder-Dampfer-Elemente in jede Richtung
der Ebene an K, angebracht, die Auslenkungen werden tiber die Koordinaten x; und xs
beschrieben. Thre Fiithrung kann sich in horizontale bzw. vertikale Richtung reibungsfrei
bewegen. Zusétzlich wirkt ein konstantes Moment My an K. Fiir die Ausgangslage gilt
¢ = ¢ = 0. Die Federn sind entspannt fiir 2; = 22 = 0. Das System befindet sich im
Schwerefeld der Erde mit Erdgravitationsfeldstirke g.
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Aufgabe 4

Das gegebene mechanische System besteht aus zwei diinnen homogenen Stében der glei-
chen Masse m und Linge /. Die Stibe sind im Punkt D mit einem Drehgelenk verbunden.
Die Drehung der Stéibe wird durch den Winkel ¢ beschrieben. Stab 1 (Massenmittelpunkt
S1) ist im Punkt B iiber ein Drehgelenk mit der Umgebung verbunden. Eine Torsionsfeder
(spannungslos bei ¢ = 0 ) mit Federkonstante ¢; verbindet Stab 1 mit dem Boden. Stab
2 (Massenmittelpunkt S2) kann sich durch das Loslager im Punkt E horizontal bewegen.
Beide Stébe sind durch eine lineare Feder (spannungslos bei ¢ = 0) mit Federkonstante
co miteinander verbunden. Zusétzlich wirkt auf Stab 2 ein zeitabhéngiges Moment M (t).
Das aus den beiden Stében bestehende System befindet sich zum Zeitpunkt ¢ = 0 im Ru-
hezustand. In diesem Zustand beriihrt Stab 1 den Boden in Punkt A. Ein senkrecht nach
unten fallender Massenpunkt der Masse 3 st6kt mit Stab 1 in Punkt S; zusammen. Die
Geschwindigkeit des Massenpunktes unmittelbar vor dem Stof ist durch —ve, gegeben. Es
wird angenommen, dass der Stofs rein elastisch ist. Die Reibung wird vernachléssigt. Alle
anderen Zusammenhiinge kénnen der Skizze entnommen werden. Die Erdgravitationsfeld-
stirke g wirkt in der negativen e,-Richtung.
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Aufgabe 1

1.1 Geben Sie den Ortsvektor 7 vom Ursprung O zum Springer im {O. e, e,. €. }-
System an. Ermitteln Sie auerdem die zugehorige Geschwindigkeit v.

r=(+u)ec+ (h—w)e, +ve,
=((I + u) cos(wt) + vsin(wt))e, + (h — w)e, + (vcos(wt) — (I + u) sin(wt))e.
v =(tcos(wt) — (I + w)wsin(wt) + o sin(wt) + vw cos(wt)) e, — we,

+ (0 cos(wt) — vwsin(wt) — asin(wt) — (I + u)w cos(wt))e.

1.2 Geben Sie im Sinne der Relativkinematik die Fiihrungsbeschleunigungen
ap,, apr sowie die Coriolisbeschleunigung aco, und die Relativbeschleu-
nigung a,e des Massenpunktes in Abhéngigkeit der gegebenen Grofen an.
Als Relativsystem ist das korbfestfeste {A, e, e,, e, }-System zu verwen-
den.

a,. = iieg + Ve, + we;
Aoor = 2(—w)ec X (lee + e, + wer)

= —2uwe, + 2iwe;

aypp = —we; X (—we¢ X (uee +ve, +wec))
= —uw’es — 1w’e,
t
apr=0
apT = —lw2€5
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1.3 Geben Sie die Feder- und Dampferkraft F'r bzw. F'p vektoriell im Rela-
tivsystem {4, e¢, e, ec} an.

T R R —
= —c(ue; + ve, +weg)
il + 00 + w 1
Vau? + 0% + w2 V2 + 0% + w?
I e

ueg +ve, + we
3 1 ¢

Fp= (ue¢ + ve, + wey)

(uee + ve, + we)

1.4 Schneiden Sie den Massenpunkt frei und tragen Sie alle Trigheitskréfte
(mit Betrag und Richtung) im Sinne d’Alemberts in die gegebene Skizze
ein. Nutzen Sie fiir die Komponenten der Feder- und Dampferkraft ledig-
lich Frg, Fipe. usw. und tragen Sie die e.-Komponenten nur in die linke

Skizze ein.
€y €¢ c
A €¢ A e
mg
e en FF n
C F mw
_ Fg _ mlw? N
mu FDE T Wiom muw?
Fre my
20wm
D3

mvw
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1.5 Geben Sie die Bewegungsgleichungen des Massenpunktes an. Setzen Sie
hier die Komponenten von Fg bzw. F'p, ein.

it + v + ww

u? +v? 4+ w?

ut + v + ww

u? + 0?2 4 w?

uts + v0 + ww

u? + 0?2 4 w?

0 = mii + 2miw — mlw* — muw? + cu + ku
0 = mi — 2miw — mow? + cv + kv
0 =mi —mg + cw + kw

1.6 Fiir einen Sonderfall ergibt sich als Komponente der Dampferkraft in ec-
Richtung i
bre=arore
Linearisieren Sie diese Komponente fiir eine allgemeine Lage u = wy,
V=, W = wW.
Hinweis: Das Taylorpolynom 2. Grades einer skalaren Funktion f(x)
einer vektoriellen Variablen @ ist an der Stelle a durch Tsf(x)|z=a =
J(@)|o=a + V(@) |e=a(® — @) + (@ — a)T Hy(z)|e—a(x — @) gegeben.
2 200

Fp ¢ (ug, vo. wp) Nu‘é —iqjéﬂ.’;— " (H%Qf:;gqf:tf:jﬁﬁ(u — 1)

2kwing 2kwoi (uf + v)

T T 5 . 9 . 9.9 v — U s S S T
(ud + v+ wé)l( o) (u} + v} + w})?

(w — wy)
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Aufgabe 2 - I .o . -

2.3 Berechnen Sie die Tréigheitsmatrix [0f] der Zentrifuge beziiglich des In-
ertialsystems im {0”, e/, e}, €4 }-Koordinatensystem.

2.1 Geben Sie sowohl die Drehgeschwindigkeit wp des rotierenden {0, e}, €}, €} }-
Bezugssystems gegeniiber dem Inertialsystem als auch die absolute Dreh-

1 2 )2
geschwindigkeit w der Zentrifuge im {0, ef, €}, e/j }-Koordinatensystem o 6+ me N 20 o 0
an [91‘;] = 0 1eml +ml 0
) 0 0 ml?
Lm0 0
wp = des + fie; m =" Eme o
e = €} = cos(B)e}, + sin(f) el (2) 0 0 gml
e, =e, (3) . . o . - .
2 .4 Bestimmen Sie den Dral der Zentrifuge beziiglich des Inertialsystems
2.4 Best Sie den Drall D der Zentrifuge beziiglich des Inertialsyst
(2) und (3) in (1) einsetzen: im {0”. e}, e}, ] }-Koordinatensystem.
wp = acos(B)e! + fel + asin(B)el
: 0 o
wyz = de; + Bel + w.el D =w, -0
. ; L 17 17 : 1
= drcos(B)e] + ey + (we + asin(fB))el = 1—6777[2@ cos(B)ey + Emk?[ief_,’ + émk'?(we + asin(B))el

2.2 Bestimmen Sie den Vektor M© der duferen Momente der Zentrifuge

"

2.5 Werten Sie den Drallgesetz fiir die Zentrifuge beziiglich des Inertialsys-
beziiglich des Inertialsystems im {O”, e}, e}, e} }-Koordinatensystem.

tems im {O”, e}, €5, e} }-Koordinatensystem aus.

MO =U;JZ'00+UJB><DO

F, = —mges, e3 = sin(a)e}, + cos(a)e; . 17 . s 17 -
o 79 ,3/ ,3 - ( ey ., (@)es , wy - 0° =Em£2(ucos(ﬂ) — apBsin(pB))ey + Emﬁﬁe"_,’
e, = ey, e; = —sin(f)e; + cos(B)e; L
F, = —mg(— cos(a)sin(B)e] + sin(a)el + cos(w) cos(B)es) + g"’l€2(d sin(B) + aB cos(B)) e}

M =rps x Fy=/ley x F 1 5 - 15 5. .
o8 A " " wp x D° =(=mlw.fB — —Omfzdﬂsin(ﬁ))e'l’
= mygl(sin(a)e] + sin(pB) cos(a)e, + Oef) 8 L5 16 .
+ (1—;m€2d sin() cos(8) — gmﬁwed cos(fB))ey
M aus 2.2 einsetzen:

%mﬂ cos(B)i — 2me? sin( )8 + émﬁwe[k =mgl sin(a)
17 o 15 5 o 1o . .
Em/ B+ Emé‘ sin(/3) cos(B)&” — gmk‘ cos(B)wex =mgt cos(a) sin(f)

émﬁ(d sin(3) + a3 cos(B)) =0
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2.6 In einem anderen Fall werden die Bewegungen einer unsymmetrischen
Zentrifuge untersucht, die beziiglich des korperfesten, auf ihren Mas-
senmittelpunkt S bezogenen {S, &y, en,, €y, }-Hauptachsensystems die
Trégheitsmomente éih = A, (5}_’12 = B und éf_}s = ( besitzt.

Warum ist in diesem Fall die Auswertung des Dralles im {O”, ef. e}. e} }-
Koordinatensystem nicht von Vorteil? Begriinden Sie kurz.

09 ist zeitabhiingig
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Aufgabe 3

3.1 Bestimmen Sie den Ortsvektor rg sowie die zugehorige Geschwindigkeit
Vgs.
rs = (lcos(a) + a+ (R +r)sin(p))e, + (Isin(a) + a+ (R +r) cos(p))e,
vg = (R4 r)pcos(p)e, — (R+r)¢sin(p)e,

3.2 Geben Sie die kinematischen Zusammenhénge (), 21(p) sowie x2(y)
an.

0= (R+r)pcos(p)e, — (R+r)psin(p)e, — de. x (—rsin(p)e, — rcos(p)e,)
=

0= (R+1)¢pcos(p) — ri cos()

0= —(R+r)psin(p) + i sin(e)

. R+ ) R+ )

== = =——p dav(0)=¢(0)=0
x1 = (R + 1) sin(p)
Ty = (R+7)cos(p)

Nachfolgend ergeben sich folgende Zusammenéange:

) =4
1 = 4rsing
Ly = 4rcosp
rs = (a(2cosa + 1)+ 4rsing)e, + (a(2sina + 1) 4 4rcos p)e,
AuRerdem ist nun o # const. und das System dreht sich mit Winkelgeschwindigkeit

& = const. Hierbei handelt es sich um eine vorgegebene Bewegung. Nutzen Sie fiir
die folgenden Aufgaben nicht die Ergebnisse der vorherigen Teilaufgaben.

3.3 Berechnen Sie die kinetische Energie /£ des Systems.
vg = (—2adsin(a) 4 4r¢ cos(p))e, + (2ac cos(a) — 4rgsin(p))e,
1 . 1 4
L= §m|vs|z + 505w2

1 . . 1 .
= im((72ad sin(a) + 4rg cos(p))? + (2ad cos(a) — 4rosin(p))?) + z6mr2<pz

m(2a*6* + 8r*p* — Sardp(sin(a) cos(p) + cos(a) sin()) + 4r?p?)
m(2a*6* + 12r%p* — 8ardapsin(a + ¢))
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3.4 Berechnen Sie die potentielle Energie V' des Systems.

s 1
V= §clrf + 502x§ + mg(a(2sin(a) + 1) + 4rcos(p))

= 8c17” sin?(¢p) + 8car? cos? () + mg(a(2sin(a) + 1) + 47 cos(y))
NN in O
3.5 Berechnen Sie die Variation 0W der Arbeit der potentiallosen Kréfte.
oW = Mooy — kyi10xy — kododas
= 4Modp — 16kyr%p cos? (9)dp — 16kyripsin®(p)dyp
= 4(My — 4k p cos?(p) — 4hkar?psin?(p))de

3.6 Nutzen Sie die Langrange’schen Gleichungen 2. Art, um die Bewegungs-
gleichung des Systems zu ermitteln.

L=E—-V =m(2a*¢* + 12r*¢ — 8arapsin(a + ¢)) — 8c1r? sin’(p)
— 8cor? cos?(¢) — mg(a(2sin(a) 4+ 1) 4 4r cos(p))

oL .
;)Tb =24mr?p — 8mardsin(a + ¢)
[ OL .
C(lit(c)Ta =24mr*p — 8mard cos(a + @) (& + )
0L . .
(6)4,9 = — 8mardg cos(a 4 ) — 16¢,72 sin(p) cos() + 16¢o1% sin(i2) cos(p)
+ dmgrsin(p)

d ol oL
in ———

—_ 0.
dtdp g =

24mr*@ — 8mardag cos(a + @) (& + ) + 8mardag cos(a + ¢)
+ 16¢,7? sin() cos(p) — 16¢o1% sin(p) cos(p) — 4mgrsin(ep)
= 4(My — 4kyr?pcos(p) — dhor’psin®(y))
< 6mr’g — 2mard?® cos(a + @) + 4err? sin(p) cos(p) — dear? sin(y) cos()
—mgrsin(p) = My — 4kir2p cos® (@) — 4kar? @ sin’(p)
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Aufgabe 4

4.1 Schneiden Sie beide Stibe und den Massenpunkt wihrend des Stofies frei

und zeichnen Sie alle stofrelevanten Kréfte und Momente nach Newton
in die Skizze ein.

4.2 Bestimmen Sie die Lage rg,(¢) des Massenmittelpunkts von Stab 2 und

seine Geschwindigkeit v, (¢, ). Verwenden Sie das gegebene Koordina-
tensystem, dessen Ursprung in B liegt.

50 . /
Tsy = sin(p)e, + 1 cos(p)e,

50 .
vg, = Zgocos(«p)ez +

4¢7 sin(p)e,
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4.3 Stellen Sie die notwendigen Impuls- und Drehimpulssétze in integraler

Form und die Stofszahlgleichung fiir den Stokvorgang auf. Hinweis: Neh-
men Sie an, dass unmittelbar nach dem Stof v’ die Geschwindigkeitskom-
ponente des Massenpunktes in Richtung der Stofnormale ist und ¢ = o’
gilt (Drehrichtung der Stidbe beachten). Das resultierende Gleichungssys-
tem muss nicht gelost werden.

Stab 1: Drehimpulssatz um B

/(—FTé + %Dz cos(ip) + %Dy sin(y))dt = —05'

7
eB . m 2
=5 me
Stab 2: Impulssatz in x-Richtung

/Dtdt = (%[w’ cos(p))m

Impulssatz in y-Richtung

/(Ey — D,)dt = —%w’ sin(yp)

Drehimpulssatz um Sy

/(% sin(y) + % sin(p) — Dzl'k cos(y))dt = 0%
m?

12
Punktmasse: Impulsbilanz in Normalen-Richtung

951 — 052 —

/ Pt ="/ + vsin(p))
Stofzahlgleichung

S oWt
o

vsin(p)
N '+ W'l
qusin(p)
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Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass kein Stof zwischen dem Stabsystem
und Massenpunkt stattfindet.

4.4 Bestimmen Sie die Variation W (., dp) der Arbeit der Federkrifte.

l .
Freger, = C2 (21 sin(y))es = —F peder, i

. 14 . ) -
g, = 3 cos(p)dpe, — 3 sin(p)ope,

! . 14 !
07, = L cos(p)dpe, — 3 sin(p)dpe,

OWFeder,lmear = FFedeT,Kl N OrKl + FFeder,K2 N ()TKZ

) £2 ‘ . 62 c
= 2 sin(e) cos()p — - sinf) cos(0)de
2

= —202 sin(p) cos(¢)dep
4 rDrehfeder =0 50090

4.5 Die linearisierte Bewegungsgleichung eines vergleichbaren Systems fiir

19mi? col? mgl

1
M (1) wobei das dufiere Moment den zeitlichen Verlauf M (t) = M sin(t)
besitzt. Tragen Sie qualitativ die Vergoferungsfunktion der resultieren-
den Schwingungen gegen die Erregerfrequenz ) auf und markieren Sie
alle wichtigen Werte.

V(Q)

kleine Schwingungen um ¢ = 0ist gegeben durch ==+ ((:1 + - - T) p=

v




