Aufgabe 1
NI x >
\ >
g
ey

Ex

£ ///////////////

Betrachtet wird ein System bestehend aus einem starren Korper (Masse M, Massentrig-
heitsmoment Jg beziiglich Schwerpunkt S) und einem Massenpunkt (Masse m). Der starre
Korper rollt {iber eine Rundung (Radius ) auf einer horizontalen Unterlage und wird im
Punkt A durch eine horizontal wirkende Kraft F' belastet. Die Verdrehung des Korpers ge-
geniiber der vertikalen Achse wird durch die Koordinate ¢ beschrieben und die horizontale
Position seines Schwerpunktes S durch die Koordinate z.

In dem starren Korper ist im Abstand d zum Schwerpunkt S eine Nut eingefrist, in der sich
der Massenpunkt reibungsfrei bewegen kann. Die Verschiebung des Massenpunktes relativ
zum starren Kérper wird durch die Koordinate u beschrieben. Zwischen dem Massenpunkt
und dem starren Korper befindet sich eine Feder (Federkonstante c), welche fiir u = 0
entspannt ist.

Das {e., ey, €- }-System ist ein Inertialsystem. Im Schwerpunkt S des Starrkérpers befin-
det sich der Ursprung des kirperfesten {e¢, e, e }-Relativsystems. Die Erdbeschleunigung
wirkt in negative e,-Richtung.

Hinweis: Um die Beschreibung im Sinne der Relativmechanik zu vereinfachen, sind die
Beziehungen 1(u) = arctan (%) und {(u) = vVu? + d? als gegeben zu betrachten. Die expli-
ziten Ausdriicke in Abhéngigkeit von u sollen in den Rechnungen nicht eingesetzt werden.
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Im Folgenden wird ein Getriebe untersucht, welches die oszillatorische Bewegung eines
masselosen Hebels (Liange 2¢) iiber eine Stange (Masse M) in eine rein rotatorische Bewe-
gung einer Scheibe (Masse m, Massentragheitsmoment Jo = %mr2 beziiglich des Punktes
O) umwandeln soll.

Der masselose Hebel wird im Punkt B vertikal gefiihrt. Die Verdrehung des Hebels gegen-
iiber der festen Umgebung wird mit dem Winkel ¥ beschrieben. Der Hebel wird an einem
Ende im Punkt @ durch eine immer senkrecht zum Hebel wirkende Kraft ' = F'cos(yp) ey
belastet. Am anderen Ende ist der Hebel im Punkt P gelenkig mit der Stange verbun-
den. Im Punkt P befindet sich ebenfalls der Ursprung des hebelfesten Relativsystems
{e¢, ey, ec}- Die Stange wird in horizontaler Richtung gefiihrt, wobei ihre Verschiebung
durch die Koordinate x beschrieben wird. Am linken Ende der Stange ist eine Nut einge-
frést. In dieser Nut wird ein mit der Scheibe fest verbundener Bolzen reibungsfrei gefiihrt,
sodass die horizontale Bewegung der Stange mit der Drehung der Scheibe gekoppelt ist.
Die Drehung der Scheibe um den Lagerpunkt O wird durch den Winkel ¢ beschrieben.

Die Reibkraft in der horizontalen Fiihrung der Stange wird durch die konstante Kraft Fp
modelliert, welche immer entgegen der Bewegungsrichtung der Stange wirkt. Sonstige Rei-
bungseinfliisse und der Einfluss der Gewichtskriifte werden vernachlissigt. Das raumfeste
System {e., ey, €-} hat den Ursprung im Punkt O. Es gelten die Beziehungen z(¢ = 0) = 0,
U(p =0) =0 und 7 < 1. Alle weiteren Zusammenhénge sind der Skizze zu entnehmen.

d

Hinweise: g arcsin(z) = 11_127 Jcos?(z) dz = Lz + Lsin(2z) + C
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Eine homogene Walze (Masse m, Radius r, Massentrigheitsmoment Jg; = %mr2 beziiglich
Schwerpunkt S7) rollt auf einer kreisformigen Unterlage (Radius 3r) ab. Im Schwerpunkt
S1 der Walze wird der Endpunkt eines Stabes (Masse m, Lénge 4r, Massentragheitsmo-
ment Jgo = %mrz beziiglich Schwerpunkt Ss) drehbar gelagert. Der andere Endpunkt des
Stabes wird im Punkt A vertikal gefiihrt, wobei sich der Stab gegeniiber der Fiihrung ver-
drehen kann. Zwischen der Fithrung und dem Stab befindet sich eine Drehfeder mit der
Federkonstanten cy. Weiterhin ist eine Feder mit der Federkonstanten ¢ und ein viskoser
Déampfer mit der Dampfungskonstanten d in vertikaler Richtung zwischen Punkt A und
der festen Umgebung angebracht.

Die Verdrehung der Walze wird durch den Winkel ¢ beschrieben, die Verdrehung des Stabes
durch den Winkel ¢. Die vertikale Verschiebung des Punktes A wird mithilfe der Koordinate
u beschrieben. Beide Federn sind fiir u = ¢ = 0 spannungslos. Die Erdbeschleunigung wirkt
in negative e,-Richtung.
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Ansicht in der bewegten e,-e.-Ebene:
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Ein rotordynamisches System besteht aus einer masselosen Welle, einer Stange (Masse m,
Lange () und einem diinnen Rotor (Masse m, Radius 7).

Die masselose Welle wird iiber ein Antriebsmoment M (t) angetrieben. Die Verdrehung
der Welle gegeniiber dem raumfesten {g{ R g; R ng }-System wird durch den Winkel o be-
schrieben. Die masselose Welle ist im Punkt O {iber ein Gelenk mit der Stange verbun-
den. Das Gelenk ermdglicht eine durch den Winkel 3 beschriebene Verdrehung der Stange
beziiglich dem wellenfesten {e,, ey, e.}-System um die ey-Achse. Zwischen einem Ende
der Stange und der masselosen Welle wirkt eine Drehfeder mit der Federkonstanten cg,
die fiir 8 = 0 entspannt ist. Am anderen Ende der Stange ist ein Rotor drehbar gela-
gert. Der Rotor rotiert mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit w relativ zum stan-
genfesten {€./, e, e }-System um die e.,-Achse. Das rotorfeste {eg, e,. ¢ }-System besitzt
den Ursprung im Schwerpunkt S; des Rotors. Die Systeme {e[, QJ .ell, {es ey e.} und
{€sr. €y, €21} besitzen einen gemeinsamen Ursprung im Punkt O.

Die Trégheitsmatrizen des Rotors (R) beziiglich seines Schwerpunktes S; und der Stange
(St) beziiglich ihres Schwerpunktes Sz sind durch
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gegeben. Reibungseinfliisse und Einfliisse der Gewichtskraft werden vernachléssigt. Alle
weiteren Zusammenhinge sind der Skizze zu entnehmen.
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Aufgabe 1

1.1 Geben Sie die kinematischen Zusammenhinge @(¢) und (@) an. Geben
Sie zusitzlich z(¢) an, wenn x(p = 0) = 0 gilt.

t=-rp — w=-ro+C

x(sz):Céo - T=-Tp

T=-rp

1.2 Tragen Sie in die gegebene Skizze alle Beschleunigungsanteile des Mas-
senpunktes im Sinne der Relativimechanik ein. Geben Sie zusitzlich die
Betrige der Beschleunigungsanteile an. Als Relativsystem ist das korper-
feste {ee. ey, ec}-System mit Ursprung in S zu verwenden.

LUL

Qpep = U

apy =1 =19
afip = (u)¢?
i = U(w)p
eor = 2510
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1.3 Schneiden Sie den Massenpunkt frei und tragen Sie alle Kréfte im Sinne
d’Alemberts in die gegebene Skizze ein.

2mpu \

mi = —mrg

mlp?

1.4 Schneiden Sie den starren Korper frei und tragen Sie alle Kriifte und
Momente im Sinne d’Alemberts in die gegebene Skizze ein.
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1.5 Stellen Sie die Kréfte- und Momentenbilanzen fiir den starren Korper auf.

r: +Mr—R—F —cucosp+ Nysing =0 (1)
y: No— Mg— Njicosp — cusing = (2)

)

S —Jsp— Rr— Frsing + Nyu+ cdu=0 (3)

1.6 Stellen Sie die Kraftebilanzen fiir den Massenpunkt auf.

£ mil+ cu + mbpcosh — mlp? sing — mgsin + mr@cos o =0

0 Ny 4 2m@a + mb@sineg + mbd? cos — mgcos g — mr@sin g =

Im Folgenden soll der starre Koérper bei ¢ = 0 in Ruhe gehalten werden.

1.7 Welche Bedingung F'(u) muss die Kraft I erfiillen, damit der starre Kor-
per bei ¢ = 0 in Ruhe bleibt? Geben Sie die Bewegungsgleichung des
Massenpunktes fiir diesen Sonderfall an.

(3): Ni=myg
in(2): No=Mg+mg
in(l): R=-F-cu
in (3): Fr+cur+mgu+cud =0

S F(w) = —cu-— u(mg + cd) _ (C . mg:—cd) .

T
in (4): mii+cu=0 Bewgl inu (MP)

©)
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2.1 Bestimmen Sie die Zusammenhinge z(p) und 9 (p). Geben Sie die diffe-
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rentielle Verschiebung dx und die differentielle Verdrehung d+) in Abhén-
gigkeit von ¢ und dy an.

2x(p) =rsing

z(p) = Lsiny

— Y =sin?t (;simp)
dx = rcos (p)dp

N
dy = %d@ =

Bestimmen Sie die kinetische Energie T' des Gesamtsystems in Abhén-
gigkeit von ¢ und ¢.

& =rcos ()P
7=ty Lag
T Tyl

1 1
= §Mr2 cos?(¢)? + Zm,r2¢2

1 1
= (§Mr2 cos(p) + Emrz) &

Bestimmen Sie den Ortsvektor 1 vom Punkt O zum Punkt @) beziig-
lich des {e,,e,, e.}-Systems. Bestimmen Sie weiterhin den differentiellen
Verschiebungsvektor drg beziiglich der Einheitsvektoren {ec.e,.ec} in
Abhéngigkeit von ¢ und de.

Hinweis: Fiir eine moglichst einfache Rechnung bestimmen Sie den dif-
ferentiellen Verschiebungsvektor zuerst in Abhéngigkeit von ¢ und dt.
Verwenden Sie danach die Ergebnisse aus Teilaufgabe 2.1.

I, = (b+2(p) — 2lsing)e + 2(cos e,
= (b—{siny)e, + 2 cos d}gy

e = —sinye, — costhe
~r a3 ~

e =coste, —sinie
¢, = cosge, —singe,
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dﬁQ = —Lcosydrpe — 2€sin 1;“)dubf;

= ({sintpcosth — 2L banCObU)dl/W (€cos® 1 + 2¢sin® 1;“")d1[)5”

r r? 1 r
= —/( —sin sin® ¢ ———o——-—cospdype, + {(1 + sin®)deoe
A A oo A ( V)dde,
— Esm e
=cos
=dy
9 r2 .92
T 1+ & sin
= ——singcos pdpe, + rcos goz—@dgoe
YA € 2 . 9 -n
-z sin” @

Im Folgenden ist der fiir kleine Verhiltnisse 7 < 1 linearisierte differentielle Ver-
schiebungsvektor

-2
drg = =1 sin (i) cos () dip ¢ + 7 cos(¢) d

gegeben. Nutzen Sie in den folgenden Teilaufgaben dieses Zwischenergebnis und
nicht ihr Ergebnis aus der vorherigen Teilaufgabe.

2.4 Bestimmen Sie die Arbeit W der eingepriagten Kraft /' und der Reibkraft
Fg, die am System bei einer Bewegung von ¢ = 0 bis zu einem beliebigen
Winkel ¢ € [O. g] verrichtet wird. Wahrend der Bewegung soll ¢ > 0
gelten.

Wp = —FR (@) = —Frrsinp

F - cos (@) - rcos (p)dg

L5 +1sm )’P

[2
Fr {1<p + lsm 2¢)}

1 1
=W=Wr+Wp=Fr {55‘: + 1 sin(2<p)} — Frrsing
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5 Das System befindet sich bei ¢ = ¢ = 0 in der Anfangslage. Die Lage

@ = 7 soll mit einer Geschwindigkeit ¢ > 0 erreicht werden, damit das
System den Totpunkt iiberwinden kann. Wie grof muss dafiir die am He-
bel angreifende Kraft /7 sein? Nutzen Sie den Arbeitssatz.

To = 0

T —Ty=W (gﬂ: g)

Lo oo (T
= —mr g =W (a,-g)

4
0!
$1>0

- s
=W (¢—§)>0
:>%FT7T7FRT>O

45

B ANt

Zeichnen Sie in die gegebene Skizze die Lage des Momentanpols M P des
Hebels ein und skizzieren Sie qualitativ die Geschwindigkeitsverteilung
entlang der Strecke PQ. Zum dargestellten Zeitpunkt soll ¢) > 0 gelten.

Q
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3.1 Bestimmen Sie die Zusammenhsnge () und ¢ (¢). Es gilt u(p = 0) = 0.

u(p) = 8r(1 — cos )

‘rq’} < dro = u =49

o
o

Bestimmen Sie die Ortsvektoren rg; und 5o vom Ursprung O zum Schwer-
punkt S; beziehungsweise Sy in Abhéngigkeit von ¢. Bestimmen Sie eben-
falls die Geschwindigkeiten v o, und v, der Schwerpunkte.

rq, = 4rsinpe + 4rcos we,
Igy = 2rsinge + 6rcos e,
Vg, =4drocospe — 4rgsin we,

Vg, = 21 cospe — brosin ve,

3.

w

Bestimmen Sie die kinetische Energie T' des Gesamtsystems in Abhén-
gigkeit von ¢ und ¢.

%y = 16179
7Ey = 4r%p* + 32r%¢? sin® ¢
U2 _ 16(,’92
1. 1
TIV = 57”7'21 + §<]51’l;/}2
= 8mr?p? + 4mr?p* = 12mr2Q?

1 1
Ty = 577”%2 + 5-[@2952

4
= 2mr*p? + 16mr*p?sin® o + E'mw]g'o?
M5 2:2 02
T=Ty+Ts = ?mr @ + 16mr<p*sin® ¢
3.4 Bestimmen Sie die potentielle Energie V' des Gesamtsystems in Abhén-
gigkeit von ¢. Geben Sie dazu das verwendete Nullniveau an.
NN in O
1, 1 4
=V = 4mgr cos ¢ + 6mgr cos p + §cu‘ + §cd<,:‘
. 1
= 10mgrcos @ + 32cr?(1 — cos )* + 5@{,02
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3.5 Leiten Sie mithilfe der Lagrangeschen Gleichungen 2. Art die Bewegungs-
gleichung des Systems fiir die Koordinate ¢ her. 3.6 Linearisieren Sie die Bewegungsgleichung fiir kleine Werte von ¢ und ¢.
Leiten Sie aus der linearisierten Gleichung eine Bedingung fiir die Feder-

44 konstante ¢, ab, welche erfiillt sein muss, damit Schwingungen um die
L=T-V = (?m r? + 16m7? sin® c,o) @* — 10mgr cos ¢ — 32¢r*(1 — cos p)? Lage ¢ = 0 moglich sind.

1o,

A . . .
Arbeitspunkt: oy = po = @po =0
o = 8rpsinp 88
ﬂ — Srsing fo= mrg (? + 32sin? 99) + 32mr*p? sin p cos @ + 64dr?p sin® ¢
Tk
v du — 10mgr sin ¢ + 64cr?(1 — cos ) sin ¢ + cgp
Qu = —d?'/m = —64dr®psin® ¢
oL o . af 88 IS af
— = 16mr?2¢* sin p cos @ + 10mgrsin g — 64cr?(1 — cos @) sin g — cqp —/ =mri— —/ = —/ = —10mgr + ¢4
%) g\, 3 0@, de|,

Linearisierte Bewegungsgleichung:

oL . . 88 P
— <(—) = 16mr? 2sin @ cos p 2% + <§mr2 + 32mr? sin? c,:) @

B)
oL 4 . .
;7 = (gmrz + 16mr? sin® c,o) 2¢
d
di \ 0

88 .
= ?mrz(,b‘ + (g — 10mgr) o =0
N ——

=c

; 88 .
= mrip (— + 32sin? 99> + 32mr?p? sin p cos ¢ — 10mgrsin ¢ |
3 Schwingungen? ¢>0 = ¢4 > 10mgr
+64cr?(1 — cos ) sin @ + cqp = —64dr?psin® ¢
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Aufgabe 4

4.1 Bestimmen Sie die Winkelgeschwindigkeit /w' der Stange und die Win-
kelgeschwindigkeit ‘w® des Rotors im {e,, ¢,, €. }-System.

¢, ~=cosPe,—sinfe,
I, .St __ .. 2,

w' =ag, +Pe,
=—dsinfe, + ﬂ%/ + dcos Be,,

I%R :I%Sz‘, 4 wf;z/

= — dsinfe, + ﬂgy, + (dcosf+w)e,

=
o

Geben Sie die Tragheitsmatrix ‘Pg)) des Rotors beziiglich des Punktes O
sowie die Triagheitsmatrix (D(s(?) der Stange beziiglich des Punktes O im
{e, Ae_’UA ¢/ }-System in Abhéngigkeit der Systemparameter an.

Lmr? + me? 0 0
(0) 4 10,2 2
o7 = 0 amrs 4+ L 0
0 0 smr?
gm0 0
<I>(S?) = 0 Fmf? 0
0 0 0

4.3 Bestimmen Sie den gesamten aus der Drehung des Rotors und der Stange
resultierenden Drehimpuls L(© des Systems beziiglich des Punktes O.

o) _ O)I, R
qu) = ¢pw

1 . . 1
= (Zmr2 + méz) (7(’1' sinfe , + ﬁgu,) + imr2 (drcos B+w)e,
© _ g s _ Lol s
Ly = 05w = 3m£ ( asinfe , + ﬂg_y,)

) _ (0) (0)
L = Ly +]~“«St

1 4 . 1
= <Z,m.2 + 5771(2) (—('y sin /35:[:, + Bgy,) + 5171,7,2 (Gcos B4 w) e,
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4.4 Bestimmen Sie das dufere Moment 1\[5))., welches in Richtung des Ein-
heitsvektors ¢, beziiglich des Punktes O auf die Stange wirkt.

MY = —c,8

4.5 Bestimmen Sie die Bewegungsgleichung des Systems fiir die Koordinate (.

L — M(O)
Stq7,0)
L(O) _ (ilLf +1%S1‘ x L(o)
= (L e isinf — afcosf) e, + Be
= Zmr +§m, [(—ubm, — &f cos )(~‘1,'+l(~’y]

1 .
+5mr? ((v cos B — afisin ﬂ) c,
+ [—(}, sin fe_, + ,l?_(; .+ eeos fBe ,] X
T y z
oo, 4 5 L ,
szr + §m£ ) (—u sinfle , + ﬂgy,) + Zmi (dcosf+w)e,
. 1 4 .1
L(O) e, = (Zmr? + gmlﬂz> B+ §mr2 (qvcos B+ w) asin B
— l'mr? + %m[? &* sin B cos B
i gml’ ) d :
1 4 . 1 4
= (ZmTQ + gmf:‘2> B+ (ZmrQ - gmlfQ> & sin B cos B

1
+§mr2dw sinf8 = —cyf
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Im Folgenden wird das Antriebsmoment M (t) so gewihlt, dass sich eine konstante
Drehzahl & =  der Welle einstellt. Fiir diesen Fall sei dieum 8y = £, 8, = 0,8, = 0
linearisierte Bewegungsgleichung des Systems fiir kleine Abweichungen A = — 3,
durch

(imrQ + %mlﬁ) AB+ [(%mé? - imrﬂ) 0%+ cd] AB = —%merw — %
gegeben.

4.6 Bestimmen Sie die ungeddmpfte Eigenkreisfrequenz wy des linearisierten

Systems.
1, 4
e = =M —me?
M 4mr’ + 3m
4 1
c = (5771,[2 - ZmrQ) D 4y
-
Wy = —_—
Mme

4.7 Geben Sie eine partikuldre Losung der linearisierten Bewegungsgleichung
an.

1,....20), i
—smriQw — ¢y

ABp =
pr (3me? — mr?) Q2 + ¢4
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