Aufgabe 1
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Ein Rahmen (Masse M, Massentrigheitsmoment Jg beziiglich Schwerpunkt S) ist iiber
eine masselose Stange (Lénge () mit dem Festlager in Punkt O verbunden. Der Rahmen
dreht sich infolge eines Momentes M, (t) mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w. Inner-
halb des Rahmens wird ein Massenpunkt (Masse m) reibungsfrei gefiihrt und zusitzlich
iiber zwei Federn (Steifigkeiten k) elastisch gelagert. Die Verschiebung des Massenpunktes
wird durch die Koordinate u beschrieben. Die Federn sind fiir u = 0 entspannt.

Das {el, ¢!, el}-Bezugssystem ist raumfest. In Punkt O befindet sich der Ursprung des
rahmenfesten {e,?, fj ,e}-Bezugssystems. Die Erdbeschleunigung g wirkt in positive e/-
Richtung. Alle Reibungseinfliisse sind zu vernachléssigen.
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Ein Massenpunkt (Masse m) st6ft mit der Geschwindigkeit v auf einen ruhenden starren
Kérper, bestehend aus zwei Massenpunkten (Gesamtmasse 2m, Massentrigheitsmoment
Js = 2mr? beziiglich Schwerpunkt S) und einer masselosen Verbindungsstange (Liinge 2r).
Der starre Korper wird, wie in der Skizze dargestellt, in Punkt P entlang einer Nut in hori-
zontaler Richtung reibungsfrei gefiihrt. Die Lage des Punktes P wird durch die Koordinate
xp angegeben. Die Verdrehung des starren Koérpers wird durch den Winkel ¢ beschrieben.
Es wird angenommen, dass der Stofvorgang vollplastisch verlduft.

Das {gé,gyj,gj}»Bezugssystem ist raumfest.Die Erdbeschleunigung g wirkt in negative ¢/-
Richtung. Alle Reibungseinfliisse sind zu vernachlissigen.
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Auf einem Keil mit der Masse M, dessen Schrige mit der Horizontalen den Winkel
bildet, rollt eine homogene Walze mit dem Radius R, der Masse m, dem Massentrigheits-
moment Jg; = ’”TRZ beziiglich Schwerpunkt S;. Die Walze wird in ihrem Schwerpunkt Sy
reibungsfrei vertikal gefiihrt. Die Lage des Schwerpunkts S; wird durch die Koordinate y;
und die Verdrehung der Walze durch den Winkel ¢ beschrieben. Der Keil wird in den Punk-
ten A und B reibungsfrei horizontal gefiithrt. Die Lage des Schwerpunkts Sy wird durch
die Koordinate x5 angegeben. Es gelten die Beziehungen y; (¢ = 0) = 0 und 29(p = 0) = 0.

In Punkt D der Walze greift eine in negative ¢/-Richtung wirkende konstante Kraft Fp
an. Der Bewegung des Keils wirkt eine Feder (Steifigkeit k) entgegen, die fiir y; = 2 =0
und ¢ = 0 entspannt ist.

Das {e/, gyl ,el}-Bezugssystem ist raumfest. Die Erdbeschleunigung ¢ wirkt in negative
g;—Richtung. Weitere Zusammenhinge sind der Skizze zu entnehmen.
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Seitenansicht Draufsicht

Infolge der Energiekrise versucht man auch bei Fahrzeugen Energie einzusparen. Beispiels-
weise besteht die Moglichkeit, mit der bisher beim Bremsen in Wérme umgewandelten
kinetischen Energie, ein Schwungrad anzutreiben. Zum Beschleunigen eines Fahrzeuges
konnte die im Schwungrad gespeicherte kinetische Energie wiederverwendet werden.

Mit obigem Modell sollen mogliche Auswirkungen auf die Fahrstabilitdt untersucht wer-
den, die infolge des auftretenden Kreiselverhaltens des Schwungrades bei der Kurvenfahrt
entstehen. Das auf einem Fahrzeug gelagerte Schwungrad (Dichte p, Radius r, Dicke d,
Massentrigheitsmomente Jg, J, und J beziiglich des Schwerpunkts ) wird als homogene
Scheibe modelliert und rotiert mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit ¢ reibungsfrei
um die fahrzeugfeste e,-Achse. Gleichzeitig durchfihrt das Fahrzeug in der horizontalen
Ebene eine Rechtskurve (Radius R) mit der konstanten Geschwindigkeit v.

Das Bezugssystem {ef, e[, e!} ist raumfest. Das Bezugssystem {e,r, ey, €2} ist fahrzeug-
fest. Das mitrotierende Bezugssystem {e, €,), ¢¢ } ist ein Hauptachsensystem des Schwungra-
des. Die Erdbeschleunigung g wirkt in negative ¢/-Richtung. Weitere Zusammenhinge sind
der Skizze zu entnehmen.

Hinweise:

/\/aZ—xzdxzé( a? — 2%+ aarcsm(z))
/\/ (a? — 22) dx—%(Saz—Zx ) Va2 — a2 + 3a* arcsm( ))
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Aufgabe 1

1.1 Bestimmen Sie die absolute Beschleunigung g des Massenpunktes. Driicken

1.

(3]

Sie Thre Ergebnisse mithilfe der Einheitsvektoren {g e f, e’ } aus.

r

r
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=1+ ue® =l cos(wt)e! + Isin(wt)e’ + ue®
® - v o

— lwsin(wt)e + lw cos(wt)gy’ + zlgf + (wef) x (ugf)

—_—————
:—uugf
— =12 cos I _ 1 = B .. B - B
=i=lw ( cos(wt)e, blIl(wt)Qy) +ie | + (we,) x (ugp)
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—iwe,” — (we) X (uwe”)
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=—lw?e? +ief — 20we? — uw?e?
~r ~p ~r ~p

Schneiden Sie den Rahmen und den Massenpunkt im Sinne von d’Alembert
einzeln frei. Tragen Sie simtliche Krifte und Momente einschlieflich even-

tuell vorhandener Trigheitswirkungen ein.
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Stellen Sie die Kriftegleichgewichte des Massenpunktes auf.

QTB ¢ — N+ 2miw + mlw® + mg cos(wt) = 0
gf ¢ —2cu — mii + muw? — mgsin(wl) = 0

Stellen Sie das Momentengleichgewicht des Rahmens beziiglich des Fest-
lagers auf.

M, (t) 4+ 2lcu — Isin(wt)Mg —uN =0

Bestimmen Sie die Bewegungsgleichung des Systems und geben Sie das
Moment M,(t) an, das bendtigt wird, um die konstante Rotation des
Rahmens zu erzeugen.

Bewegungsgleichung: mii + (2¢ — mw?)u = —mg sin(wl)

mit N = 2miiw + miw® + mg cos(wt)
folgt M, (t) = —2lcu + I sin(wt) 4+ u(2miiw + mlw?® + mg cos(wt))
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Aufgabe 2

2.1 Schneiden Sie den Massenpunkt sowie den starren Korper zum Stofszeit-

punkt frei und zeichnen Sie alle stofrelevanten Krifte ein.

2.2 Stellen Sie die fiir den Stof relevanten Impuls- und Drehimpulsgleichun-

2.

w

gen auf.

Massenpunkt:

K =m(Viy —viz) = m(Vig —v)

(0 =m(Vay — vyy) =mVry = V3 =0)
Starrkorper:

K= 2m(Vsy — vsy) = 2mVs,

N= 2m(Vsy — vgy) = 2mVsg,

Krcosg — Nrsing = Jg(Q — w) = 2mr*Q

Ermitteln Sie in Abhéngigkeit von ¢ zwei kinematische Beziehungen zwi-
schen den unbekannten Geschwindigkeiten unmittelbar nach dem Stof.

kinematische Grundgleichung:

V,=V,+ (ngl) X (—rsinu;gzl +rcos<pgy1>
— Vpe = Vgz —rQcos

— Vpy = Vgy —rQsing <0
Stofzahlgleichung:

Va:_vv !
e= L0V =V

Vpgz — Viz

Vie =
0 —

Vse — r€2cos

Vsy — rQdsing
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2.4 Berechnen Sie fiir den Sonderfall ¢ = 0 mithilfe der Impuls- und Drehim-
pulsgleichungen sowie der kinematischen Beziehungen die Geschwindig-
keiten unmittelbar nach dem Stof.

K = m(Vi—v) (1)
—-K = 2mVg, 2)
N = 2mVy, (3)
Kr = 2mr’Q (4)
Vie = Vi —1Q (5)
Vsy =0 (6)

aus (1) und (2): 0="Vi, +2Vg, —v (7)
aus (2) und (4): 2mrVs, = —2mr?Q  (8)

aus (7) und (8) folgt:
Cv—Vi

Vse = 5 = —rQ

Vie = v+ 2rQ

mit (5) folgt: Viy — Ve, +7Q2 =0
v

— 0= 7?

= Vs = ?‘

= Vi = 5
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Aufgabe 3

3.1 Geben Sie y; und x5 in Abhéngigkeit des Winkels ¢ sowie der Systempa-
rameter an.

Rollbedingung:
Vv, =g T (gbfgz]) X (7Rs'1n(n/)§; — Rcos(n)gj)

=—Rgsin(a)e!+R¢cos(a)e!
Y 2

3

T

) = = ]

Lo Yy = T2€,
-

) =

Ygy he,

— &9 = Rpcosa — x9 = Rpcosa
— U1 = Rpsina — y; = Rpsina

3.

(3]

Schneiden Sie das Gesamtsystem von seiner Umgebung frei und tragen
Sie alle Kréfte und Triagheitswirkungen ein.

VTR IS
Miy CT2 OS2

g g

3.3 Bestimmen Sie den Ortsvektor r,, vom Ursprung O zum Angriffspunkt
der Kraft F)p sowie den virtuellen Verschiebungsvektor or .

r, = —Rsin(p)e] + (y1 + Reos(p)e,

} or, : Oy . .

or,, = T@Dw =-R cos(,:)hgag; + (% — Rsin ,9) (Wgyl
0

mit h Rsina

D
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3.4 Geben Sie die virtuelle Arbeit ¢WW an. Ermitteln Sie mithilfe des Prinzips
von d’Alembert in der Lagrangeschen Fassung die Bewegungsgleichung
des Systems in der Koordinate .

Aufgabe 4

4.1 Berechnen Sie die Massentrégheitsmomente Je, J, und J¢ beziiglich des

Sy = Rsin(a)dy Schwerpunkts S im schwungradfesten {g{,gn.,gg_}—Bezugssystem.
0x2 = Rcos(a)dp
or, = - Rcos(tp)zw + (Rsina — Rslmp)ou,c S 2 d 2
W = = Ja1gdp — (mijs + mg)oy: — FDQI 01, — (M + cxo) 0w, Jo= ///T prdrdfdz = /’ = /)mzdj B
= — Jsigdp — (mRsin(w)@ + mg)Rsin(a)dp + FpR cos(p)dyp -4 0 dm= ”W -

— (MR cos(a)@ + R cos(e)p) R cos(a) 5o = 0

Skizze:

Bewegungsgleichung:

(Js1 +mR%sin®(a) + M R? cos®(a))¢ + cR? cos*(a)p = FpRcos — mgRsin

=T
1 2402 — 2 = 2 2
mit  Jg = §mR2 folgt Cnr=r = n=Hyri=¢
(g +msin®(a) + M cosQ(a)) R+ cReos*(a)p = Fp cosp — mgsina
Fiir eine bestimmte Parameterwahl ergibt sich die Bewegungsgleichung o
/7=
O+ p="Ficosp+ Fysina. Je=J) = / / /(n + ¢} pd¢dndé
3.5 Linearisieren Sie zunichst die Bewegungsgleichung fiir kleine Winkel ¢. TV
Bestimmen Sie dann die vollstindige Losung fiir die Anfangsbedingungen 22 4
©(0) = 0 und ¢(0) = 0. =8 / / / i + (%) d¢dnde
o 0 0

fiir kleine Winkel ¢ gilt: o+ ¢ = F} + Fysina
————

konst. 3
= 8/) i C+ d7/d§
e = oty 0 %,—0/
©on Acost + Bsint =+
¢, = C=konst. »>C =F, + Fysinw rTd Bovree [d d?
Pp 1 2 a a : 20: g -
:SP/ {6’} +ﬂ’}} dg¢=38p 6\/(7‘z —52)3'*‘%\/#—&2(15
¢ = Acost+ Bsint+ Fy + Fysina 0 0
¢ =— Asint + Bcost 31,
v =8p 6%(37”1 arcsin(1) —3r* arcsin(0)) + %%(rz arcsin(1) — arcsin(0))
N—— N—— —_—
¢0) = 0 = B=0 ey = T ~
. 3mr d 7r? prrd mr md
0) = 0 = A=—(F+Fsina = o) = — 4+ —
#(0) (Fi+ Fysina) {96 } iz Gr ) =Tt

= ¢(t) = (F; + Fysina)(1 — cost)
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Verwenden Sie im Folgenden die Massentrigheitsmomente Jo = B, J, = B und
Je = A. Setzen Sie die Ergebnisse aus Teilaufgabe 4.1 nicht ein.

4.2 Bestimmen Sie die Winkelgeschwindigkeit ) des Fahrzeugs im fahrzeug-
festen {gwgy/,gz,}-Bezugssystem.

Q= _QQ_E, = _EQ’”'

4.3 Bestimmen Sie die Winkelgeschwindigkeit w des Schwungrades im schwungrad-
festen {eg, e,, e }-Bezugssystem.

-Q . _ v .
w=Q+pe = —pe, +og

3 — cos e — sin e
mit ¢, = cospe, —singe

v . ,
w= 717%(00&;56 - smg&gﬁ) + e

4.4 Ermitteln Sie mithilfe des Drehimpulssatzes die Momente M, M{* und
MC(S), die von aufsen auf das Schwungrad wirken.

mit Eulerschen Kreiselgleichungen:

Je=Jy,=B, Jc=A, ¢=konst., v =konst.

v v
we = — [ COSQ — we = Egosimp

v . v,
Wy =+ sy %w,,:}—%wcosgo

R
Ld(:gb —>LLJ<:0

v

. v, . v,
Més) = Jewe — (Jy — Je)wpwe = Bﬁgosmcp — (B - A)Rg: sing = Aﬁg:)smgo
M) = Jyiy — (J; — Je)wewe = B%gocos«p +(A- B)%(ﬁcosap = A%gbcos«p
AI(S) = JCUJC — (Jg - J,/>UJ§UJ” =0
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4.5 Bestimmen Sie mithilfe der Ergebnisse aus Teilaufgabe 4.4 das Moment

M) = ]\/[E(S)g5 + M,ss)g” + Més)gC im {QZ”gy”gz,}-Bezugssystem. Geben

Sie das vom Schwungrad auf das Fahrzeug wirkende Kreiselmoment M
an und zeichnen Sie es in die Skizze ein.

&m

) )

VS — S+ M®e 1+ S
MO = MTe, + MPe + M

g, =cospe, =+ sin gogy,

e = —singe , + cos ve,

'

M = [M; cos p — M, sin ] e, + [Mesinp + M, cos ¢] e, T Me,
= Azﬁg: sin @ cos ¢ — A%g’: sin ¢ cos go] e, + [A%g{o sin® @ + Azﬁg: cos? 50]

%

v, .
= Aﬁwsy, = AQge,

Vo= MO — 4
M, =-M" = -AQ¢e ,




