Aufgabe 1

Betrachtet wird ein System bestehend aus einer Kreisscheibe (Masse M, Radius r und
Massentragheitsmoment Jg bzgl. des Schwerpunktes S) und einem Massenpunkt (Masse
m). Die Scheibe rollt in einer halbkreisférmigen Aussparung mit dem Radius R. Die Lage
des Schwerpunktes S entlang der halbkreisformigen Aussparung wird mit dem Winkel ¢
beschrieben. Der Winkel ¢ beschreibt die Verdrehung der Scheibe gegeniiber der vertikalen
Achse. Es gilt ¢(¢p = 0) = 0.

In der Scheibe ist eine Nut eingefrist, in der sich der Massenpunkt reibungsfrei bewegen
kann. Die Verschiebung des Massenpunktes relativ zur Scheibe wird durch die Koordinate
u beschrieben. Zwischen dem Massenpunkt und der Scheibe befindet sich eine Feder (Fe-
derkonstante c¢), welche fiir u = ug entspannt ist.

Das {€,. €, €-}-System ist ein Inertialsystem. Das Zylinderkoordinatensystem {é,, €, €.}
dient zur Beschreibung der Position des Schwerpunktes S der Scheibe. Im Schwerpunkt S
befindet sich der Ursprung des kirperfesten {&, &, € }-Relativsystems. Die Erdbeschleu-
nigung wirkt in positive €,-Richtung.
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Aufgabe 2
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Im Folgenden soll ein Deckenkran untersucht werden, der mit seiner Laufkatze in den An-
schlag fahrt.

Die Laufkatze (Masse M) ist in vertikale Richtung an der Decke gelagert und kann sich
lediglich in horizontale Richtung bewegen. Die Position in horizontale Richtung wird durch
die Koordinate y beschrieben. Im Schwerpunkt S der Laufkatze ist eine masselose Stange
(Lange {) iiber ein Drehgelenk verbunden. Die Verdrehung der Stange zur Vertikalen wird
durch den Winkel ¢ beschrieben. Am Ende der Stange befindet sich die Last (Masse m),
welche durch einen Massenpunkt modelliert wird.

Die Laufkatze stoft mit der Geschwindigkeit § = vy gegen die starre Wand. Unmittel-
bar vor dem Stof besitzt die Stange den Winkel ¢ = ¢ und die Winkelgeschwindigkeit
¢ = w. Die Stofzahl ist allgemein durch & gegeben. Das {€,, €, €- }-System ist raumfest
und die Erdbeschleunigung zeigt in negative €,-Richtung. Alle Reibungseinfliisse sind zu
vernachléssigen.



Aufgabe 3

konstante Reibkraft Fr

Eine homogene Walze (Masse M, Radius R, Massentragheitsmoment Jg beziiglich Schwer-
punkt S) rollt auf einer um den Winkel « zur Horizontalen geneigten Ebene. Die Walze
wird {iber ein duleres Moment 7" angetrieben. Zusitzlich ist die Walze gelenkig im Punkt
P an eine masselose Stange (Lénge ¢) gekoppelt. Das andere Ende der Stange ist im Punkt
Q gelenkig an einen Klotz (Masse m, Schwerpunkt im Punkt K) gekoppelt, welcher sich
ohne zu kippen entlang der Ebene bewegt. Die Reibung zwischen dem Klotz und der Ebe-
ne wird iiber eine konstante Reibkraft F modelliert, die immer der Geschwindigkeit des
Klotzes entgegengerichtet wirkt.

Die Positionen der Walze und des Klotzes entlang der Ebene werden durch die Koordina-
ten zo beziehungsweise x1 beschrieben, die Verdrehung der Walze mit dem Winkel . Die
Erdbeschleunigung wirkt entlang der Vertikalen. Alle weiteren Zusammenhénge sind der
Skizze zu entnehmen.
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Aufgabe 4

System mit Authéngung: Draufsicht Quadrocopter:

Die Gierbewegung eines Quadrocopters soll an einem Priifstand untersucht werden. Hierzu
ist der Quadrocopter an einer masselosen Stange (Lange () befestigt, welche drehbar im
Punkt O gelagert ist. Der Quadrocopter besteht aus einem Triger (Masse M und Schwer-
punkt im Punkt S), an dem vier kreisrunde Rotoren (jeweils Masse m) im Abstand d zum
Schwerpunkt S angebracht sind.

Die Stange kann sich im Punkt O gegeniiber dem raumfesten {€,, €, €;}-System (Inerti-
alsystem) mit dem Winkel o um die &,-Achse verdrehen. Das andere Ende der Stange ist
drehbar mit dem Schwerpunkt S des Trigers verbunden. Die Verdrehung des Triigers rela-
tiv zur Stange wird mit dem Winkel ~ beziiglich des stangenfesten {€,, €, €./ }-Systems
beschrieben. Das tragerfeste {€,, &y, €. }-System besitzt den Ursprung im Schwerpunkt
S des Trigers. Die zwei Rotoren 1 und 3, welche sich auf der €,.-Achse befinden, be-
sitzen die selbe Winkelgeschwindigkeit w; und die Rotoren auf der €,-Achse die selbe
Winkelgeschwindigkeit ws, deren positive Richtungen in der Skizze gekennzeichnet sind.
Die Winkelgeschwindigkeiten w; und we sind relativ zum triagerfesten System eingefiihrt
und nicht konstant, da sie durch auf dem Triiger angebrachte Motoren angetrieben werden.

Die Trégheitsmatrizen des Trigers (T) beziiglich des Schwerpunktes S und des Rotors R;
(i =1,2,3,4) beziiglich des jeweiligen Schwerpunktes Sg; sind durch
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gegeben. Der Auftrieb der Rotoren und alle Reibungseinfliissse werden in diesem Modell
vernachléssigt und die Erdbeschleunigung wirkt in €.-Richtung. Der Quadrocopter ist sym-
metrisch zur €, und €,/-Achse aufgebaut. Alle weiteren Zusammenhénge sind der Skizze
zu entnehmen.
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Aufgabe 1

1.1 Bestimmen Sie den kinematischen Zusammenhang ¢(z)). Geben Sie zu-
sitzlich (1)) an.
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1.2 Geben Sie die Beschleunigung ds des Schwerpunktes S an und driicken
Sie diese in Abhéngigkeit von ¢) und ¢ aus.
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NamMe: oo Matrikelnummer: ......................

1.3 Tragen Sie in die gegebene Skizze alle Beschleunigungsanteile des Mas-
senpunktes im Sinne der Relativmechanik ein. Geben Sie zuséitzlich die
Betriige der Beschleunigungsanteile an. Als Relativsystem ist das korper-
feste {€. &, € }-System mit Ursprung in S zu verwenden.

) 2
apy = - r’l/)
ag,)T =
a%}% = w?
ay = up

ey = U

Qo = 20010
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1.4 Schneiden Sie den Massenpunkt frei und tragen Sie alle Krifte im Sinne
d’Alemberts in die gegebene Skizze ein.
f mag)R
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MAcor
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1.5 Schneiden Sie die Scheibe frei und tragen Sie alle Kréfte und Momente
im Sinne d’Alemberts in die gegebene Skizze ein.
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. . o 1 . . Aufgabe 2
1.6 Stellen Sie die Kréftebilanzen fiir den Massenpunkt auf.

2.1 Bestimmen Sie die Geschwindigkeit ¢, der Last in Abhingigkeit der

2 \ e - Coe .
S : . r : Laufkatzen-Geschwindigkeit 3 und der Winkelgeschwindigkeit ¢ der Stan-
et muy? — mii — c(u — ug) — mg cos(yh) — m 2 cos(p + 1)) e ! grett y & grett @ ‘
R—r ge.
—mrisin(e +1¢) =0
; ; 2 U, = Us+d X7
€0 Ny —2mapi — mu) + mgsin(y) + m P2sin(p + ) L= s sk
—r

= gé, +¢c. x (—lcos(p)eé, — Isin(p)é,)

— mri cos(o + 1) =
mri cos(p + 1) =0 = (9 —lpcos(p))é, + lsin(p)c,

2.2 Schneiden Sie die Laufkatze und die Last zum Stofzeitpunkt frei und
zeichnen Sie alle stofrelevanten Kréfte, und nur diese, in die gegebene

Lo . ) Skizze ein.
1.7 Geben Sie die Bewegungsgleichung des Massenpunktes fiir den Sonderfall

an, dass die Scheibe bei 1) = 0 fixiert ist.

mii + c(u — up) +mg =0
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2.3 Stellen Sie die Impulsgleichungen fiir die Laufkatze und die Last auf.

M:
o [ (s Ssina)at = MY - w) W
[ / — Scos(pp))dl = 0 ®)
At
1
Gy /At Ssin(pg)dt = m(Vy, —vr,) (3)
€yt Scos(po)dt = m(Vi, — o) (4)

At

2.4 Bestimmen Sie aus der StoRzahlgleichung die Laufkatzen-Geschwindigkeit
9 = V unmittelbar nach dem Stof.

V-0 -
e = g = V=-cu (5)
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2.5 Bestimmen Sie die Winkelgeschwindigkeit ¢ = Q der Stange unmittelbar
nach dem Stof in Abhéngigkeit der Systemgrofen vor dem Stof.

(3) - cos(po) — (4) -sin(po) -

0 =m(Viy — vry) cos(wo) — m(Vi, — vr,) sin(egg)
< 0= (V —1Qcos(pn) — vo + lw cos(¢) ) cos(¢p)
— (IQ2sin(pp) — lwsin(po)) sin(eo)
< 0= (V —uy)cos(p) — 12+ lw

mit (5):

— (14 &)y cos(wp) + lw =1
(1+¢) COS((,:O)T
— W

= Q=w-
l
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Im Folgenden wird der Sonderfall eines vollplastischen Stofes fiir die Parameter
wo = 0 und w = 0 betrachtet. Zusitzlich sei die Laufkatze nach dem Stof durch eine
Arretierung fest mit der starren Wand verbunden. Fiir diesen Sonderfall ergibt sich
die Winkelgeschwindigkeit

Vo
0=-2
14

der Stange unmittelbar nach dem Stofs.

2.6 Nach dem Stof soll die Stange den maximal zuldssigen Winkel @0, = T
nicht {iberschreiten. Bestimmen Sie die maximal zulissige Geschwindig-

keit vg mas der Laufkatze vor dem Stofs.

Energiesatz:
(Nullniveau des Schwerepotentials auf Hohe von S)

1
o §m(1¢)2 V = —mgl cos(y)
I
TO = imz‘é.maz Vb = 71”'(][
T1 ; 0 \/1 = —'m,yl COS(gDmaz)
= L wi = ! (W)
2"’10.ma7: myt = gt cos 4

U(Q).ma.v = 291 - \/ig]
Vo,maz = (2 - \/i)gl

Aufgabe 3

3.1 Bestimmen Sie die kinematische Beziehung z2(¢). Es gilt z2(p = 0) = 0.

3.2 Geben Sie die Ortsvektoren rp und rg vom Ursprung O zu den Punkten /°
beziehungsweise () an. Bestimmen Sie die kinematische Beziehung 1 (¢)
in Abhéngigkeit des Winkels .

7p = (R —rcos(p))é, + (z2 — rsin(p))é,
g = 1€, + Reé),

(7 = 7g)* = I

(Rc,o — rsin(p) — xl>

(ch —rsin(p) — 331> = /12 —1r?cos?(p)

o
Il
~
[

+ (R —rcos(p) — R)2

= x1(p) = Rp —rsin(p) — /12 — 12 cos?(p)

2
= Ry —rsin(p) —14/1 — %cos%p)
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Im Folgenden ist die fiir kleine Verhiltnisse 7 < 1 linearisierte kinematische Bezie-
hung () als

21(p) = Ry — rsin(p) — ¢
gegeben. Nutzen Sie in den folgenden Teilaufgaben dieses Zwischenergebnis und
nicht ihr Ergebnis aus der vorherigen Teilaufgabe.

3.3 Bestimmen Sie die kinetische Energie T' des Gesamtsystems in Abhén-
gigkeit von ¢ und ¢.

1 1 1
T = 51’\[.@% + §Js¢2 + im:i? iy = Rp — rcos(p)p
1 N . .
- 5(JS + MR*)* + im(ﬁ2 — 2Rr cos(p) + r? cos®(p) ) ¢*
1 .
= 5(JS + (M 4+ m)R? + mr? cos® () — 2mRr cos(p) ) >

3.4 Bestimmen Sie die potentielle Energie V' des Gesamtsystems in Abhén-
gigkeit von ¢ und geben Sie die virtuelle Arbeit der potentiallosen Kréfte
und Momente 0WW in Abhéingigkeit der virtuellen Verdrehung d¢ an.
Nullniveau des Schwerepotentials auf Hohe des Ursprungs O:
. R .
V = mgaq sin(a) + myz cos(w) + Mgxa sin(a) + Mg R cos(w)
R
=mgsin(a) (Re — rsin(p) — 1) + Mgsin(o) Re + my5 cos(a) + MgR cos(a)
duy .

dwy = =0 = (R —rcos(p))dp
v

= oW = (—FR sgn (R — rcos(@)p) (R —reos(p)) + T) dp

1=Qv>
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3.5 Leiten Sie mithilfe der Lagrangeschen Gleichungen 2. Art die Bewegungs-
gleichung des Systems fiir die Koordinate ¢ her.

L=T-V
=A

N —

(,/5 + (M +m)R? + mr? cos*(p) — 2mRr cos(go))«,b2

R
— (M + m)gsin(e) Rp + mgsin(c) (rsin(e) + 1) — mgz cos(a) — MgRcos «

() -

d (oL . 9 . . 2
T (%) =A@+ (—2mr? cos(p) sin(p) + 2mRrsin(y)) ¢

A

(3L> = (—mr? cos(p) sin(p) + mRrsin(p))?
”

— (M + m)gsin(a) R + mg sin(a)r cos(p)

d (0L _(OLY
dt \ 9 dp) P
(s + (M +m) R + mr® cos® () — 2m Rr cos() )¢ + (mRrsin(p)

— mr? cos(p) sin(p)) > + (M + m)gR sin(c) — mgsin(a)r cos(p)
=T — Frsgn(R¢ — rcos(p)@) (R — 7 cos(y))
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3.6 Zeichnen Sie in die gegebene Skizze die Lage des Momentanpols MW der
Walze und die Lage des Momentanpols M .S der Stange ein.

'y MS
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Aufgabe 4

4.1 Bestimmen Sie die Winkelgeschwindigkeit ‘&7 des Trigers und die Win-
kelgeschwindigkeiten /! und /&% der Rotoren 1 beziehungsweise 2 be-
ziiglich des Inertialsystems. Geben Sie Thre Ergebnisse in Abhéngigkeit
der {&, €y, €2 }-Einheitsvektoren an.

5T = aey + e , €y = €08(7) @ — sin(7y) ey
= & cos(y)ey — asin(y)éy + .

IGRY _ IgT _ e,

[5R2

= 10T + wyln

4.2 Geben Sie die Trégheitsmatrix @551) des Rotors 1 beziiglich des Punktes
S sowie die Trégheitsmatrix @g) des Rotors 2 beziiglich des Punktes S
im {€,, €, €. }-System in Abhéngigkeit der Systemparameter an.

-2

- 0 0
<I)3§1) =10 22 4md 0
0 0 2 4 nd? B}
€t Eyir €11
e Lmd® 0 0
o) = 0 my? 0
0 0 ==4md|
€11 ,€ 11 €11
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Im Folgenden sind die Triagheitsmatrizen fiir die Rotoren 1 und 2 beziiglich des
Punktes S als

Cott s Cyyr1 €11 Cptt €11 €10

gegeben. Die Tragheitsmatrizen der jeweils gegeniiberliegenden Rotoren sind iden-
tisch. Nutzen Sie in den folgenden Teilaufgaben dieses Zwischenergebnis und nicht
ihr Ergebnis aus der vorherigen Teilaufgabe.

4.3 Bestimmen Sie den gesamten Drehimpuls L des Quadrocopters be-
ziiglich des Punktes S und geben Sie ihn beziiglich der {c. ¢y, c.}-
Einheitsvektoren an.

L = LY +2L%) + 2Lf)

mit

2

; S Md
LY = aPigr = T(a cos(y)En — csin(y)éyn + 2*/€Zu>

L) = PIGR = Adrcos(v)éw — Basin(y)éy + C(5 — w;)eur
L) — oBMGR2 = Becos(y)éw — Adsin(y)éy + C (5 + wn)dun
Md?

—q Md?
L9 = ( 3(1 +2A+ QB) G cos(y)epr — ( +2B+ ZA) asin(y)éy

n 2Md?
3

':Y + 26’(2’}/ + wa — [/.)1)) é‘y/

Gy = co8(Y) €y — sin(y)ey

Cor = c08(Y)Ew +sin(y)ey

Md?

) . IMA N . . R
S S +2A+2B) déu+ 5 H4AC ) §+ 20w —w) ) &
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4.4 Vervollstandigen Sie alle Schnittreaktionen zwischen der Stange und dem
Quadrocopter im folgenden Freischnitt nach Newton.
Hinweis: Die resultierende Gewichtskraft der Rotoren ist bereits beziiglich
des Gesamtschwerpunktes S eingezeichnet.

le 2

0.

4.5 Werten Sie den Drallsatz fiir den gesamten Quadrocopter beziiglich des
Schwerpunktes S aus und bestimmen Sie hiermit die Bewegungsgleichun-
gen in den Winkeln a und v und das Zwangsmoment Mo,

Auswertung Drallsatz bzgl. stangenfestem System S:

. S
e = d—jﬂ” +13% x I ¥ =aey

Md? IM
( 3(1 + 24+ 23) ady — ( 3([ 4420029 + ws — wl)) ac,

2M
+ (( ’3 +40> 54200 —wl)) &

Mgy €y 4+ Mgy €y + 0 €

j’\/joyl = A]Sy’ + Sz/ l
Mgy =L® . ¢,
Sy =0

V2
= - ((QN;d +4C> ’}’+20(w2—w1)>d
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0=Mgy — Sy 1
My = L&) . ¢,
Sy = —(M + 4m)lcv — (M + 4m)gsin(a) (Schwerpunktsatz)

M
= ( 3‘ L2428+ (M + 47,,,)1,2)& + (M + dm)gsin(a)l = 0

Drallsatz in é,-Richtung:

N 2Md?
3

+ 4C> 54 20(wy — W) =0

4.6 Betrachtet werden die Anfangsbedingungen w; = ws = w und & =4 = 0.
Durch die eingebauten Motoren wird die Winkelgeschwindigkeit der Ro-
toren anschliefend angepasst. Bestimmen Sie die sich einstellende Win-
kelgeschwindigkeit 7/(wy, wa) des Triigers als Funktion der beliebigen Win-
kelgeschwindigkeiten w; und wy der Rotoren.

Integration der Bewegungsgleichung oder Drallsatz in integraler Form:
1
_ 79 (S) (8) _
/0 0dt =1L, — L, L7y =0

2(,/'(w1 - wg) o 6(/‘((4}1 - Ldg)

> =" =
|7 ME Lo T 2N + 120
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