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Aufgabe 1

Eine Kreisscheibe dreht sich mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w um die e.-Achse des
{0, e, ey, e.}-Inertialsystems. Im Abstand a zum Drehpunkt O befindet sich das schei-
benfeste {A. &,, é,, &;}-Relativsystem. Eine Fiihrung ist im Punkt A unter dem Winkel
« € [0, 5] zur &,-Achse an die Kreisscheibe angebracht, in der ein Massenpunkt (Masse m)
reibungsfrei gleiten kann.

Die Bewegung des Massenpunktes in der Fithrung wird mit der Relativkoordinate u be-
schrieben. Eine entlang der Fiihrung eingelegte Feder (Federkonstante c¢) verbindet den
Massenpunkt mit der Scheibe. Die Feder ist fiir u = 0 entspannt und die Erdbeschleuni-
gung g wirkt in negative e,-Richtung.



Aufgabe 2

Das betrachtete System besteht aus einer Fithrungsstange, welche reibungsfrei drehbar im
Mittelpunkt B eines homogenen Rads (Masse M, Radius R, Massenmittelpunkt in B)
angebracht ist. Die Fithrungsstange selbst besteht aus einem homogenen, diinnen Stab
(Masse mg, Linge ¢, Massenmittelpunkt in Cs) und einer im Punkt A fest verbundenen
Zusatzmasse (Masse m).

Der Punkt A der Fiithrungsstange ist in vertikaler Richtung gefiihrt und die Verdrehung
wird mit dem Winkel ¢ € [0, 5] beschrieben. Zusitzlich ist der Punkt A iiber eine verti-
kal wirkende Feder (Federkonstante ¢) mit der Umgebung verbunden, welche in der Lage
¢ = % entspannt ist. Das Rad rollt auf dem Untergrund und die Verdrehung wird mit dem
Winkel ¢ beschrieben.

Das {0, e;, ey. e.}-System ist Inertialsystem, das {4, e, e,, ec}-System ist stangenfest.
Die Erdbeschleunigung g wirkt in negative e,-Richtung. Das System ist komplett symme-
trisch zur e,-e,-Ebene aufgebaut und kann daher als eben betrachtet werden.
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Aufgabe 3
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Betrachtet wird der reibungsfreie, vollelastische Stof zwischen einem Pendel (homogener,
diinner Stab der Masse m, Linge ¢ und Massentrigheitsmoment J4 = %m[g bzgl. Punkt
A) und einem Massenpunkt (Masse M).

Das Pendel ist im Punkt A reibungsfrei drehbar gelagert und die Verdrehung gegeniiber
der Horizontalen wird mit dem Winkel ¢ beschrieben. Eine Drehfeder (Federkonstante cg),
welche fiir ¢ = 7 entspannt ist, verbindet das Pendel mit der Umgebung. Der Massenpunkt
kann sich reibungsfrei in einer um den Winkel o zur Horizontalen geneigten Fiihrung
bewegen, wobei die Position iiber die Koordinate u beschrieben wird. Zusétzlich ist der
Massenpunkt iiber eine Feder (Federkonstante c¢) mit der Umgebung verbunden, welche
fiir u = up entspannt ist.

In der Lage ¢ = § stoft das Pendel gegen den bei u = 0 ruhenden Massenpunkt, wobei die
Stofnormale in horizontale Richtung zeigt. Das System befindet sich im Schwerefeld der
Erde mit der Erdbeschleunigung g in negative e,-Richtung. Alle weiteren Zusammenhénge
sind der Skizze zu entnehmen. Alle Reibungseinfliisse sind zu vernachléssigen.
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Aufgabe 1

Aufgabe 4
1.1 Geben Sie den Drehgeschwindigkeitsvektor w des scheibenfesten Rela-
tivsystems {A, e,, &,, .} beziiglich des Inertialsystems an.

wi, ey
[ e¢
ec=ey Wt
€y

1.2 Geben Sie im Sinne der Relativkinematik die Fiihrungsbeschleunigungen
ap 1, ap i sowie die Coriolisbeschleunigung aco, und die Relativbeschleu-

ey, nigung a., des Massenpunktes in Abhéngigkeit der gegebenen Gréfien an.
Als Relativsystem ist das scheibenfeste {A, &,.&,,é.} zu verwenden.
W e —e ey
2z = Z

o4

e, ,
arT = —aw ey
apr = — ucos(@)w’é,
acer = 2wiicos(a)e,
e = ii(cos(a)e, + sin(a)e.)

Ein Starrkorper (Masse M, Massenmittelpunkt im Punkt C') und ein Massenpunkt (Masse
m) sind an eine masselose Stange angekoppelt, welche sich im Punkt O in einer masselosen
Hiilse reibungsfrei um die e,/-Achse drehen kann. Der Starrkorper ist auf einer Seite der
Stange reibungsfrei drehbar gelagert. Der Massenpunkt ist fest mit dem anderen Ende der
Stange verbunden und bewegt sich in einem Olbad.

Die Drehung der Stange wird mit den Winkeln « und ¢ beschrieben. Der Winkel « be-
schreibt hierbei die Drehung der Hiilse gegeniiber dem {0, e,, e, e. }-Inertialsystem um
die e.-Achse. Der Winkel ¢ beschreibt die Drehung des stangenfesten {O, ey, ey, e, }-
Systems gegeniiber dem hiilsenfesten {O. e,/, e, e,/ }-System um die e,s-Achse. Der Starr-
kérper ist so mit der Stange verbunden, dass er sich reibungsfrei um die e’-Achse mit
konstanter Winkelgeschwindigkeit w dreht. Der auf das System durch die Bewegung im
Olbad wirkende Stromungswiderstand wird durch eine auf den Massenpunkt wirkende Wi-
derstandskraft modelliert, welche von der Geschwindigkeit v,,, des Massenpunktes abhéngt
und durch das Kraftgesetz Fy = —ky|vm|vm gegeben ist. Zusitzlich ist die Stange iiber
eine Drehfeder (Federkonstante c;) mit der Umgebung verbunden, die fiir ¢ = 0 entspannt
ist und ein Moment um die e,/-Achse bewirkt.

Der Starrkorper besitzt eine Symmetrie zur Achse e.» = e¢, weshalb die Koordinatenma-
trix des Massentragheitstensors im Massenmittelpunkt C' beziiglich der Basisvektoren des
stangenfesten {e,. ey, e.n}- und des korperfesten {e¢, e,, €. }-Systems durch

A 0 0 A 0 0
[G)(C)] =10 40 =0 40
0 B 0 0 B

1€ 11 eg.e.ec

0
0
e,i.e,

mit den Konstanten A und B gegeben ist. Die Erdbeschleunigung g wirkt in negative
e.-Richtung. Alle weiteren Zusammenhiénge sind der Skizze zu entnehmen.
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1.3 Schneiden Sie den Massenpunkt frei und tragen Sie alle Krifte (mit Be-
trag und Richtung) im Sinne d’Alemberts in die gegebene Skizze ein.

mg
2ma cos ()

2

1.4 Geben Sie die Bewegungsgleichung des Massenpunktes an.

mil + cu + mgsin(a) — mw? cos(a) (a + ucos(a)) = 0
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1.5 Bestimmen Sie die Ruhelage u = 1y des Massenpunktes, fiir die « = it = 0
gilt.

maw? cos(ar) — mgsin(a))

1 =
o ¢ — mcos?(a)w?

1.6 Bestimmen Sie den Betrag der Reaktionskraft zwischen Fiithrung und
Massenpunkt in der Ruhelage u = uy. Das Ergebnis von 1.5 muss nicht
eingesetzt werden.

|N| = mg cos(ar) + mw?sin(a) (a + up cos(a))  mit « € [O, g]
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Aufgabe 2

2.1 Berechnen Sie den Vektor r o vom Punkt A zum Massenmittelpunkt '

o
[V

der kompletten Fiihrungsstange, bestehend aus Stab und Zusatzmasse.
Geben Sie ihr Ergebnis beziiglich der {e;.e,, e }-Basisvektoren an. Be-
rechnen Sie zusitzlich das resultierende Massentrigheitsmoment Jo der
kompletten Fithrungsstange beziiglich ihres Massenmittelpunkts C. Be-
trachten Sie fiir diese Teilaufgabe den Sonderfall mg = 2m.

m-0+2m»§ l

Tac = 3m e = geé

AN 0\
2 — —
(2m)l: +2m (2 3> +m<3)

iS > me?

Jo

Il
Ll =
/\1\9

ﬂn(z

Bestimmen Sie den Vektor rog vom Punkt O zum Punkt B und dar-
aus die Geschwindigkeit vp des Punktes B beziiglich der {e,.e,. e.}-
Basisvektoren.

rop = Usin(p)e, + Re,
Ccos(o)e,

U

2.3 Bestimmen Sie den kinematischen Zusammenhang zwischen der Winkel-

geschwindigkeit ¢ des Rades und der Winkelgeschwindigkeit ¢ der Fiih-
rungsstange.

!
o L o
u%ﬁd = Riye,
14
~ 1) = — cos(p)p
77 cos(9)9
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NAME: e,

Fiir den Sonderfall mg =m und R =% (\Nobon sich die Beziehungen

TACc = 265
5
Jo = ﬂméz

£ (cos(p)@ — sin(p)¢?) e, — i (sin(p)@ + cos(0)¢”) e,

4
B = 4cos(p)p — 4sin()@?,

ac =

wobei ac die Beschleunigung des Massenmittelpunktes €' der Fiithrungsstange be-
schreibt. Betrachten Sie in den folgenden Teilaufgaben diesen Sonderfall mit den
gegebenen Zwischenergebnissen und verwenden Sie nicht Thre Ergebnisse aus Tei-
laufgabe 2.1 und 2.3.

2.4 Schneiden Sie die Stange und das Rad im Sinne Newtons einzeln frei
und tragen Sie simtliche eingeprigten Krafte und Reaktionskréfte in die
gegebene Skizze ein.
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2.5 Bestimmen Sie durch Auswertung der Impuls- und Drehimpulsbilanzen
die 6 benétigten Gleichungen zur Bestimmung aller Reaktionskréfte und
der Bewegungsgleichung des Systems.

Hinweis: Das Gleichungssystem muss nicht nach den Reaktionskréften
bzw. der Bewegungsgleichung aufgelst werden.

Stab:

L
X QmZ (cos(p)p — sin(p)¢?) = A+ B,
14 .
yoo— sz (sin()@ + cos(p)¢?) = —2mg — cl cos(p) + B,
=4

5 . l . 4 3. 3
ﬂmﬁzg =cl cos(;)z sin(p) — AZ cos(p) + Byif sin(p) + Bzzé cos(p)

Qs

Rad:
xi Ml (cos(p)@ — sin(p)p?) = =B, — H
y: 0=N-Mg-B,

B: —l“W L 2(f-élcos(ﬂ)'ﬂ'—zlsin( Vo) =—H ¢
LA ©)p P)¢°) = 1

2.6 Zeichnen Sie in die gegebene Skizze die Lage des Momentanpols M .S der
Filihrungsstange und die Lage des Momentanpols M R des Rads ein.

MR
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Aufgabe 3

3.1 Berechnen Sie mithilfe des Energiesatzes die Winkelgeschwindigkeit ¢
des Pendels kurz vor dem Stof in der Lage ¢ = 7, wenn das Pendel vorher
zu ¢ = 0 vorgespannt und ohne Anfangsgeschwindigkeit losgelassen wird.

_ 11
Ty =0 1 2 Ty = 5o gml® ¢
, ) 4
Vo = mgl+ 5 (5) Vi = mg=

2
To+ V=T +V,

. 3mgl + %Cdﬂ'z
v P = mi?

3.2 Schneiden Sie das Pendel und den Massenpunkt zum Stofizeitpunkt frei
und tragen Sie alle stokrelevanten Krifte, und nur diese, in die gegebene
Skizze ein.

Fs FIys

@
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Im Folgenden ist die Winkelgeschwindigkeit des Pendels unmittelbar vor dem Stof
mit ¢ = w gegeben. Nutzen Sie in den folgenden Teilaufgaben dieses Zwischener-
gebnis und nicht ihr Ergebnis aus der ersten Teilaufgabe.

3.3 Nutzen Sie die Stofszahlgleichung, um eine kinematische Bedingung fiir die
Winkelgeschwindigkeit ¢ = € des Pendels nach dem Stof in Abhéngig-
keit der Winkelgeschwindigkeit w vor dem Stof und der Geschwindigkeit
@ =V des Massenpunktes nach dem Stofs anzugeben.

‘1n B ‘/Qn
e = - —
Uip — V2n
~~
=0
9~V cos(a)
- lw

~ lwe =V cos(a) — (Q

v
= Q0= 7 cos(a) —ew (1) mit ¢ =1, da vollelastisch

3.4 Berechnen Sie die Winkelgeschwindigkeit (2 des Pendels und die Ge-
schwindigkeit V' des Massenpunktes nach dem Stof in Abhéingigkeit der
Systemgrofien vor dem Stof. Nutzen Sie die Impuls- und Drehimpulsglei-
chungen.

7_24F TMIII+IV
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(2)- cos(a)+(3)-L:

0=Ju (% cos?(a) — 2w cos(nt)) + MV

Jal cos(a) -2 . 1

sV =L "7 - 4 t Ja=-ml*
JAcosz(oz)+MI:'2w it Ja =g
2md cos(a)
= — W
mcos?(«) + 3M
2
a0 - 2m cos?(«) o

mcos?(a) + 3M ©o
mcos®(a) — 3M
meos \&) = oM |
mcos?(a) + 3M

3.5 Wie muss das Verhéltnis % gewéhlt werden, damit sich das Pendel un-

mittelbar nach dem Stof in Ruhe befindet?

Q=0

~ m cos®(a) = 3M
M ! 52

oM _ cos ()
m 3
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Aufgabe 4

4.1 Bestimmen Sie den Drehgeschwindigkeitsvektor w des Starrkorpers be-
ziiglich des Inertialsystems. Geben Sie Thr Ergebnis in Abhéngigkeit der
{e,n. e, . e, }-Basisvektoren an.

w = dey+ ey +wen mit e = cos(p)e.s — sin(p)eyr

= —asin(p)eyr + ey + (deos(p) +w) e

4.2 Bestimmen Sie die Geschwindigkeit v des Starrkérper-Massenmittelpunkts
(' und die Geschwindigkeit v,, des Massenpunkts m beziiglich der Basis-
vektoren {e,r, ey, e.n}.

lpegn + Gl sin(p)e,n

Vo

Uy — ape,n — aasin(p)eyr

4.3 Bestimmen Sie die kinetische Energie 7" des Gesamtsystems.

1 1 1 —Advsin(y)
T = §w~D+§Mv20+§mv3n mit D= Ap
B(acos(p) +w) /
o
1 .
=5 (A& sin () + A@® + B (ccos(p) + w)?)
1. .
+ 5]\[62 (& + a*sin’(p))

1 .
+ Emaz (@ + d”sin’(p))

8 24F TM IlI+IV

4.4 Bestimmen Sie die potentielle Energie V' des Gesamtsystems in Abhén-
gigkeit von ¢. Geben Sie dazu das verwendete Nullniveau des Schwere-
potentials an.

NN: ¢ =

[SIE]

1
V = Mgt cos(p) — mgacos(p) + S0

4.5 Bestimmen Sie die virtuelle Arbeit 61/ der Widerstandskraft F',, welche
auf den Massenpunkt wirkt.

Fw = - kwlvmlvm
= — kwy/ @29 + d2a2sin’(a) (—ape,r — asin(p)de,n)
0T, = —adpe, — asin(p)dae,

oW = F-or,

— kwa®\/¢? + sin’ (p)a2 (@5 + sin®(p)ddar)

Matrikelnummer: ......................
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Im Folgenden wird angenommen, dass die Winkelgeschwindigkeit der Buchse kon-
stant als & = (2 vorgegeben ist.

4.6 Geben Sie mithilfe der Lagrangeschen Gleichungen 2. Art die Bewegungs-
gleichung des Systems in der Koordinate ¢ an.

L=T-V:
oL ) .
v AQ? sin(p) cos(p) + B (Qcos(p) + w) (—Qsin(yp))
+ ME2Q? sin() cos(p) + maQ? sin(y) cos(p)
+ Mglsin(p) — mgasin(e) — cap
oL ; d (0L
~ = Ap + M) +ma®¢ ) = M2 2)
B %) » +ma*p AGE (A+ M +ma®) ¢

d (oL oL __ .
#(3) - % -

(A4 M +ma®) @+ cap + gsin(p) [ma — M(]
— Q?sin(y) cos(p) [A + M + ma® — B] + BwQsin(yp)

= —kya® /2 + sin?() Q29

4.7 Linearisieren Sie die Bewegungsgleichung in der Koordinate ¢ um die
Ruhelage ¢ = ¢ = 0.

(A+ M +ma®) ¢
+ [c4 + mga — Mgl + BQQ + w) — O (A+ M +ma®)] o =0
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