Aufgabe 1

Kreisscheibe
‘

/

Eine masselose Kreisscheibe kann sich beziiglich des Inertialsystems {O, e, ey, e.} frei in
der Ebene bewegen. Im Mittelpunkt S der Kreisscheibe befindet sich das scheibenfeste
{S, e¢, e, e¢}-Relativsystem. Die Verschiebung des Scheibenmittelpunkts S beziiglich des
Inertialsystems wird durch die Koordinaten x und y beschrieben. Zusétzlich wird die Ver-
drehung der Kreisscheibe durch den Drehwinkel ¢ beschrieben.

Eine kreisformige Nut ist im Abstand R zum Punkt S in die Scheibe gefrést. In der Nut
kann ein Massenpunkt (Masse m) reibungsfrei gleiten, wobei die Relativbewegung durch
den Winkel ¢ beschrieben wird.

Der Massenpunkt ist zusétzlich iiber eine lineare Feder (Federkonstante c) mit dem schei-
benfesten Punkt P verbunden. Der Punkt P befindet sich im Abstand R + £y zum Punkt
S entlang der e,-Achse. Die Feder ist fiir v = 0 entspannt. Die Erdbeschleunigung g wirkt
in negative e.-Richtung.
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Im Folgenden soll die Dynamik einer Hochprofilfelge eines Laufrades fiir Rennréder unter-
sucht werden. Die Felge wird iiber eine homogene, diinne Ringscheibe (Masse M, Innenra-
dius 7, Aufenradius r,, Mittelpunkt A) modelliert. Die Felge ist zu Testzwecken in einen
Rahmen eingespannt, welcher eine Kippung und Drehung im Punkt A mit den Winkeln «
und S ermdoglicht. Der Rahmen wird als masselos betrachtet und ist in den obigen Skizzen
nicht dargestellt.

Der Winkel a beschreibt die Drehung des {A, &, &,, &.}-Systems gegeniiber dem inerti-
alfesten {A, e,, ey, e.}-System um die e,-Achse. Der Winkel 3 beschreibt die Drehung
des felgenfesten {A, e¢, e,, ec}-Systems gegeniiber dem {4, &,. &,, &_}-System um die .-
Achse.

Uber die Aufhingung des Rahmens wirken eine lineare Drehfeder (Federkonstante cr)
und ein geschwindigkeitsproportionaler Drehddmpfer (Démpfungskonstante dr) um die
e,-Achse auf die Felge. Die Drehfeder ist fiir « = 0 entspannt. Die Felge wird zusétzlich
durch ein duferes Moment T'(¢) in Rotation versetzt. Der Einfluss der Gravitation wird
vernachléssigt.
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Gegeben ist ein Einrlicksystem einer Kupplung. Es besteht aus einem Hebel der Mas-
se M und mit Massentrigheitsmoment Jo beziiglich seines Massenmittelpunktes C'. Der
Massenmittelpunkt ist vom fixierten Drehzentrum O des Hebels um die Strecke r in ne-
gative é,-Richtung verschoben. Die Verdrehung des Hebels gegeniiber dem Inertialsystem
{0. e, ey, e.} wird mit ¢ beschrieben und die Lage des Massenmittelpunktes ist mit x,
y bezeichnet. Am linken Ende des Hebels liegt eine Fufpunktanregung iiber einen ge-
schwindigkeitsproportionalen Dampfer (Ddmpfungskonstante do) und eine lineare Feder
(Steifigkeit co) vor. Die Feder ist fiir u(t) = w entspannt. Am rechten Ende des Hebels
befindet sich eine Fiihrungsschiene, in welcher der Fufpunkt eines Stofels reibungsfrei
gleiten kann. Der Stéfel selbst (Masse m) bewegt sich in einer vertikalen Fiithrung, in
der trockene Coulomb-Reibung (Gleitreibungskoeffizient p) herrscht. Der Stékel ist iiber
eine lineare Feder (Federkonstante c;) elastisch gegen die Umgebung abgestiitzt, die fiir
h = 0 spannungslos ist. Der Einfluss der Gravitation ist zu vernachléssigen. Alle weiteren
geometrischen Zusammenhénge sind der Skizze zu entnehmen.
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Ein als Massenpunkt modellierter Kérper (Masse m) wird in einem Rohr durch eine kon-
stante Kraft ' angetrieben. Die Bewegung beginnt zum Zeitpunkt ¢ = 0 ohne Anfangsge-
schwindigkeit bei x(¢ = 0) = 0. Zwischen der Masse m und dem Rohr wirkt die ortsabhén-
gige Reibungskraft R = R(x) = Ro(1 +vz*) unter der Annahme |R| < F, wobei Ry und
7 positive Konstanten sind.

Der Massenpunkt prallt am Ende des Rohrs (z = x¢) im Punkt K (Abstand p von Punkt
A) auf eine homogene, diinne Stange (Masse M, Linge £). Der Stofl wird mit der Stofzahl
& = 0.5 beschrieben.

Die Stange ist im Punkt A reibungsfrei drehbar gelagert und mittels einer linearen Feder
(Federkonstante ¢) mit der Umgebung verbunden. Die Konstruktion stellt sicher, dass die
Feder stets horizontal wirkt. Im Punkt A befindet sich aufierdem ein geschwindigkeitspro-
portionaler Drehddmpfer (Démpferkonstante k). Die Stange befindet sich zu Beginn in der
dargestellten Lage in Ruhe. Der Einfluss der Gewichtskraft ist vernachléssigbar.
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Aufgabe 1 1.3 Geben Sie den Verbindungsvektor rsp vom Punkt S zum Punkt P und
den Verbindungsvektor rg,, vom Punkt .S zum Massenpunkt m beziiglich
der {e¢, e,. ec}-Basisvektoren an. Nutzen Sie Ihr Ergebnis, um den Betrag
1.1 Geben Sie den Drehgeschwindigkeitsvektor w der Kreisscheibe beziiglich F, der auf den Massenpunkt wirkenden Federkraft zu bestimmen.

des Inertialsystems an.

rsp= (I +l)e,
w = e, = pe; Tom = Rcos(v)e, — Rsin(v)ee

I.=c([|lrsp — rsmll — o) = c(\/(]?sill(u'))2 + (R+ £y — Rcos(v))? — by)

1.2 Geben Sie im Sinne der Relativkinematik die Fithrungsbeschleunigungen
agT, apr sowie die Coriolisbeschleunigung aco, und die Relativbeschleu-
nigung a,y des Massenpunktes in Abhéngigkeit der gegebenen Grofen
an. Als Relativsystem ist das scheibenfeste {S, e¢, e,, e} zu verwenden.
Geben Sie alle Ergebnisse in Abhéngigkeit der {e, e,, e. }-Basisvektoren
an.

apr = te, +jje,

mit: e, = cos(p)es — sin(p)e,
und: e, = sin(y)ee + cos(p)ey,

folgt: apr = (& cos(p) + §sin(p))ee + (—i sin(p) + §j cos(p))e,
app = —Rp*(cos(y)e, — sin(y)ec) + R@(—sin(h)e, — cos(1h)eg)
@, = —Ry*(cos(y)e, — sin(h)e;) + Rib(— sin(v)e, — cos(ih)ec)

Ao = —2RIP(cos(d)e, — sin(¢)ec)
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NAME: v Matrikelnummer: .........cooevvvennens

Im Folgenden konnen der Betrag /. der F'ederkraft und der Winkel «, unter dem die
Feder beziiglich der Verbindungslinie S P wirkt, als gegeben angenommen werden.
Setzen Sie nicht ihr Ergebnis aus Teilaufgabe 1.3 ein.

1.4 Schneiden Sie den Massenpunkt frei und tragen Sie alle in der Ebene
wirkenden Krifte im Sinne d’Alemberts in die gegebene Skizze ein.

mRY?R mRg

mRp? i
mYy  2mRip

1.5 Geben Sie eine Bewegungsgleichung und die Zwangskraftgleichung fiir
den Massenpunkt an.

Bwg-gl: 0 =mR(() + @) — mi cos(p + ) — mijsin(p + ) + Fosin(e + )

Zw-gl: N = —mR(4)? 4+ @) — 2mRipp — mi sin(y) + @) + mij cos(v + )
— I.cos(y + )

Aufgabe 2

2.1 Geben Sie fiir den Massentrégheitstensor ©4 der Felge im Punkt A die
Komponente (—)g‘5 beziiglich der felgenfesten {e, e,. e }-Basis an. Das Er-
gebnis darf nur von den gegebenen Systemparametern abhéingen.

M
= ———
PAT R
1 . 1 .
']gesamt = Z]\fgesamtré = 1/7‘47’37”"5

. 1 .
y 2 2,2
']innen = Z]\'[innen"‘i - ZPAQ T

N 1
JE£ = (-)?5 = Jgesamt - Jinnen = Z/)Aﬂ—(rj - T;‘)

1 rh—

=-M5—
o =T
2, .2

= —(rg +717)

Nehmen Sie fiir die weitere Rechnung an, dass die Komponenten des Massentrig-
heitstensors der Felge im Punkt A ausgedriickt in der Basis {e;. e,. e.} gegeben sind

durch
i J 00
(3] =10 4 o
00 J,

2.2 Bestimmen Sie den Drehgeschwindigkeitsvektor w der Felge beziiglich des
Inertialsystems. Geben Sie Ihr Ergebnis in Abhéngigkeit der {e¢, e,.ec}-
Basisvektoren an.

w = @&, + fe;
mit: &, = cos(f)e¢ — sin(f)e,

w = dcos(f)eg — asin(f)e, + feg
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2.3 Bestimmen Sie den Drall D# der Felge beziiglich A.

D* = 0% w = Jicrcos(B)e — Jiavsin(B)e, + JpBe;

2.4 Bilden Sie die Zeitableitung des Dralls D" und driicken Sie das Ergebnis
in den {é,, &,, &.}-Basisvektoren aus.

D" =(Jyicos(B) — Jiasin(B)B)ee + (—Jycksin(B) — Jycvcos(B)B)e,
+ (JpB)ec + Jiccos(B)ee — Jiavsin(B)e, + J,8é,

éc =asin(f)ec + Ben
&, =ccos(B)e, — e
é; = — @cos(B)e, — asin(B)eg

p* =(Jycvcos(f) — .],,d’[? sin(fB))eg + (—Jyiisin(B) — deﬁ cos(f))ey
+ JPBeC
ec = cos(f)e, + sin(B)e,
e, = —sin(f)e, + cos(B)e,

€c =é;

D" =Jie, — Jabe, + J,fe.

2.5 Ceben Sie den Vektor M* der auf die Felge beziiglich des Punktes A
wirkenden duferen Momente inklusive wirkender Reaktionsmomente an.
Driicken Sie das Ergebnis in den {e,, é,, &, }-Basisvektoren aus.

M* = —(cra + dré)é, + Mze, — T(1)é.
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2.6 Werten Sie den Drallsatz fiir die Felge aus und geben Sie die Bewegungs-

Aufgabe 3
gleichungen und Zwangskraftgleichung der Felge an.

3.1 Wie viele Freiheitsgrade besitzt das System?

D" = m*
1 Freiheitsgrad: ¢
Ji6 + dpde + cpae =0 (1. Bewegungsgleichung)
J,B=—T(t) (2. Bewegungsgleichung)
My = —J 08 (Zwangskraftgleichung) 3.2 Bestimmen Sie die kinematischen Zusammenhénge h(p) und w(yp). Be-

stimmen Sie ebenfalls z(p) und y(p).

h = btan(y)
w=a—{cos(p)
z = rsin(p)
y = rcos(p)

3.3 Geben Sie die kinetische Energie IV sowie die potentielle Energie V' des
Systems an. Formulieren Sie die Lagrange Funktion L in Abhéngigkeit
von ¢ und ¢. Vereinfachen Sie die Ausdriicke soweit wie moglich.
Hinweis: & tan(z) = 1 + tan*(x)

1 1 1 . 1 1 1 .
E==Jop*+ =M(i*+ i Zmh?® = ZJo@? + Mr2p? + Zmh?
5w -i-2 (& +y)+2mh QJC,Y -i-2 ") +2mh

mit 7 =bp(1 + tan’(y))

1 1 1 1
% 25(:1}1,2 + 5(:2(w —u)? = 51;11)2 tan® () + 5(32(& — lcos(p) — u)?

L=E-V
1 1 1 1
=§JC§92 + 51’\17'29'92 + 5771])2(,’92(1 + tan®(¢))? — 5(;1112 tan®(¢)

- %(zg(u — Lcos(p) — u)?
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3.4 Bestimmen Sie die Variation der Arbeit 0W der potentiallosen Krifte.
Geben Sie diese in Abhéngigkeit von ¢, ¢ und d¢ an. Die Normalkraft
zwischen Stofel und Fithrung ist durch Fy vorgegeben und muss nicht
explizit aus einem Kréftegleichgewicht berechnet werden.

OW = — dy(w — u)dw — puFnoh
= — dy(lpsin(p) — )l sin(p)dp — pFyb(1 + tan(p))dp
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Sie brauchen diese nicht explizit in die Lagrangeschen Gleichungen 2. Art
einzusetzen.

0L . . .
‘879 =Jog + Mrp + mb2p(1 + tan®(¢))?2
d f)L . 9 . R 2 2
SO %4 M2 2r 20
TR Jo@ + Mr*¢ + mb[¢(1 + tan*(p))
+2¢(1 + tan®(¢)) (2 tan(p)) (1 + tan* () )]
=Jop + Mr*@ +mb*($ + 4% tan(p)) (1 + tan?(¢))?
oL

5 =L+ tan () (2 tan()) (1 + tan(9)) — 1 tan(2) (1 + tan’()

— co(a — £ cos(p) — u)(¢sin(p)))
=2mb*$* (1 + tan®(¢))? tan(p) — ¢1b* tan()(1 + tan?(p))
— cot sin(p)(a — Lcos(p) — u)

Q% = — dy(Lpsin(p) — WL sin(p) — phFnb(1 + tan*(¢))

Name: .....ooooooviiiiiiiiiiiiiiii Matrikelnummer: ...................... 1 O
3.5 Geben Sie die Ausdriicke %%4 % und die generalisierte Kraft Qi an.
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Aufgabe 4

4.1 Bestimmen Sie mit Hilfe des Arbeitssatzes den Betrag v der Geschwin-
digkeit, mit welcher der Massenpunkt auf die Stange trifft.

Zeichnen Sie zunédchst einen Freischnitt des Massenpunktes nach Newton

und tragen Sie alle wirkenden Krifte ein.

R(z)
T’ —

1 .
W=F -k =F = imvz
20
W= / P — R(2)de mit R(z) = Ro(1 + ya®)
0
1 4\ 12
= [FI — RU(I + Z’}l‘ )]00

1
= Fxo — Ro(zo + 1“/1’3)

- :(i) \/E(Faco — Ro(zo + i%‘%))

m
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Fiir die folgenden Aufgaben gilt fiir die Geschwindigkeit des Massenpunktes unmit-
telbar vor dem Stok v(t4) = ve,. Setzen Sie das Ergebnis aus 4.1 nicht ein.

4.2 Schneiden Sie den Massenpunkt und die Stange zum Stofzeitpunkt ein-
zeln frei und zeichnen Sie ausschlieflich die stofirelevanten Kréfte ein.

4.3 Stellen Sie die fiir den Stof relevanten integralen Formen von Massenmit-
telpunktsatz und Drallsatz auf.

—F =m(v(lg) —v)
M2
T(u}(tE) —0)

Az + F = ;“‘\[(’Uc(f,E) — 0) = ]\[gw(tE)

Ip
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4.4 Berechnen Sie die Geschwindigkeit v((g) (v(ig) = v(lp)e,) des Massen-
punktes und die Drehgeschwindigkeit w(ig) (w(tp) = w(tr)e.) der Stange
nach dem Stof in Abhéingigkeit von v.

1 w(ig) —w(ts)p
2 v—0

- M2
aus 4.3: I'p = TM(LE)
~ 1M
— = ——uw(l
p 3 w(i)
M2 3
— w(ty) = mw(te)p® — §’U’p)
Me? 3
(— —mpHw(ty) = —5upm
Sopm
—w(tp) = 35—
= +mp? .
Sup*m 1 mp*v — %U
olte) = 3 2> "9V T Tme B
Mo+ mp? 2 - +mp

4.5 Bestimmen Sie den Abstand p des Kontaktpunktes K von Punkt A so,
dass withrend des Stofses das Lager A keine Kraft aufnehmen muss.

A N
Ay 20— 0= Mzw(tp)
1 M2

2

2
=20
—p 3
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