
Bewegung

Szenario: raumfestes Bezugssystem, Massenpunkt P

Definition (Bewegung eines Massenpunkts)
Eine Funktion

r = r(t) mit t ∈ Zt ,

die einem Massenpunkt P zu jedem Zeitpunkt t des betrachteten
Zeitintervalls Zt einen Ort P mit dem Ortsvektor r(t) zuordnet, wird die
kinematische Bewegungsgleichung oder kurz die Bewegung von P (in
dem Zeitintervall Zt) genannt.

ex

ey

ez

P
z

y

x

r(t∗)

P ∗

(t∗)

0



Darstellung der Bewegung in kartesischen Koordinaten
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r(t) = x(t) ex + y(t) ey + z(t) ez



Darstellung der Bewegung in zylindrischen Koordinaten
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r(t) = R(t) eR(φ(t)) + z(t) ez



Darstellung der Bewegung in sphärischen Koordinaten
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Koordinatentransformationen
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1. Übergang von R , φ, z zu x , y , z :

x = R cosφ; y = R sinφ; z = z .

2. Übergang von r , ϑ, φ zu R , φ, z :

R = r sinϑ; z = r cosϑ; φ = φ.

3. Übergang von r , ϑ, φ zu x , y , z :

x = r sinϑ cosφ; y = r sinϑ sinφ z = r cosϑ.



Geschwindigkeit und Beschleunigung in orthogonalen

Koordinatensystemen

Geschwindigkeit: Maß der Änderung der Bewegung in der Zeit.
Beschleunigung: Maß der Änderung der Geschwindigkeit in der Zeit.

→ vektorwertige Funktionen der Zeit
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Darstellung in kartesischen Koordinaten
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Bewegung: r = x ex + y ey + z ez

Geschwindigkeit: v := ṙ = ẋ ex + ẏ ey + ż ez

∥v∥ =
√

ẋ2 + ẏ2 + ż2

Beschleunigung: a := v̇ = r̈ = ẍ ex + ÿ ey + z̈ ez

∥a∥ =
√

ẍ2 + ÿ2 + z̈2



Darstellung in zylindrischen Koordinaten
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Ortsvektor r = R eR + z ez mit

eR = (eR · ex) ex + (eR · ey ) ey = cosφ ex + sinφ ey = eR(φ)

eφ = − sinφ ex + cosφ ey = eφ(φ)

Ableitungen der Basisvektoren:

ėR = (− sinφ ex + cosφ ey ) φ̇ = φ̇ eφ

ėφ = (− cosφ ex − sinφey ) φ̇ = −φ̇ eR



Darstellung in zylindrischen Koordinaten

ėR = φ̇ eφ, ėφ = −φ̇ eR

Geschwindigkeit:

v := ṙ = Ṙ eR + R ėR + ż ez = Ṙ eR + Rφ̇ eφ + ż ez

∥v∥ =

√

Ṙ2 + (Rφ̇)2 + ż2

Beschleunigung:

a := v̇ = R̈ eR + Ṙ ėR + Ṙφ̇ eφ + Rφ̈ eφ + Rφ̇ ėφ + z̈ ez

= R̈ eR + Ṙφ̇ eφ + Ṙφ̇ eφ + Rφ̈ eφ + Rφ̇ (−φ̇) eR + z̈ ez

also
a =

(

R̈ − Rφ̇2
)

eR +
(

2Ṙφ̇+ Rφ̈
)

eφ + z̈ ez

und

∥a∥ =

√

(

R̈ − Rφ̇2
)2

+
(

2Ṙφ̇+ Rφ̈
)2

+ z̈2



Spezialfall: Bewegung in der eR , eφ-Ebene

Hier z = 0, ż = 0, z̈ = 0:

r = R eR

v = Ṙ eR + Rφ̇ eφ

a =
(

R̈ − Rφ̇2
)

eR +
(

2Ṙφ̇+ Rφ̈
)

eφ

∥v∥ =

√

Ṙ2 + (Rφ̇)2

∥a∥ =

√

(

R̈ − Rφ̇2
)2

+
(

2Ṙφ̇+ Rφ̈
)2



Spezialfall: Kreisbewegung

Hier zusätzlich R = R0 = const.:

r = R0 eR

v = R0φ̇ eφ und ∥v∥ = R0|φ̇| (R0 ≥ 0)

a = −R0φ̇
2
eR + R0φ̈ eφ und ∥a∥ = R0

√

φ̇4 + φ̈2

ω := φ̇ heißt Winkelgeschwindigkeit
α := ω̇ = φ̈ heißt Winkelbeschleunigung
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Darstellung in sphärischen Koordinaten
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Ortsvektor r = r er (ϑ, φ) mit

er = sinϑ eR + cosϑ ez

eϑ = cosϑ eR − sinϑ ez

eR = sinϑ er + cosϑ eϑ



Darstellung in sphärischen Koordinaten

er = sinϑ eR + cosϑ ez

eϑ = cosϑ eR − sinϑ ez

eR = sinϑ er + cosϑ eϑ

Ableitungen der Basisvektoren:

ėr = sinϑ ėR + ϑ̇ cosϑ eR − ϑ̇ sinϑ ez = sinϑφ̇ eφ + ϑ̇(cosϑ eR − sinϑ ez)

= sinϑφ̇ eφ + ϑ̇ eϑ

ėϑ = cosϑ ėR − ϑ̇ sinϑ eR − ϑ̇ cosϑ ez = cosϑφ̇ eφ − ϑ̇ (sinϑ eR + cosϑ ez)

= cosϑφ̇ eφ − ϑ̇ er

ėφ = −φ̇ eR = −φ̇ (sinϑ er + cosϑ eϑ)



Darstellung in sphärischen Koordinaten

ėr = sinϑφ̇ eφ + ϑ̇ eϑ, ėϑ = cosϑφ̇ eφ − ϑ̇ er ,

ėφ = −φ̇ (sinϑ er + cosϑ eϑ)

Geschwindigkeit:

v : = ṙ = ṙ er + r ėr = ṙ er + r sinϑφ̇ eφ + r ϑ̇ eϑ

∥v∥ =

√

ṙ2 + (r sinϑφ̇)2 + (r ϑ̇)2

Beschleunigung:

a := v̇ =r̈ er + ṙ ėr + ṙ sinϑφ̇ eφ + r ϑ̇ cosϑφ̇ eφ + r sinϑφ̈ eφ

+r sinϑφ̇ ėφ + ṙ ϑ̇ eϑ + r ϑ̈ eϑ + r ϑ̇ ėϑ = ar er + aϑ eϑ + aφ eφ

mit
ar = r̈ − r ϑ̇2 − r φ̇2 sin2 ϑ

aϑ = 2ṙ ϑ̇+ r ϑ̈− r φ̇2 sinϑ cosϑ

aφ = 2ṙ φ̇ sinϑ+ r φ̈ sinϑ+ 2r φ̇ϑ̇ cosϑ

∥a∥ =
√

a2r + a2ϑ + a2φ



Beispiel

ϑ = π
2 : sinϑ = 1, cosϑ = 0, ϑ̇ = 0

r = R , er = eR

Damit:
v = Ṙ eR + Rφ̇ eφ

a = (R̈ − Rφ̇2) eR + (2Ṙφ̇+ Rφ̈) eφ

→ Geschwindigkeit und Beschleunigung in Polarkoordinaten



Quiz

https://pingo.scc.kit.edu/822452



Kinematische Grundaufgaben
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