Massenpunktkinematik

Geschwindigkeit und Beschleunigung in der begleitenden Basis der
Bewegungsbahn

Definition (Bahn)

Die Menge aller Punkte P, die durch die Ortsvektoren r der kinematischen
Bewegungsgleichung r = r(t) eines Massenpunkts P bestimmt sind, wird
die Bahnkurve oder kurz die Bahn von P genannt.

Beispiel: Kondensstreifen eines Flugzeugs

@ Die Bahn ist das Ergebnis einer Bewegung.
@ Die Bahn ist eine Raumkurve.
e Die Bahn lasst sich als Funktion F(\) eines Parameters \ darstellen.

@ Parameterwechsel der Bahn erfordert eine stetige, bijektive und
monoton wachsende Abbildung zwischen den Parametrisierungen.



Parametrisierung nach der Bogenlange

Definition (Bogenlénge)
Es sei F(\) die Bahn eines Massenpunkts P. Die Funktion

A ~ ~
s(A)= [ (IF(N)[IdA
Ao

heiBt die Bogenldange der Bahn, wobei der Strich die Ableitung nach A
kennzeichnet.

Notation: F(s(t)) = r(t).



Begleitende Basis

Definition (Begleitende Basis)

Es sei F(s) eine nach der Bogenldnge s parametrisierte Bahn und d 4 > 70

A

. dr
Der Tangenteneinsvektor e; :=

ds’
der
der Hauptnormaleneinsvektor e, := —9=

1%

und der Binormaleneinsvektor e, := e; X e,
bilden die begleitende Basis der Bahn.
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Orthogonalitat der begleitenden Basis

Satz (Orthonormalitédt der begleitenden Basis)
Sei ‘L—est =% 0, dann bilden e;, e,, e, eine Orthonormalbasis.

Beweis:
Bilde

” o || I|mA5%o AF
0 AS ||mAs%0 As

el = II*H = i I=1

— e; Einsvektor



Orthogonalitat der begleitenden Basis

Differenziere 1 = ||e||> = e; - e; nach s:

— de‘ 1 e, da de‘ # 0 vorausgesetzt

Daher e, :=

E Et” L e, ferner ||eq]| = 1.
ds

e, ;= e X e, zu e, e, orthogonal und

LT
llevll = |le: x enl| = |led]l|len]| sin = =

2
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Kriimmung

Definition (Schmiegebene, Kriimmung, Kriimmungsradius)

Die durch e, und e, im Punkt P aufgespannte Ebene wird Schmiegebene
genannt. Die skalare GréBe

dy
K::|ds" A—>0|
wird die Kriimmung der Kurve im Punkt P genannt. Der Kehrwert
1
PK K

heiBt der Kriimmungsradius der Kurve im Punkt P.

ei(s+ As)




Kriimmung

Wegen
19%) = ||det )= Jim 3 ISE = jim 2 Lsin M|
dedy Ae 2:-1sinlfd
Mo Ay T Ap0 2|A2s0|
ng . 1 det det
9s Sten =K ds K,

e¢(s) Aey
et(s + As)



Geschwindigkeit, Beschleunigung

o Geschwindigkeit:
_dr dfds .
v.—a—aa—set,
also
v=vie.+0e,+0e.

Bahngeschwindigkeit: ||v| = |w| =35>0
@ Beschleunigung:
.d €t ds . .§2

a::V:..S:et+5-'ét:§et+577:Set+7en7
dsdt PK

also . L $2
a—=ae +a,e,+0e, mita:=v=sund a, .= —
PK

Bahnkomponente: a; e;
Normalkomponente: a, e,, a, >0
Bahnbeschleunigung: ||v|| =5 = a % 0



Massenpunktkinematik

Geschwindigkeit und Beschleunigung in bewegten Bezugssystemen
bewegtes Bezugssystem haufig zweckmaBiger

Zeitableitung muss beriicksichtigen:

1. Zeitliche Anderung des Bezugspunktes des Bezugssystems.
2. Zeitliche Anderung der Basisvektoren des Bezugssystems.

3. Zeitliche Anderung der Koordinaten des Ortsvektors im bewegten
Bezugssystem.

1. und 2. erfordern Referenz(Inertial-)system!
fiir 2.: Euler-Poissonschen Differentiationsformel



Euler-Poissonsche Differentiationsformel

Satz (Euler-Poissonsche Differentiationsformel)
Es sei b()\) eine differenzierbare vektorwertige Funktion mit positivem
konstanten Betrag (|b(\)|| = const. > 0 fiir alle Werte X). Dann

existiert eine Vektorfunktion w(\), so dass jg =w(A) x b()).

Beweis:
Wegen const. = Hsz b-bist

Ozdx\( ) b+b d>\_2b 7? AISObJ_d)\ oder—g 0
Bilde (b x ¢2) x b:%(b-b) b(b- ji’ ab 2.
——
0
bxdb
w(A) = d A
N =gy

Jede Funktion w*(\) = w(X) + ub()) liefert d d)\ =w*(\) x b.



Eindeutigkeit von w(\)

db
l. Allg. w(A) nicht eindeutig, sondern Gerade durch XX in Richtung b

1B]]*

Aber: Eindeutigkeit bei starr gedrehtem Dreieck

Satz (Eindeutigkeit der Funktion w(\))

Es seien b()\), () linear unabhingige differenzierbare vektorwertige
Funktionen mit positivem konstanten Betrag (|b(\)|| = const. > 0,
llc(A\)|| = const. > 0 fiir alle Werte \). Es sei ferner

llc(A) — b(X)|| = const. > 0. Dann existiert genau eine vektorwertige
Funktion w()\), so dass

db dc
a—wxbundﬂ—wxc




Eindeutigkeit von w(\)

Beweis:

|lc — b|| = const. ableiten: 0 = (c—b)-%(c—b) — c-g—b+b~g—§ =0
Einsetzen der Differentiationsformeln: ¢ - (wp X b) + b - (we x €) =0
Deuten als Spatprodukt: (we —wp) - (€ x b) =0

Der Vektor w. — wp steht auf ¢ x b senkrecht,
er lasst sich in eindeutige Anteile in Richtung b, c zerlegen:

we —wp = b+ c

Damit auch w = w, — v¢ = wy, + Bb eindeutig.



