Drehgeschwindigkeit

Definition (Drehgeschwindigkeit)

Es seien b(t), c(t) linear unabhingige differenzierbare vektorwertige
Funktionen der Zeit t und es gelte ||b(t)|| = const. > 0,

le(t)|| = const. > 0 sowie |[c(t) — b(t)|| = const. > 0. Dann heiBt die

eindeutige vektorwertige Funktion w(t), fiir dieb =w x b und ¢ = w x ¢
gilt, die Drehgeschwindigkeit.




Beispiel: zylindrische Koordinaten
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Drehgeschwindigkeit: w = ¢ e,
Damit
ér = w X er = ¢(e; X er) = Ye,

€, =w x e, = p(e; x e,) = —peg



Ortsvektor

raumfestes Bezugssystem O,e;, i = 1,2,3
bewegtes Bezugssystem A, e;, i =1,2,3
Ortsvektor: r(t) = ra(t) + r(t)



Geschwindigkeit

Ortsvektor: r(t) = ra(t) + F(t) = ra(t) + Xi(t) €;(t)
Geschwindigkeitsanteile:

1. Anderung des Bezugspunktes des Bezugssystems: Fa(t)
2. Anderung der Basisvektoren des Bezugssystems: 6 = w X éi(t)

3. Anderung der Koordinaten im bewegten Bezugssystem: x,-(t)

Daher



Geschwindigkeit

Definition (Fithrungsgeschwindigkeit, Relativgeschwindigkeit)

Es sei r(t) eine Bewegung des Massenpunkts P und r(t) der Ortsvektor
von P in einem bewegten Bezugssystem A, €;(t) und Drehgeschwindigkeit
w. Der Anteil

Ve = Fa(t) + w x F(t)

heiBt Fiihrungsgeschwindigkeit und der Anteil
Vrel -= 5:<i(1--) éi(t)

Relativgeschwindigkeit des Massenpunkts.

Fiihrungsgeschwindigkeit: Geschwindigkeit, wenn der Massenpunkt relativ
zum bewegten Bezugsystem ruhen wiirde. Translatorischer und
rotatorischer Anteil.

Relativgeschwindigkeit: Geschwindigkeit des Massenpunkts relativ zum
bewegten Bezugssystem.



Beispiel

Bewegung zweier Schiffe (P; und P,) mit gegebener Anfangslage und

konstanten Geschwindigkeiten vy, vo. Welche Relativgeschwindigkeit
beobachtet ein Passagier auf P17
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Beschleunigung
Ve = Fa(t) + (w x F(t)) = Fa(t) + w X F(t) + w X (w X F(t) + Veel)

Viel = Xi(t) &(t) + %i(t) €i(t) = %i(t) €(t) + w X Ve
Insgesamt (mit o = w):

a=Fa(t) +a x F(t) +w x (w X F(t)) 4 2w X Ve + Xi(t) &(t)

Definition (Fiihrungs-, Coriolis-, Relativbeschleunigung)
Es sei r(t) eine Bewegung des Massenpunkts P und F(t) der Ortsvektor
von P in einem bewegten Bezugssystem. Der Anteil

ar ;= Fa(t) + a x F(t) + w x (w x F(t))
heiBt Fiihrungsbeschleunigung, der Anteil
ac = 2w X Vg
Coriolisbeschleunigung und der Anteil
a. = Xi(t) &(t)

Relativbeschleunigung des Massenpunkts.




Beispiel

Ein Massenpunkt bewegt sich entlang der Koppel eines
Parallelkurbelgetriebes. Welche Geschwindigkeit und welche
Beschleunigung hat der Massenpunkt?




Beispiel
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Fiihrungsgeschwindigkeit und Fiihrungsbeschleunigung: Kreisbewegung

VE =roe,
aF =rpe, — rgb2 e
Relativgeschwindigkeit und Relativbeschleunigung:
Viel = X 6, @rel = X &y
Insgesamt:
v=rpe,+ X &y

a:r¢e¢—r¢2er+§<éx



Beispiel
Transformation auf das raumfeste kartesische Bezugssystem
e, =cospe,—sinpe,
e =sinpe,+cospe,
éX = €x
Somit
V=rpe,+X8& = (rpcosp +X) e+ (—rgsing) e,
a=rpe,— rcpzer + X &,
= (r¢cos — rp?sinp + X) e + (—r@sing — r¢? cosp) e,

o Ortsvektor r = re, + X &, = (rsinyp + X) e, + rcos p e, kann auch
direkt abgeleitet werden

@ keine Coriolisbeschleunigung, da Koppel stets parallel zur x-Achse



Beispiel

Jetzt: Koppel bewegt sich tangential zur Kreisbahn




Beispiel

® Vel = X €4, wenn &, entlang der Koppel ausgerichtet ist

o Fiihrungsgeschwindigkeit muss die Bewegung des Bezugspunkts A auf
der Kreisbahn und die Rotation des A, e,, €, -Bezugssystems
beriicksichtigen

o Basisvektoren e,, é, fallen mit den BaS|svektoren e, und e, der
Polarkoordinaten zusammen, v,¢] = xeX = xecP



Beispiel

Wegen
0 X 0
wxr=|0|x[0] =]|—-Xp
—p 0 0

Fiihrungsgeschwindigkeit: ve = rp &, — Xy €,
absolute Geschwindigkeit: v = (r¢ + X) &, — X¢ &,



Beispiel
Fiihrungsgeschwindigkeit: ve = rp &, — Xp €,
Beschleunigung: . _
Ableitung der Fiihrungsgeschwindigkeit (mit €, = —¢ &, €, = ¢ &):

VE =r$ & + rp éx — X 8, — X &, — Xp €,

=r$ & —r¢’ &, — X &, — K¢ &, — Kp° &,
Ableitung der Relativgeschwindigkeit:
Vel = X6 + X6, = X8 — X &,

Coriolisbeschleunigung: ac = —2>;<gb e,

Fiihrungsbeschleunigung: af = (rg — £¢?) & — (r¢® + %) &,
Relativbeschleunigung: a,o = X éx

Insgesamt: @ = (r$ — X¢? + X) & — (r¢? + % + 2%¢) &,



Bestimmen der Drehgeschwindigkeit

Satz (Drehgeschwindigkeit bei Drehung um eine Achse)
Wird das bewegte Bezugssystem um einen Basisvektor e um den
Winkel ¢(t) gedreht, dann gilt fiir die Drehgeschwindigkeit w(t) = e.

Beweis:
Betrachtung des rotat. Anteils der Fiihrungsgeschwindigkeit, dazu:

@ P bewegt sich auf Kreisbahn um die Drehachse
o keine Bewegung des Bezugspunktes

@ 0.B.d.A. Zylinderkoordinaten als bewegtes Bezugssystem mit e, = e



Darstellung allgemeiner Drehungen

Transformation mit Richtungskosinus:
@ 9 Richtungskosinus: &; - €;, i,j = 1,2,3
o liefern Transformationsmatrix Tj; = &; - €;, so dass &; = T e,
@ Transformationsmatrix ist orthogonal
e Transformation eines Vektors: r = 7;&; = F; Tjje; =: rje;,

e — BT — TT7 R — T
mltrj—r,TU—TJ-,- ri, somit 7; = Tjr;

6 Nebenbedingungen (Orthonormalbasen):
. L, i=j
€ - € = .,

0, i#J

— drei Parameter scheinen ausreichend zu sein



