Darstellung allgemeiner Drehungen

Transformation mit Richtungskosinus:
@ 9 Richtungskosinus: &; - €;, i,j = 1,2,3
o liefern Transformationsmatrix Tj; = &; - €;, so dass &; = T e,
@ Transformationsmatrix ist orthogonal
e Transformation eines Vektors: r = 7;&; = F; Tjje; =: rje;,

e — BT — TT7 R — T
m|trj—r,TU—TJ-,- ri, somit 7; = Tjr;

6 Nebenbedingungen (Orthonormalbasen):

(1, i=j
9T 0, i #)

— drei Parameter scheinen ausreichend zu sein



Kardan-Winkel

1. Elementardrehung
Winkel o um die e;-Achse

1 0 0
! __ (o7 H al H
e, =T;e, mt[T;]= 10 cosa sina
0 —sina cosa



Kardan-Winkel
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2. Elementardrehung
Winkel 8 um die e5-Achse
cosB 0
B
=T; J’, mit [T; ]— 0 1
sing 0

—sinf
0
cos f3



Kardan-Winkel
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3. Elementardrehung
Winkel v um die e}-Achse

cosy siny O
é = Tij.ej’, mit [TI;’] = |—siny cosy 0
0 0 1



Kardan-Winkel

Hintereinanderausfiihrung der Elementardrehungen: &; = Tiﬁﬁej mit

K_ 778
Tij _Tika/T/JO'é’

cosfBcosy cosasinvy +sinasinfcosy sinasiny — cosasin 3 cosy
[T,ﬂ-( = |—cosfsiny cosacosy —sinasinsiny sinacosy — cosasin Fsin-y
sin 3 —sinacos 8 cos acos B

Bezeichnung der Elementardrehungen:
Rollen, Nicken, Gieren bzw. Wanken, Stampfen, Schlingern

Linearisierung fiir kleine Winkel:

< 1 v =B
[Til=|— 1 «a
8 —a 1



Bestimmen der Kardan-Winkel aus den Richtungscosinus

cosfcosy cosasiny +sinasinfcosy sinasiny — cosasin 3 cosy

[T,f] = | —cosfsiny cosacosy —sinasinfsiny sinacosy — cosasin 3sin-y
sin 3 —sinacosf cos accos 3
e singuldre Lagen fiir [5| = 5
@ zwei Moglichkeiten fiir 3:
sinf8 = T31, cosB = +4/1— T3%1
o damit a:
sinav = ——2 cosa = LEX
cos 3’ cos 3
e und v:
siny = — LE3 cosy = LES
cos 3’ cos 3

Kardan-Winkel sind nicht eindeutig!



Additivitat der Drehgeschwindigkeit

Satz (Hintereinanderausfiihrung von Drehungen)

Werden zwei Drehungen des Bezugssystems mit
Drehgeschwindigkeiten w1(t) und wo(t) hintereinander ausgefiihrt,
dann addieren sich die Drehgeschwindigkeiten. Die
Drehgeschwindigkeit der gesamten Drehung ist dann:

w(t) = wi(t) + wa(t).

Beweis:
Aus%:wxrfolgtdr:wxrdt

1. Drehung:drp =wi; xrdt, n=r+dn
2. Drehung:
dr2:w2xrldt:ng(r+dr1)dt:w2><(rdt+w1><r(dt)2)

insgesamt: dr =dr +dmn =w; x rdt+wy x (rdt+w; x r(dt)?)

also % = (w1 +wr) xr



Drehgeschwindigkeit, Kardan-Winkel
Drehgeschwindigkeit w:
w = dey + ey + 78
= QT Ti& + FThHE + 78 = 0i&;

Ergebnis:

o = dcosﬁcosyqtﬂ'sinv

Wy = —o'zcosﬁsiny—i-/@.’cos'y

W3 = asin 8+ 7

keine Winkelgeschwindigkeiten!



Beispiel: spharische Koordinaten

1-Achse: e;, Drehung um a = ¢
2-Achse: e, — egr, Drehung um g =0°
3-Achse: e, — e,, Drehung um v =19

Insgesamt: (e, e, e,) — (e, e9,€,)

Ergebnis:
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3=asinf+5 =1
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1 :ézcosﬁcosv%—ﬁ.sinyzg&)cosﬁl
» = —dcosfBsiny 4 fcosy = —psind



Euler-Winkel

Knotenachse



Euler-Winkel

€1 r_ Lﬁ él
€ =€

1. Elementardrehung mit ¥ um die e3-Achse

cost siny O
e = Ti}pej, mit [Tj’] = |—sinyY cosy O
0 0 1

2. Elementardrehung mit ¢ um die ej-Achse

1 0 0
eJ{’ = T&?ej, mit [Ta?] = |0 cos? sint
0 —sind cos?



Euler-Winkel

€1 /_ef é;
€ =e€;

3. Elementardrehung mit ¢ um die e-Achse

cosp sing 0
é = Tg.’ej'-’, mit [T,.f] = |—sinp cose 0O
0 0 1



Euler-Winkel

Hintereinanderausfiihrung der Elementardrehungen: &; = TEeJ mit

TS =TETaT)
cos 1) cos ¢ — sin cos ¥ sin sin1 cos p + cosipcos¥siny  sindsing
[T,-JE]: —cosysinp —sinycos¥cosp —sinysinp + cosp cos cosy  sin cos
sin ) sin ¥ —cosysind cos ¥

Linearisierung fiir kleine Winkel:

1 v+e 0

Ey
[Til= |—v—¥ 1 9
0 91



Bestimmen der Euler-Winkel aus den Richtungscosinus

cos 1) cos ¢ — sin 1y cos I sin sin 1 cos ¢ + cos 1) cos I sin
[T,f] = | —cosysingp —sinycosdcosy —sinsinp + cosp cosd cos
sinysin —cossind

singuldre Lagen fiir ¥ =0und 9 =71
zwei Moglichkeiten fiir 9:

sin = £4/1— T323, cost = Ts3

o damit :
T
siny = _—31, cosy =
sin v
@ und ¢:
) T
sinp = ,—13, COS = —
sin ¢ sin v
@ Knotenachse: _
e, _ e3 X e3
L lles x &

Euler-Winkel sind nicht eindeutig!

sindsin g
sin 9 cos ¢
cos v



Drehgeschwindigkeit, Euler-Winkel
Drehgeschwindigkeit w:
w=tes+Ve|+pel =ve;+ie] +yé&
= TP ThHE+0TE6 + 83 = 0§

Ergebnis:

@1 = Ysindsinp + 9 cos ¢

W = @Z}sinﬁcoscp — ﬁsincp

Q3 = costd + ¢

keine Winkelgeschwindigkeiten!



Kinematik der Kontinua

Bewegung eines Korpers, materielle und rdumliche Parametrisierung

Definition (Bewegung eines Korpers)
Eine Funktion

r=r(P,t)y mitPecB, tecz
die jedem materiellen Punkt P eines Kérpers B zu jedem Zeitpunkt t des
betrachteten Zeitintervalls Z; einen Ort P mit dem Ortsvektor r zuordnet,
wird die kinematische Bewegungsgleichung von B oder kurz die
Bewegung von B im Zeitintervall Z; genannt.

2 (t7)




Momentanlage

Definition (Momentanlage)

Die Menge der Orte aller materiellen Punkte des Kérpers zum Zeitpunkt
t* d.h. die Menge aller Punkte mit den Ortsvektoren k(P,t*), P € B,
wird die Momentanlage des Kérpers B zum Zeitpunkt t* genannt.

Bewegung: einparametrige Folge der Abbildungen des Kdrpers auf seine
Momentanlagen

Bei festgehaltenem materiellen Punkt P = P*:
r(t) = k(P*,t)

— gleiche Darstellung wie im Fall der Kinematik des Massenpunkts



Ebene Bewegung

Definition (Ebene Bewegung)
Bewegt sich jeder materielle Punkt eines Kérpers oder eines materiell
offenen Systems in einer Ebene und verlaufen alle Bewegungsebenen

parallel, so nennt man einen solchen Vorgang ebene Bewegung dieses
Kérpers oder dieses materiell offenen Systems.

Beispiel: Schichtstromung (Laminarstromung)




Materielle und raumliche Koordinaten

zweckmaBig: P durch Koordinaten adressieren

Definition

Die der analytischen Kennzeichnung materieller Punkte dienenden
Koordinaten werden materielle Koordinaten genannt. Die
Ortskoordinaten der materiellen Punkte eines Kérpers in der jeweiligen
Momentanlage des Kérpers werden raumliche Koordinaten genannt.




Bezugslage und Bezugskonfiguration

Definition

Die Momentanlage Vo von B zu einen bestimmten, jedoch frei gewdhlten
Zeitpunkt ty wird die Bezugslage bzw. die Bezugskonfiguration von B
genannt. Der Zeitpunkt ty heiSt Bezugszeit.
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Materielle und raumliche Ortsvektoren

Definition (Materielle und raumliche Ortsvektoren und Koordinaten)
Der Ortsvektor R des materiellen Punkts P € B in der Bezugslage heiBt
der materielle Ortsvektor von P. Seine Koordinaten X, Y, Z heiBen
materielle Koordinaten.

Der Ortsvektor r des materiellen Punkts P € B in der Momentanlage
heiBt der raumliche Ortsvektor von P. Seine Koordinaten x, y, z heiBen
raumliche Koordinaten.

Es gilt:
R = k(P, ty) =: ko(P)

Umkehrung:
P =ry (R)



Materielle und raumliche Parametrisierung

materielle Parametrisierung der Bewegung:
r = k(rg ' (R). £) == X(R. )

Umkehrung:
R=x""(r1)

@ materiellen Koordinaten werden in einem gemeinsamen Bezugssystem
definiert

o haufig zweckmiaBig: materielle Koordinaten in bewegtem
Bezugssystem (nicht im Zusammenhang mit der Anfangslage)



