Nicht-holonome Bindungen

Nicht-integrierbare kinematische Bindung:
Beziehung zwischen Differentialen d g; der generalisierten Koordinaten

a1dgr+adg+...+ardgr +agdt =0,

die kein vollstidndiges Differential einer Funktion F ist.



Beispiel: Bewegung einer Schneide oder Kufe

Lage der Kufe:
qaq =X, @2=Y, (73:79

Y

global unabhangig
lokal: Bindung

q .
tanﬁ:—y, d.h. tanq3:£:2
dq q1
bzw.



Beispiel: Bewegung einer Schneide oder Kufe
Ist tan g3d g1 — d g2 das vollstandige Differential einer Funktion F(q1, g2)?

Annahme: d F =tangs dg; —d go, dann

OF
—— =tangz und — = -1
dq % 0q2

Widerspruch zum Vertauschungssatz von Schwarz, denn

0%F Jtangs 0%F
= , aber =
0g20q1 992 0G10q2




Massenkinematische GroBen eines Korpers

@ werden aus Massendichte und kinematischen GroBen gebildet
@ Briicke zwischen Kinematik und Kinetik

vier GroBen:
1. statisches Massenmoment H?
2. Impuls /
3. Drall D®
4. kinetische Energie E



Massendichte

Axiom (Existenz einer Massendichte)

Es existiert eine skalare Ortsfunktion, p = p(r), welche im
Volumengebiet V der Momentanlage eines Kérpers B erklart ist und
die Intensitit der Materieverteilung in V darstellt. Sie wird
Massendichte oder kurz Dichte genannt.




Masse

Definition (Masse)
Das Volumenintegral

m::/pdV,
\%

erstreckt liber die Momentanlage V des Kérpers B, wird Masse von B
genannt.

dm:= pd V: Massenelement, damit m = [;dm



Statisches Massenmoment

Definition (Statisches Massenmoment)
Das statische Massenmoment H? eines Kérpers 3, bezogen auf einen
beliebigen (d.h. auch bewegten) Punkt Q ist der durch die Gleichung

HQ:/V(r—rQ)pdV:/B(r—rQ)dm

definierte physikalische Vektor.

Fir Q=0 (rg=0): H = [,rpdV = [zrdm

O (raumfest)



Statisches Massenmoment

Sonderfille:
1. Massenpunkt (Masse m, Ortsvektor r): HO = mr.
2. Punkthaufen (Massen Am;, Ortsvektoren r;): HO = 3" Amjr;.

O (raumfest)



Massenmittelpunkt

Definition (Massenmittelpunkt)

Der Massenmittelpunkt eines Kérpers B ist derjenige Punkt C, dessen
Ortsvektor r¢ die Gleichung

rcm:/rdm
B

erfiillt.

e offenbar rem = HO

@ bei starrem Korper: korperfester Punkt



Statisches Massenmoment bzgl. Massenmittelpunkt

Satz
Das statische Massenmoment HC eines Kérpers bezogen auf den
Massenmittelpunkt C verschwindet.

Beweis:

H¢ = /cdm /r—rc Ydm = /rdm—/rcdm
B B
_/rdm—rc/dm_

O raumfest; C' i. Allg. bewegt



Impuls

Definition (Impuls)
Der Impuls I eines Kérpers B ist der durch die Gleichung

I::/i’pdV:/vdm
1% B

definierte physikalische Vektor, wobei ¥ = v das Geschwindigkeitsfeld von
B und V die Momentanlage von B zur Zeit t sind.

I::/i‘dm:d</rdm) = (rcm) = mic = mvc¢
B dt \Jn

O (raumfest)



Drall
Definition (Drall)

Der Drall D eines Kérpers B bezogen auf einen beliebigen (also auch
einen bewegten) Punkt Q, ist der durch die Gleichung

DQ::/qxé/pdV:/qqum:/(r—rQ)x(i—iQ)dm
Jv B JB

definierte physikalische Vektor, wobei q := r — rq der relative Ortsvektor

von P beziiglich Q ist und folglich ¢ = i — g die relative Geschwindigkeit
von P beziiglich Q ist.

O (raumfest)



Spezialfalle des Dralls

1. Punkt O als Bezugspunkt (Q@ = O, rg = 0):
Do::/rxidm:/rxvdm
B B

2. Massenmittelpunkt C (Q = C, rg = r¢):

D¢ ::/(r—rc)x(r—rc)'dm:/c><i:dm
B B



Drall im Massenmittelpunkt

Satz (Drall im Massenmittelpunkt)
Fiir einen starren Kérper besteht zwischen D° und D€ die Beziehung

D° = rc x icm+ D¢ = rc x 1+ DC.

Beweis: Umformung von D© mit r = rc + ¢
DO:/rxidm:/(rc+c)><(rc—|—c)'dm
B B

:/rcxicdm+/rc><'cdm+/cxicdm+/cxtdm
B B B B

. d :
:rcer/Bdm—l—erdt(/Bcdm> +/Bcdm><rc
—— ————— ——

=m =0 =0

+/c><i:dm
B

=DC



Dynamische GroBen

Kraftdichten:
1. Flachenkraftdichten
2. Volumenkraftdichten

— Krafte und Momente als messbare Eigenschaften der mechanischen
Einfliisse der duBeren Umgebung auf den Kérper.



Flachenkraftdichte

Axiom (Existenz einer Flachenkraftdichte)
Es existiert ein Vektorfeld fs = fs(r), das auf der Oberfliche S eines
Kérpers B erklart ist und die Intensitdt der mechanischen Einfliisse der

Umgebung auf die Oberfliche darstellt. Es wird Flachenkraftdichte
oder (4uBere) Spannung genannt.

Fs=fs(r




Volumenkraftdichte

Axiom (Existenz einer Volumenkraftdichte)
Es existiert ein Vektorfeld f = R/(r), das im Volumengebiet V eines
Kérpers B erklart ist und die Intensitdt der mechanischen Einfliisse der

Umgebung beziiglich der Momentanlage des Kérpers darstellt. Es wird
Volumenkraftdichte genannt.




Flachenkraft, Volumenkraft

Definition
Das Oberflichenintegral

Fs = / fsd'S (S ist die Oberfliche von B )
S

heiBt die (auf den Kérper wirkende) Flachenkraft und das
Volumenintegral

Fy = / fydV (V ist die Momentanlage von B )
1%

heiBt die (auf den Kérper wirkende) Volumenkraft.

Axiom (Additivitat von Flachen- und Volumenkraften)
Flichenkrafte und Volumenkrafte sind addierbare Vektoren.




Resultierende Kraft

Definition
Der physikalische Vektor
F = Fs+ Fy

wird die resultierende Kraft oder kurz die Resultierende genannt. Sie ist
die gesamte auf den Kérper wirkende Kraft.




Beispiel: Gewichtskraft

Gewichtskraft: G = [pgdm = [, gpdV ~ mg
g: Erdgravitationsfeldstarke.

g ist keine Beschleunigung!

Beispiel: ruhender Klotz, v =0, aber G = mg mit g # 0.

v=20

SN S S
G =mg




Moment einer Kraftdichte
Definition (Moment einer Kraftdichte)

Das Moment MSQ der Flachenkraftdichte fs beziiglich des Punktes Q
ist der durch die Gleichung

MSQ:/(I‘—I‘Q)stdS
S

definierte physikalische Vektor. Das Moment M\C,‘? der Volumen-
kraftdichte Ry beziiglich des Punktes Q ist der durch die Gleichung

M\‘,?:/(r—rQ)fodv
v

definierte physikalische Vektor.

s)




Resultierendes Moment einer Kraftdichte

Definition
Der Vektor

M = ME + M7

heiBt das resultierende Moment der Kraftdichten.

Spezialfalle: Bezugspunkt O bzw. C
Moz/rx@d5+/rx&dv
S 1%

MC:/S(r—rc)xfst—i—/(r—rc)fodV
1%



Dynamische GroBen

Dyname einer Kraftdichte

Hier am Beispiel einer Flachenkraftdichte fs auf AS:

Resultierende: F = [,cfsd S
Moment MA: MA = [, o(r —ra) x f5dS

AS

Die Resultierende F besitzt keinen Angriffspunkt.



Dyname

Definition
Die an den Punkt A gebundene Resultierende

F = fsdS,
AS
einer Spannungsverteilung fs und das auf den Punkt A bezogene
resultierende Moment

MA:/AS(r—rA)x fsdS

von fs bilden zusammen eine dynamisch-geometrische GréBe, welche
Dyname genannt wird und mit (F, A, M?) bezeichnet wird. Es heiBen F
der Kraftwert, M* der Momentenwert und A der Angriffspunkt der
Dyname (F,A, M*).




Dyname

@ reprasentiert die auf A bezogene dynamische Wirkung der Kraftdichte
@ ist bei gegebener Kraftdichte eindeutig
@ Umkehrung (Dyname gegeben, Kraftdichte gesucht) nicht eindeutig

AS




Momentenversetzungsgleichung

Satz
Zwischen den Dynamen (F, A, MA) und (F, B, MB) derselben
Spannungsverteilung fs besteht die Beziehung

MB =M~ 4 (rs—rg) x F.

Diese Gleichung wird Momentenversetzungsgleichung genannt, das
Moment

ME = (I‘A*I‘B) x F

heit Versetzungsmoment.




Momentenversetzungsgleichung
Beweis:

MB—MA:/ (r—rg) xfsdS — (r—ra)xfdS
AS AS

:/ (rA—rB)xfst
AS

:(rA—rB)x/ deS:(rA—rB)xF
AS




Versetzen einer Dyname

AS




Regel fiir das Versetzen eines Dyname von A nach B

1. Die Kraft F wird von A nach B parallel verschoben (,versetzt").
2. Es wird das neue Moment M8 = MA + ME mit dem
Versetzungsmoment M% := (ry — rg) x F ermittelt.

3. Das neue Moment MB wird im Punkt B »aufgepflanzt”, das alte
Moment M4 | geloscht".

Linienfliichtigkeit:
Wird die Dyname langs der durch A und F bestimmten Geraden versetzt,
so andert sich der Momentenwert nicht!



Aquivalenz von Dynamen

Definition

Zwei Dynamen (Fy, A, MA) und (F>, B, MB), deren Resultierende Fy und
F, gleich sind (F1 = F» =: F), und deren Momente MA und MB die
Momentenversetzungsgleichung MB = MA 4 (ra — rg) x F erfiillen,
heiBen dynamisch aquivalent oder gleich; in Zeichen:

(F1, A, M*) = (F>, B, MB).

Satz (Dynameniaquivalenz)
Zwei Dynamen ein und derselben Kraftdichteverteilung sind dynamisch
dquivalent.

Die Umkehrung des Satzes gilt nicht: Aquivalenten Dynamen kénnen
verschiedene Kraftdichteverteilungen zugrunde liegen.



Spezielle Dynamen

Definition (Einzelkraft, freies Moment)

1. Eine Dyname (F,A,0) =: (F, A) mit verschwindendem resultierenden
Moment, d.h. mit M” = 0 heiBt Einzelkraft. Es heien F der
Kraftwert, A der Angriffspunkt und die durch A und F bestimmte
Gerade die Wirkungslinie der Einzelkraft (F, A).

2. Eine Dyname mit verschwindender Resultierender (0, A, MA) =: M
heiBt freies Moment.

freies Moment: Versetzungsmoment verschwindet, daher M8 = MAI



Einzelkrafte

bestehen aus resultierender Kraft und Angriffspunkt.

Wirkungslinie der

Wirkungslinie der
Einzelkraft (F, B)

Einzelkraft (F', A)
AN

Wirkungslinie der
Einzelkraft (F,C')



Moment einer Einzelkraft

Definition (Moment einer Einzelkraft)
Das Vektorprodukt

MB(F,A):=(ra—rg) x F

wird das Moment der (im Punkt A angreifenden) Einzelkraft (F, A)
beziiglich des Punktes B genannt.

TA—TB
TRB F
TA

@)

offenbar: MB(F, A) = M&



Versetzen einer Einzelkraft

Analog zur Dynamenversetzung, Einzelkraft (F, A) — (F, B, M5),
mit MB =0+ MZ = (ra — rg) x F = MB(F, A).

B

Jede Einzelkraft ist linienfliichtig.



Einteilung der Dynamen

1. eingepragte Krafte
2. Reaktionskrafte

Beispiele:
Eingepragte Krifte Reaktionskrafte
Gewichtskraft G = mg Normalkraft N
Reibkraft R = uN Haftkraft H
Federkraft F = c A/ Lagerreaktionskrafte

Auftriebskraft A = —yy Vgﬁ = pmVeg
Widerstandskraft W = — i (a0 + arf|v| + ... + an[[v]|")




Haften und Gleiten

Haftkraft: Reaktionskraft, Berechnung aus den Bewegungsgleichungen

aber: Haften nur gewahrleistet, wenn Reaktionskraft betragsmaBig nicht
groBer als Grenz-Haftkraft pg/NV.

Grenz-Haftzahl pg hangt vom Material und dem Zustand der

Beriihrflachen ab, nicht aber von der GréBe der Beriihrungsflache und der
Kraft N.



Haftkegel

o = const. in alle Richtungen der Beriihrebene: Haftkegel mit

Offnungswinkel v, tan 5 = o
G

— resultierende Berlihrungskraft aus H und N muss im Haftkegel liegen,
um Haften zu gewahrleisten

Fir |H| > Hp: Bewegung zwischen den Beriihrkérpern
— Reibkraft R ist eingepragte Kraft, R = u/N mit u < pg



