Massentragheitstensor

Definition
Sei B ein starrer Kérper und A ein kérperfester Punkt. Der Tensor 2. Stufe

oA ::/(E(R-R)—R®R)dm
B

heiBt Massentragheitstensor von B beziiglich A.

@ symmetrischer Tensor 2. Stufe
@ Drall hangt linear von der Drehgeschwindigkeit ab

@ aber: linearer Zusammenhang durch einen Tensor 2. Stufe (kein
Skalar!)



Massentragheitsmomente

MitE:5Uéi®éjund R:X,'é,'ZXjéj:
@A:/(E(R-R)—R®R)dm
B
:/((X12+X22+X32)5ijéi®éj—XfXjéi@’éj)d’"
B

=/B((X12+X22+X32)5U—X,-Xj)dmé;@éjzég%é@éj
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Definition (Massentragheitsmomente)

Die Koordinaten 07} = [, (X7 + X3 4 X3)d; — XiX;) d m des
Massentrigheitstensors ©” heiBen Massentragheitsmomente. Fiir i = |
heiBen sie axiale Massentragheitsmomente, fiir i # j
Deviationsmomente.

GA _
07 = const. bezgl. t!



Massentragheitsmomente

@A:/B((Xlz+X22+X32)5,-jé;®éj—Xinéi®éj)dm

Matrixform:

fB(X22 +X32)dm —fBXngdm —fBXng,dm
A = | — [.XoX1d X2+ X2)d — [ XoX3d
p JpXeXudm - [p(XP+X5)dm  — [, XoX3dm
— [pXaXedm = [ XsXodm  [p(X2+XZ)dm
Hauptachsendarstellung:

A — ag‘m én, ® €y,

éﬂi: Haupttragheitsmomente



Massentragheitstensor bzgl. des Massenmittelpunktes

oc ::/B(E(c~c)—c®c)dm

Damit:
D¢ =w . -O¢

O (raumfest)



Beispiel: Massentragheitsmoment eines rotierenden
Vollzylinders

Drehung um Hauptachse éy,
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Beispiel: Massentragheitsmoment eines rotierenden Stabs

Drehachse am Stabende, Hauptachse éy,
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Verlauft die Drehachse durch die Stabmitte, so ist 583 = m%



Beispiel: Massentragheitsmoment einer rotierenden Kugel

Kreisscheibe,

RadiusV/ 72 — 22

( o= Drehachse

2_ 2
953:/p7r(r222)(r 22 )dz:g’o (r* —2r*2° + z2%)dz
—r —r
2 r 8 4
:% (r*z §r2z3 + 525) , = 1—57rpr5 = §7rpr3 5r2




Anderung des Bezugspunkts — Satz von Steiner

Satz (Satz von Steiner)
Zwischen @* bezogen auf einen kérperfesten Punkt A und @€
bezogen auf den Massenmittelpunkt gilt

0" =0+ (E(Rc-Rc)— Rc ® Rc)m,

wobei R¢ der Ortsvektor von A nach C ist.

Beweis:
Setze R = R¢ + ¢ in Gleichung fiir den Massentragheitstensor ein:

QA:/B(E(Rc—i—c)-(Rc+c)—(RC+c)®(RC+c))dm

Wegen [, cdm=0:

@A:/B(E(Rc-Rc)—Rc®Rc)dm+/B(E(C'C)—C®C)dm

konstant bzgl. Integration
=:0¢



Anderung des Bezugspunkts — Satz von Steiner

Beispiel:
0" =0+ (E(Rc-Rc)—Rc®Rc)m

ausgewertet fiir A5%:

0% = 053+ (RE1 + RE, + RE3 — RE3)m = 053 + (RE, + Rgy)m

1. Stab der Lange ¢, A am Stabende:

2. Vollzylinder, A auf der Zylindermantelflache:

GA _ GC 2 o 3
033 =033+ r m:ma—kr m= Zmr

2



Drehung des Bezugssystems

hier: Drehung um eine Achse des Hauptrichtungssystems

Satz (Massentriagheitsmomente bei gedrehten Basisvektoren)
€1, é, éy, gegeniiber dem Hauptrichtungssystem um die
én,-Richtung mit Winkel o gedreht. Dann:

Iy = 508, +80) — S, — ) cos(20)
Wy = S0, +00) + 2 (#, — F,) cos(20)
iy = 0y = o (F, — 7)) sin(20).

§§3 = éﬂy

9~f‘3 :ééql 25?2 :%‘3 =0




Drehung des Bezugssystems

Beweis:
Koordinatentransformation:
;(1 = Xicosa + Xysina
Xo = — Xy sina + Xo cos o
damit

:/(X22c052a—2X1X25inacosa—|—X125in2a+X32)dm
B

:/(X22+X32)dmcosza+/(X12+X32)dmsin2a—0
B B

_FA 2 GA o2
= 0, cos” a + b, sin”



Drehung des Bezugssystems
Koordinatentransformation:

)N(l = Xicosa + Xosina
)~<2 = —Xisina + Xscosa

analog:
%~ [ (%+%)dm
B
:/(Xfcos2a+2X1X25inozcosa—|—X225in2a—i—X32)dm
B

:/(Xf+X32)dmcos2a+/(X22+X32)dmsin2a+0
B B

_ A 2 GA <2
= Oy, cos” a + B, sin” «



Drehung des Bezugssystems
Koordinatentransformation:

)N(l = Xicosa + Xosina
)~<2 = —Xisina + Xscosa

ferner:
12 = 921 / X]_X2 dm
—/ X1 Xo d m(cos® a — sin® ) + /(X12 — X3)d mcosasina
B B

:0+/(X12—|—X32—X22—X32)dmcosasina
B

= (§ﬁ2 - 5ﬁ‘1) cos asin v



Drehung des Bezugssystems
insgesamt:

o7, —HH cos?a + B sm e
_ 2
022 = 0H2 COS o+ GHI S|n (0]
07, = 05 = (Gﬁ‘2 - Gﬁl) cos asin «
trigonometrische Beziehungen:

cos? v = (1 + cos 2a)
L2 1
sin“a = 5(1 — cos2a)
sinacosa = %sin 2a

fihrt auf:
~ ~ 1 .~ .
o7y = (aﬁl + 9&) - E(Qﬂz — 9’,31) cos(2a)
~ - - 1 . .
03, = 5(9ﬁ1 + 9ﬁ2) + §(9ﬁ2 - Gﬂ\l) cos(2a)

- - 1 . - _
9?2 = 95\1 = E(eﬂz - Gﬂ‘l)sm(Qa)



Drehung des Bezugssystems
0y = 508, +80) — S (#, — 5,) cos(20)
0y = S0, + 00 + (B, cos(20)
iy = 04y = (0, — 78, sin(20)

Veranschaulichung: Mohrscher Kreis
Mittelpunkt: 3(67, + 65,), Radius: 3(67 — 07 |




Eulersche Kreiselgleichung

Satz

Es sei C der Massenmittelpunkt des starren Kérpers und @€ der
Massentragheitstensor des Kérpers in einem an C gebundenen aber
sonst beliebigen Bezugssystem (C, ;). Zwischen der
Drehgeschwindigkeit w und dem resultierenden Moment M€ gilt die
Differentialgleichung

w0 —w- -0 xw=MC.




Eulersche Kreiselgleichung
Beweis:

Ableitung von D€ nach t: D€ =& - OF€ + w - OF mit

6c =i

FE0E+0i808+06xE
jC( é;)®éj+9ijc-e,®(w><ej)
~———
—Eij

=wx 05 &®&—05 & &xw

—oc¢ —oc¢
—wxO-0°¢ xw

DC:w~@C+M—w-QCxw

[ —
=(wxw)-0¢

Damit:

und D€ = M€



Eulersche Kreiselgleichung fiir korperfesten Bezugspunkt

es gilt weiterhin
DA=w -0 —w 0" xw
mit Drallsatz fiir bewegten Bezugspunkt:

Rexamm+w- -0 —w- -0 xw=M*"

Zusatzterm R¢ x aam verschwindet, falls
1. A= C (A fallt mit dem Massenmittelpunkt zusammen)
2. aa = 0 (Bezugspunkt bewegt sich unbeschleunigt, z.B. auf der
Drehachse) oder
3. RC H aa



Eulersche Kreiselgleichungen im Hauptachsensystem
w-0° —w-0¢ xw=M"
Hauptachsendarstellung: @€ = éﬁ(_) €4, ® €y, und w = Q; éy,
Ableitung der Drehgeschwindigkeit:
w = (j),' éH,- + @; éH,- = (i'J,' éH'. + & (w X éH,-)
—_——
:onB;éHi:wa:O
Somit: w - OF€ = (i),' éH,- . éﬁ(/) éHj & éHj = (i‘),'é‘ﬁ(.) éH,-
Analog: w - ©¢ = @;éﬁ(_) én,
Einsetzen und auswerten von w - O€ x w:
0, — iais (952 . 953) — M
05, — i (9,53 —5.) = Mf

305, — nin (05, - 05,) = M§



