Eulersche Kreiselgleichungen im Hauptachsensystem
w-0° —w-0¢ xw=M"
Hauptachsendarstellung: @€ = éﬁ(_) €4, ® €y, und w = Q; éy,
Ableitung der Drehgeschwindigkeit:
w = (j),' éH,- + @; éH,- = (i'J,' éH'. + & (w X éH,-)
—_——
:onB;éHi:wa:O
Somit: w - OF€ = (i),' éH,- . éﬁ(/) éHj & éHj = (i‘),'é‘ﬁ(.) éH,-
Analog: w - ©¢ = @;éﬁ(_) én,
Einsetzen und auswerten von w - O€ x w:
0, — iais (952 . 953) — M
05, — i (9,53 —5.) = Mf

305, — nin (05, - 05,) = M§



Spezialfall: Ebene Starrkorperbewegung

105, — o (05, - 05,) = Mf
ol — @ain (9”53 - éﬁl) = MS
@305, — @1 (éﬁl — 5,52) = Mf§
@1 = @n =0, folglich @1 = &p = 0

0= MY

0= MsS

~ nC 1C
w39H3 = M3



Beispiel: Starres Rad auf schiefer Ebene

e

Freischnitt nach d'Alembert:
Gsina— Fr —mxc =0
Gcosa— N=0
aFr — 0% =0



Beispiel: Starres Rad auf schiefer Ebene
Gsina— Fr —mxc =0
Gcosa—N=0
aFr — 03 =0
Reines Rollen
Haften — Momentanpol: Kontaktpunkt zwischen Rad und schiefer Ebene

ein Freiheitsgrad, kinematische Bindung: xc = ap
Ableiten nach der Zeit und einsetzen in die erste Gleichung:

Gsina— Fr —map =0
Mit Fr = @ (3. Gleichung):

9C
Gsina — <a+ma>§b:0

Auflésen nach ¢, verwenden von G = mg und 6¢ = ma:

. 2gsina
v 3a



Beispiel: Starres Rad auf schiefer Ebene

0y _ 2gsina

0¢ = -
a’(p 3a 2a

Fr=

Damit:

2
Xc = ap = ggsina

Priifen der Haftbedingung:
Fr < polN
Mit N = G cosa« = mg cos a (2. Gleichung):
¢y  mgsina

Fr = = 3 < ugmg cosa, also tana < 3ug




Beispiel: Starres Rad auf schiefer Ebene

Gsina— Fr —mxc =0
N—Gcosa=0
aFT—HCgb:O

Gleitendes Rollen

Kontaktpunkt ist nicht mehr Momentanpol, zwei Freiheitsgrade

Reibgesetz: Fr = ulN = pmg cos
Damit Beschleunigungen:

Xc = g(sina — pcosa) = gcosa(tana — )
. 2ugcosa
T

Wegen tana > 3pup > 3pund 0 < a < Xc >0



Raumliche Dynamik deformierbarer Kontinua

Satz (Lokale Form des Impulsgesetzes)
Es gilt: pv = fy +divo

Beweis:
Betrachte bel. zusammenhangende Teilmenge &/ C V der Momentanlage:

d
/vpdV_/deV—i—/ o-ndS
dt Ju u au
:/deV—I—/divadV
u u

Vertauschen von Zeitableitung und Integration:

4 vpdV:i vdm:/ vdm:/l'/pdV
dt Jy dt /g, By u

wobei v die materielle Zeitableitung ist!
Jy(vp— K —divo)d V = 0 fiir bel. Teilmenge U
— Integrand verschwindet!



Raumliche Dynamik deformierbarer Kontinua

Satz (Lokale Form des Drallgesetzes)
Der Spannungstensor o ist symmetrisch.




Raumliche Dynamik deformierbarer Kontinua
Beweis:

Betrachte bel. zusammenhingende Teilmenge & C V. Drallgesetz:

d/rxvpdV:/rfodV+/ rxo-ndS
dt u u ou

Letzter Summand:

/ r><a~ndS:/V'(r><a)dV
au u

:/gnajkeixej(ek‘e/)dv+/erivadV
U X| u

:/&xajkejdV/rxdivcrdV
u Oxk u

Vertauschen von Zeitableitung und Integration:

d d
/rxvpdV: rxvdm:/(rxv)'dm
dt Jy dt Ja, 5y

:/rxf/pdv
u

/ rxvdm
By



Raumliche Dynamik deformierbarer Kontinua

Somit;

rX(l'/p—fv—diVU)dV:/ ngUjkejdV

u u OXk

=0
Gilt fiir beliebige Teilmenge U4 — Integrand verschwindet:

or

xoye =0

OXxk S
_ : or __

Wegen r = x;e; ist —8;k = ey, daher

Ojk€x X €j = 0

Auswertung des Vektorprodukts liefert oj — oy; =0



Statik als Sonderfall der Dynamik

Definition (Zustand der Ruhe)

Ein Kérper B befindet sich zu einem Zeitpunkt t = ty im Zustand der
Ruhe, wenn die Geschwindigkeiten aller materiellen Punkte des Kérpers zu
diesem Zeitpunkt gleich dem Nullvektor sind, d.h. wenn v(P, ty) = 0 fiir

alle P € B gilt.




Statik als Sonderfall der Dynamik

Satz (Gleichgewichtsbedingungen im Zustand der Ruhe)
Befindet sich ein Kérper in einem Zeitintervall im Zustand der Ruhe,
so gelten die nachstehenden Gleichungen

F=0,

MO =0,

Gleichgewichtsbedingungen genannt. Hierin bezeichnen F die
resultierende Kraft auf den Kérper und M© das resultierende Moment
auf den Kérper beziiglich eines beliebigen, raumfesten Punktes O in
einem Inertialraum.

Beweis: _
Setze v = v(P, to) = 0 in Impulsgesetz I = ([z;vdm) = F und
Drallgesetz D© = (fgr x vdm) = MO ein.

Gleichgewichtsbedingungen notwendig, aber nicht hinreichend fiir Ruhe.



Analytische Methoden der Mechanik

bisher: Axiome

I=F
O = MO
Massenmittelpunktsatze:
mvec =F
B = MC

Ziel: Ermittlung der Bewegungsgleichungen /kinematischen GréBen, ohne
dass Schnittreaktionen auftreten

dafiir erforderlich:
@ mechanische Leistungs-, Arbeits- und Energiebilanzen
o virtuelle Leistungs-, Arbeits- und Energiebilanzen

o Lagrange-Gleichungen 2. Art



Analytische Methoden der Mechanik
mathematische Voriiberlegung: Gleichungssysteme
x+y+z=3 (1)
y+z=2 (2
y—z=0 (3)
Losung: x =y =z =1, z.B.
(1) —(2) —x
1

1
5(2) + 5(3) -y

Was wiére eine geeignete Vorgehensweise, wenn nur x gesucht ist?



Analytische Methoden der Mechanik

dazu: Formalisierung der Losungsfindung:

X+y+z 3
a= y+z |,b=]2
y—z 0

a=b— a-c=b-cfiralle c ¢ R
speziell:

1
c=|—-1 — X, € =
0

Ni= O

— Yy, 3=

NIFNIR O
N[

e Kommt manvon a-¢=b-c wieder zu a = b?
Offenbar schon, wenn alle ¢ € R3 betrachtet werden
(z.B. alle Basisvektoren fiir ¢ einsetzen).

@ Wie findet man geeignete ¢, um Komponenten des Ldsungsvektors
auszurechnen?



Analytische Methoden der Mechanik

Auffinden geeigneter ¢: Formulierung als lineares Gleichungssystem

11 1 X 3
Ax=b mtA=10 1 1|,x=]y|,b=|2
01 -1 z 0

dann: (Ax)-c=b-c— x-(AT¢c)=b-¢c

gesucht: ¢;, so dass Alci=¢e;, alsoci=ATe;
hier:
1 0 O 1 0 O
AT=111 1|,A7T=|-11%1 1
11 -1 0 3 -3

aber: Ermittlung der c; erfordert bereits das Losen eines linearen
Gleichungssystems!
— Physik bendtigt, Projektion auf die Bahn der Bewegung mittels v



