


Arbeit, Arbeitssatze und Energiesatz

Integration der inneren Leistung nach der Zeit:
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erster Term auf der rechten Seite:
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inneres Integral ist Kurvenintgral entlang der Bahn r = x (R, t) der
Bewegung des einzelnen materiellen Punktes zwischen ta und tg



AuBere Arbeit

Definition (AuBere Arbeit)
Die Arbeit W, der (duBeren) fs, K/-Kraftdichteverteilung wird durch das

Integral
W, :://fs-drdS—i-//fv-drdV
SJr VJr

definiert. W, wird auch kurz auBere Arbeit genannt.

AuBere Arbeit einer diskreten Einzelkraft:
Konstanz von r beziiglich AS:

WaE—/ /fs-drdS—/ fst-dr—/FE-dr
AS Jr rJAS r



AuBere Arbeit beim starren Korper

tg tg
Wa:/ vC-th+/ w-MCdt
tA ta

te
/ VC-th:/F-dr
ta rc

tZE wdt = ftp dp i. Allg. wegabhingig,
da Rotationsdifferential d ¢ = wdt i. Allg. nicht vollsténdig

mit



Nichtkommutativitat endlicher Drehungen

nimy |
Bl

fiir ebene Bewegung oder Drehung um eine feste Achse:
Rotationsdifferential vollsténdig, w = ¢.
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zweiter Summand:

insgesamt:



Innere Arbeit

Definition (Innere Arbeit)
Die innere Arbeit W, ist der durch

tg
VV;Z—/ Pdt
tA

definierte physikalische Skalar.




Allgemeiner Arbeitssatz

Satz (Allgemeiner Arbeitssatz)
Die gesamte innere Arbeit W, eines Systems zwischen zwei

Zeitpunkten tp und tg ist gleich der Summe der inneren Arbeiten W,
Wi,, ..., Wi, seiner n Teilsysteme: W; = 22:1 Wi, .




Spezielle Arbeitssatze

Satz (Arbeitssatz, masseloses deformierbares Element)
Fiir ein masseloses deformierbares Element ist W, = W,.

Beweis:
Wegen E = 0 verschwindet E(tg) — E(ta).

Satz (Arbeitssatz, starrer Kérper)
Fiir einen starren Kérper ist E(tg) — E(ta) = W.

Beweis:
Aus P; = 0 fiir den starren Korper folgt W; = 0.



Spezielle Arbeitssatze

Satz (Arbeitssatz fiir ein deformierbares Kontinuum)
Fiir ein deformierbares Kontinuum ist W = [, [ @ --dedV mit dem
Cauchy-Spannungstensor o und dem linearisierten Verzerrungstensor €.

Beweis:
Zeitableitung des linearisierten Verzerrungstensors:

.1 . . 1 .y .
€ = E(grad u+(grada)’) = E(grad(r — R) + (grad(f — R))")
1 1
= i(grad P+ (gradi)™) = E(grad v+ (gradv)") =D

innere Leistung fiir ein deformierbares Kontinuum:

Pi:/a'--édV
v



Allgemeiner Arbeitssatz

Zeitintegration:

tg tg
Wi:/ /0-~édth:// a--édth://a--dedV
ta % V Jta VJr

Das Differential o - -d € ist i. Allg. nicht vollstandig und die innere Arbeit
daher i. Allg. vom Weg abhangig.



Potential

Definition (Potential)

Es seien P, die duBere Leistung und P; die innere Leistung. Die
Ortsfunktion Vi mit \/I = P, heif}t das innere Potential, und die
Ortsfunktion V,; mit Va = — P, wird das duBere Potential genannt. Die
Funktion V := V; + V, heiBt das (gesamte) Potential oder die
potentielle Energie.

Definition (Konservative Krifte)
Krafte, deren Leistungen Potentiale besitzen, heiBen Potentialkrafte oder
konservativ.




Energiesatz

Satz (Energiesatz)
Besitzt die Leistung ein Potential V, dann gilt der Energiesatz in
differentieller Form _ _
V4+E=0
bzw. der Energiesatz in integraler Form

V + E = const.

Beweis:
Innere Leistung:

Vi+ V,+E=0bzw. V+E =0

bzw. nach Integration
V + E = const.



Potentielle Energie konservativer Dynamen

Satz (Potential der Gewichtskraft)
Die Gewichtskraft G = mg ist konservativ. Sie besitzt das duBere
Potential V,. = mgz + C, wobei C eine Konstante ist.

Le)

o |




Potentielle Energie konservativer Dynamen

Beweis:
AuBere Leistung:
PaG = Vc- G
mit
Ve = Fc = (Xex‘erz).:).(ex"‘Z.ez
und
G = mg = mg(—e;)
folgt dann

P.. = (xex+ze;) (—e,)mg = —mgz

Wegen mg = const.:
PaG = —(ng+ C)

also
Psc = — Vo und Vo, =mgz+ C



Potentielle Energie konservativer Dynamen

Satz (Potential eines masselosen Verbindungselementes)

Es sei F(x) das Kraftgesetz eines masselosen, deformierbaren
Verbindungselementes, wobei x eine skalare Auslenkung bezeichnet, so
dass die duBere Leistung durch P, = F(x)x gegeben sei. Existiert zu
F(x) die Stammfunktion F«(x), dann ist das innere Potential des
Verbindungselementes durch die Stammfunktion geben, es gilt also

Vi, = st(X)'




Potentielle Energie konservativer Dynamen

Beweis:
Wegen

muss gelten:

Kettenregel:

Fir Vi, = Fs(x) ist

P, = P,, mit P, = F(x)x

d
E\/,F:P,:F(x)x

d d  dx d

SV = VS = Vi

dt P dx Fdr dx X




Potentielle Energie konservativer Dynamen

Korollar (Potential der Federkraft)

Die linear-elastische Federkraft mit Betrag F = c A/,
c: Federkonstante, Al: Langendnderung,

ist konservativ. Sie besitzt das innere Potential

1
\/iF = §C(A€)2

analog Drehfeder: V;



Beispiel: Klotz auf schiefer Ebene

Gegeben: a, p, vo = v(so)
Gesucht: v; = v(s1)

Kraftegleichgewicht vertikal zur Gleitebene: N = mg cos «
Reibkraft R = umg cos «

Kraft entlang der Ebene: F = mg(sin o — p cos o)

duBere Arbeit zwischen sy und si:

S1
W, = /mg(sin a—pcosa)ds = mg(sina — pcosa)(sy — sp)
S0



Beispiel: Klotz auf schiefer Ebene

kinetische Energie:

1
in der Anfangslage: Ey = Emvg

1
in der Endlage: E; = Emvl2
Arbeitssatz:

1
Ei—E = im(vl2 — )
s1
= [ mg(sina — pcosa)ds = mg(sina — pcosa)(s1 — so)

S0

auflésen nach vy:

vy = \/vg +2g(sina — pcosa)(sy — so)



Beispiel: Mathematisches Pendel

gesucht: $(y)

Nullniveau

*///////

yY

Energiesatz, kinetische Energie:

potentielle Energie, Nullniveau bei ¢ = 0:

V = mgh = mgl(1 — cos p)



Beispiel: Mathematisches Pendel
Energiesatz in integraler Form:
E4+V= g€2¢2 + mgl(1 — cos ) = Eges

bzw.

$ = z\/i (Eges — mgl(1 — cos p))
Bestimmung von Eges aus dem maximalen Pendelwinkel ¢1:
Eges = 0+ mgl(1 — cos 1)
bzw. aus der Maximalgeschwindigkeit g:
Eges = 5203 +0

Zusammenhang zwischen Maximalgeschwindigkeit und maximalem
Pendelwinkel:

2
gé%b% = mgl(1 — cos 1) oder g = Tg(l — cos 1)



Beispiel: Bewegung einer Stange zwischen zwei Walzen

reines Rollen

Federn entspannt fiir
Tl =T2 =3 =T =

c1 o

mi

reines Rollen

gegeben: Massen my, my, ms, Federsteifigkeiten c1, ¢y, konstante Kraft F
gesucht: Bewegungsgleichung der Stange
1 Freiheitsgrad



Beispiel: Bewegung einer Stange zwischen zwei Walzen

kinematische Beziehungen:
obere Walze:

N | X

) X
X1:W1r1:§7 X1

untere Walze:

X
W) = ——

2[‘2
. X X
X2 = —Wah = 57 X2 = 5



