Beispiel: Bewegung einer Stange zwischen zwei Walzen

reines Rollen

Federn entspannt fiir
Tl =T2 =3 =T =

c1 o

mi

reines Rollen

gegeben: Massen my, my, ms, Federsteifigkeiten c1, ¢y, konstante Kraft F
gesucht: Bewegungsgleichung der Stange
1 Freiheitsgrad



Beispiel: Bewegung einer Stange zwischen zwei Walzen

kinematische Beziehungen:
obere Walze:

N | X
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untere Walze:

X
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kinetische Energie und potentielle Energie des Systems:

1 1 1 1 1
E= 5[7’71)('12 + Eﬁlclwlz + §m2X'22 + 592@&)22 + §m3)'<2
1 1
V = 561X12 + §C2X22 — Fx
mit 01C1 = %mlrlz, 92C2 = %mgrz2 und den kinematischen Beziehungen:
Imx?> 1 n2x 1 X 1mn?x* 1 .,
E== M=+ =mp— + = — + =
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1616 277
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V==—+="—Ffx=-(a+ca)x—Fx



Beispiel: Bewegung einer Stange zwischen zwei Walzen

3 3 1 .2
E = <16m1+16m2+ m3>

V= c1+c2)x2—Fx

A
Energiesatz in integraler Form:

3 3 1
E+ V= <16m1 + T + 2) X2+ g(Cl + ¢)x* — Fx = const.

Ableitung nach t (Energiesatz in differentieller Form), Division durch x:

(2”’“ zm2+m3> >'%+%(cl +a)x—F=0



Analytische Methoden der Mechanik

Virtuelle Leistungs-, Arbeits- und Energiebilanzen

virtuelles Geschwindigkeitsfeld # = (P, t): stiickw. diffbar bzgl.
Ortskoordinaten, sonst beliebig

Beispiele:

1. Starrer Klotz auf starrer schiefer Ebene

2. Kreisbewegung eines materiellen Punktes P eines starren Korpers

L




Virtuelle Leistungen

Definition (Virtuelle Leistungen)
Es sei v ein virtuelles Geschwindigkeitsfeld. Dann ist

1. die virtuelle Leistung der Massenbeschleunigungen definiert als
Puib ::/ v-vdm (analog zu E := / v-vdm)
B B
2. die virtuelle auBere Leistung definiert als
P, ::/ |7~f5d5+/ v-K/dV (analog zu P,)
S %

3. die virtuelle innere Leistung definiert als

Pi:= P, — Py, (analog zu Pi := P, — E)




Virtuelle Leistungen

Satz (Addierbarkeit der virtuellen inneren Leistungen)
Die virtuelle innere Leistung eines Systems aus n Kérpern ist gleich der
Summe der virtuellen inneren Leistungen der einzelnen Kérper.

o bestimme fiir jeden Kérper die virtuelle innere Leistung P,

@ zweckmaBig: den virtuellen Geschwindigkeiten entsprechen wirkliche
Geschwindigkeiten, wo bspw. durch Bindungen der
Geschwindigkeitszustand bereits bekannt ist
— Vertraglichkeit mit den Bindungen



Virtuelle innere Leistung: starrer Korper

P =P, — Pup
starrer Korper: virtuell starr (vertraglich mit den inneren Bindungen) im
Sinne von
V=1Vc+&xc(analogzu v = v¢ +w X )

Damit

Pup=vc-I+&- D€ (analog zu E.:vC‘I'—i—w-DC)
und

Py=vVc - F+&- -MC (analog zu P, = vc-F—i-w-MC)
Folglich gilt unter Beriicksichtigung von I = F und D€ = MC:

P.= P, — Py, =0, d.h. P, = Py,



Virtuelle innere Leistung: masseloses Verbindungeselement

Pub = 0 (analog zu E = 0)

somit
P; = P, (analog zu P, = P,)

@ Wirkung reprasentiert durch Einzelkraft Fg:

B=P,=Av Fe

Av: virtuelle Relativgeschwindigkeit

@ Wirkung reprasentiert durch freies Moment M
P=P,=A0-M

Ad&: virtuelle relative Drehgeschwindigkeit



Virtuelle innere Leistung: diskrete Systeme

n starre Kérper, M Einzelkrafte, max. ein freies Moment pro starrem
Korper; ebene Bewegung (oder raumfeste Drehachse)

n n n n
~ - . - ~C ~ . ~ Cy -
=+ G0 B = v, i + 3 0 0F
k=1 k=1 k=1 k=1
und
M n
Po=> Wm Fn+ ) @i M
m=1 k=1

Vm: virtuelle Geschwindigkeit des Angriffspunktes der Einzelkraft F,,, aus
Starrkorpergeschwindigkeit mit v¢ und @
Damit:
M n n
Z Vi - Fn + ZL:Jk M, = Z <|7Ck . mkVCk + @y - @kckcbk) + P,
m=1 k=1 k=1



Beispiel: Bewegung einer Stange zwischen zwei Walzen

=~ 5 .. - Gy - 3 .. - G - 3 ..
Pmb = X1miXy + 0107 w1 + XomoXp + 0205%wp + X3m3X3

P, = X1¢cx1 + Xocxo



Beispiel: Bewegung einer Stange zwischen zwei Walzen

2 X . - Cy - L . - 1Co - Z . L 2
XF = XymyXy + 0107 w1 + XomoXo + @205 wo + X3msX3 + X1cxy + %0x0

kinematische Beziehungen:

o M X . X X X
X3 =X, X3 X7X1:§7 1:§7X2:§? 225
X . X X . X
wi=—,WwW1==—, Wy = —— = ——
2[’17 2!’17 2/’27 2r2
fiihrt mit 91Cl = %m 12, (9C2 = %m2r22 nach Einsetzen auf

= -m -m m - —
X X 3 1 3 2 3 | X X 4.C1 4C2 X



Virtuelle Verschiebungen

jetzt: virtuelles Verschiebungsfeld ¥ = #(P, t)

1. virtuelle Arbeit der Massenbeschleunigungen

Wib ::/F‘l'/dm(analogzu dE::/dr-f/dm)
B B

2. virtuelle duBere Arbeit

W, ::/F~fsd5+/F-deV(anangzu d W)
S %

3. virtuelle innere Arbeit

Wi : = W, — W (analog zu d Wi :=d W, —dE)
alternativ:W, = W, + ~Tr, mit W, .= — W



Methode der virtuellen Verschiebungen

Prinzip der virtuellen Arbeit bzw. Prinzip von d'Alembert in der Fassung
von Lagrange

Satz (Addierbarkeit der virtuellen inneren Arbeiten)
Die virtuelle innere Arbeit eines Systems aus n Korpern ist gleich der
Summe der virtuellen inneren Arbeiten der einzelnen Kérper.

o stelle Vertraglichkeit mit den Bindungen sicher
@ bestimme virtuelle innere Arbeit W,

dquivalent zur Methode der virtuellen Geschwindigkeiten



Virtuelle innere Arbeit: starrer Korper

W := Wa — Wb
Auswertung unter Beachtung von

r= C—I-QZXC

Fiir den starren Korper gilt
WMb:FC'i+¢'DC

und 5
W, =Fc-F+@-MC
Folglich gilt (unter Beriicksichtigung von I = F und D€ = M©):

Wi = W, — W, =0, d.h. W, = Wi, = — Wi,



Virtuelle innere Arbeit: masseloses Verbindungselement
Wwb = 0, d.h. W, = W,

@ Wirkung reprasentiert durch Einzelkraft Fg:
Wi = W, = AF - Fg

AF: virtuelle Relativverschiebung

o Wirkung reprasentiert durch freies Moment M
W= W, =Ap-M

A: virtuelle relative Drehung



Virtuelle Arbeit: diskrete Systeme

n starre Korper, M Einzelkrafte, hochstens ein freies Moment pro starrem
Korper; ebene Bewegung (oder raumfeste Drehachse)

n n
~ . . - C .
Wb =Y Fo, - mivic, + Y @i - O i
k=1 k=1

und
M n
Wo = Fn Fnt+ > i My
m=1 k=1
F: virtuelle Verschiebung des Angriffspunktes der Kraft F,,, aus
Fm = Fc, + Pk X km

Damit:
M n n .
> Fnc Pt > @ M= (Fe, - mive, + @i O ) + W,
m=1 k=1 k=1



Beispiel: Schiefe Ebene mit Umlenkrolle

undehnbares Seil

1 Freiheitsgrad: y = y1 = y»
virtuelle Verschiebung: y1 = j» = ¥

virtuelle Arbeit am Klotz mit Masse mj:
Wa, + Wry = —Rija — migsina 3 — miy1jh, R = pmgcosa
virtuelle Arbeit am Klotz mit Masse my:

W,, + Wry, = —Rajio 4+ mag sin 8 §a + Foja — majaja, Ry = pumag cos 3



Beispiel: Schiefe Ebene mit Umlenkrolle

virtuelle Arbeit am Klotz mit Masse my:
Wi, + Wry, = —pumig cosajs — migsina 1 — myiy
virtuelle Arbeit am Klotz mit Masse mo:

W, + Wiy, = —pumog cos 85 + mogsin B §» + Foja — maynis

Methode der virtuellen Verschiebungen:
Wal + WTI’;[ + Wa2 + WTQ = O
Somit:
0= (—pumgcosa — migsina — myy — umyg cos 3
+ mogsin B+ Fo — may) y
v beliebig — Bewegungsgleichung:
(m1 4+ my)y + pg(my cos o+ my cos B) + g(mysina—mysin ) — Fp =0

— nur Bewegungsgleichung, keine Seilkraft!



Beispiel: Elastisches Seil

J elastisches Seil (Federelement)
g9

i\F”
| v Jé

2 Freiheitsgrade: y1, y»
virtuelle Verschiebungen: 1, y», 1 # ¥
Methode der virtuellen Verschiebungen:

Wy, + Wy, + W, + Why, = Wi
Wy, = —pumig cosayy — migsina y1 — miyi
Why, = —pumpg cos B> + magsin B y2 + Foja — may i
Wi = c(y2 — y1)(72 — 1)



Beispiel: Elastisches Seil

elastisches Seil (Federelement)

Wy, = —ppmig cosayy — migsina y1 — miyin
Wry, = —pumag cos By> + magsin B yo + Foyo — mayayo
Wi = c(y2 — y1)(72 — 1)

Bewegungsgleichungen durch Koeffizientenvergleich:

yi: myr + pmgcosa + mgsina — c(y> — y1) =

0
Vo mays + pmpgcosf — magsin 3 — Fo+c(y2 —y1) =0



