Analytische Methoden der Mechanik
Lagrange-Gleichungen 2. Art

Bewegung eines Systems als Funktion der generalisierten Koordinaten g;:
r=r(P,t,q;) mit g = qi(t)
Anderung der Bewegung in Abhingigkeit der generalisierten Koordinaten?

df . f(x+h)—f(x)
— = |im
dx h—0 h

ungeeignet

Losung bei Vektoren: Richtungsableitung!

f(x+ hv) —f(x) gf(x + hv)|p=o

Dyf(x) = Jim, h = oh




Variation

Definition (Gateaux-Differential, erste Variation)
Es sei f(x(t)) eine Funktion der Funktion x(t) und v(t) eine weitere
Funktion. Die Ableitung

0
Oy f(x(8)) = 5 F(x(t) + hv(t))|no
heiBt das Gateaux-Differential oder die erste Variation von f(x(t)) an
der Stelle x(t) in Richtung der Funktion v(t).




Beispiel
Identitatsfunktional: I, (x(t)) = x(to)

Sy ho(X(1)) = 2 (x(8) 4 Pt o = ~-(x(t0) + (o)) o = v(10)

Notation: dx = v



Kettenregel

Erinnerung: Richtungsableitung und partielle Ableitungen

of
Dyf(x) =gradf - v = a—X’_v;

Ubertragung auf die erste Variation:

4 of
ey (x(£)) = Z F(x(8) + hv(e))ln=o = 5~ (t)v’(t)
Notation: o
0f(x(t) = 5 X(t)éx,-(t)

x;(t) unabhéngig — dx;(t) unabhingig — Koeffizientenvergleich moglich!
Beispiel: Ortsvektor, generalisierte Koordinaten



Beispiel: Math. Pendel mit FuBpunktverschiebung

Ausgangslage allg. Lage
L

z VZ

zwei Freiheitsgrade, generalisierte Koordinaten: g1 =y, g2 = ¢
Ortsvektor der Pendelmasse:

_ £ sinp _ { sin go _
fel = [y—i—ﬁ cosgo] N [q1 +0cosqp| rel(q1, G2)



Beispiel: Math. Pendel mit FuBpunktverschiebung

£ sin g }

ra(qy, q2) = [ql + £ cos ¢

Variation des Ortsvektors bei FuBpunktverschiebung:

or, or,
Sra(q1, q2) = afqell dq1 + 8—;; ep!

Somit

|0 { cos qp _ fcosqrdqn
org = [1] 0q1 + [—Esin qj 0go = [5q1 ~ 0sin g, 6



Beispiel: Math. Pendel mit FuBpunktverschiebung

Ausgangslage allg. Lage
L

z VZ

Fiihrung des FuBpunkts: ein Freiheitsgrad, generalisierte Koordinate g2 = ¢
Ortsvektor:

r — ESinSO _ Esin (ep) — ( t)
gef — Yo sin (wt) + £ cos - Yo sin (wt) + ¢ cos q» = Fgef| G2,



Beispiel: Math. Pendel mit FuBpunktverschiebung

? sin
et (a2, 1) = [ & ]

yo sin (wt) 4+ £ cos g2

Variation des Ortsvektors bei FuBpunktfiihrung:

or, f
Sye )= 22§
Somit
| cosqr | £cosqriqo
OFgef = [—E sin qg] 0q2 = [—Esin G2 0Go

Vergleich mit Differential der Funktion rgef(qo, t):
B Orges Orges | cosqo 0
dFeer(a2, 1) = g0 dax+ ot dt = —/sin g da: + yow cos(wt) dt

- fcosqgr dgo
| —{singz d g2 + yow cos(wt) d t




Generalisierte Krafte

Freischnitt der n starren Korper, S gesamte Oberflache des Systems
Variation der duBeren Arbeit:

SW, ;:( O fds+ [ 27 k4 v> 5a;
s 0q;i v 0gi

=:Qj

generalisierte Krafte:

Q= (/ or .fsd5+/ or -fvdv>, i=1,..f
s 0q; v 0q;




Beispiele
1. Einzelkraft F = [F, F, F,]”
OW, = Fiéq; = Fxox + F, 6y + F, 0z
daher

QX:FX7 Qy:Fy7 Qz:Fz
2. Freies Moment M bei ebener Bewegung

oW, = Mép
—=0g=0p, Q=M



Beispiel: Elastisch aufgehangtes Pendel mit duBerer Kraft

duBere Kraft: F = Fo CO.S(’D = Fo cgs 92
—Fosing)| —Fosingy

Variation der duBeren Arbeit:

} [ Focosqy] [ fcosqrdagn
oW, =F -dry = [—Fo sin qz] 10g1 — £sing2dq2

= —Fgsing20q1 + Fol dqo
Vergleich mit W, = Q;6q; = Q15g1 + Qdq> liefert:
Q1 = —Fosin g2, @ = Fol




Lagrange-Gleichungen 2. Art
Wegen dW; = 0 ist

e

Variationen dgq; sind unabhingig, daher

o 44 m) 5qi = Qb
8q,-

or
vdm=Q (i=1,2,...f
/t’::aq; ( )



Lagrange-Gleichungen 2. Art

Integrand, linke Seite:

8r_|_/ i 8r_v _d or Y
dq;i ~ dt \ g dt \ g

WeenV'—ﬂ—ardqi—ﬂ'- ”t(?v_ar
BNV T dt T g de  0g 7 BT 0g  og;
ferner
i or\ 0 ﬂ _ Ov
dt \ dq; _8q,- dt _8q,-
somit
or v d g y _8v y
dqi ~  dt \9g dqi
d 0 /v-v o /v-v
_dtaq;(2>_8q;<2>




Lagrange-Gleichungen 2. Art

Damit linke Seite:

ng,'*dm:ft(/gai,, (Vév)dm>_/gai,- (Vév>d’"

Vertauschen von Integration und Differentiation:

or . . .
Bac:,-"'dm_di 86;,-/3(‘/2‘,)(1"7 _c‘;i,,-/B(VzV)dm

=E =E

Lagrangesche Gleichungen 2. Art:

d (0E OE .
ﬂ <aql> — 8q, == (?,'7 I = 1,2,...,f




Lagrange-Gleichungen 2. Art

Zerlegung von Q;:

Q=@+ Qf
QP: konservative generalisierte Krafte, QY = _%/-
Qf': dissipative generalisierte Krafte

Damit

d(aE> OF aV:Q?,izl,z,...,f

dt \9g;) aq * dq;
Setze L := E — V (Lagrange-Funktion), dann

d (oL\ oL ., .
— = i=1,2,.f
dt<a(.7,> 8q’ QI?I ) ) Y )

daa—‘.{,:o



