
Lagrange-Gleichungen 2. Art

Formeln für die Übungen



Physikalisches Pendel

g

C C

q

1 Freiheitsgrad, generalisierte Koordinate: φ
kinetische Energie: E = 1

2m(aφ̇)2 + 1
2θ

C φ̇2 = 1
2θ

O φ̇2

potentielle Energie: V = −mga cosφ

Lagrange-Funktion: L = E − V = θO

2 φ̇2 +mga cosφ

keine potentiallosen Kräfte: Qφ ≡ 0

Lagrange-Gleichung 2. Art:
d

d t

(
∂L

∂φ̇

)
− ∂L

∂φ
= 0



Physikalisches Pendel

d

d t

(
∂L

∂φ̇

)
− ∂L

∂φ
= 0, L =

θO

2
φ̇2 +mga cosφ

Ableitungen:
∂L

∂φ̇
= θO φ̇,

d

d t

(
∂L

∂φ̇

)
= θO φ̈

∂L

∂φ
= −mga sinφ

Bewegungsgleichung:
θO φ̈+mga sinφ = 0



Pendel mit Gleitbuchse
O

q

O

1 Freiheitsgrad, generalisierte Koordinate: φ
kinetische Energie: E = θO

2 φ̇2

potentielle Energie: V = 1
2
c
2 (∆ℓ)2 + 1

2
c
2 (∆ℓ)2, mit ∆ℓ = a tanφ

Lagrange-Funktion: L = E − V = θO

2 φ̇2 − c
2a

2 tan2 φ

keine potentiallosen Kräfte

Lagrange-Gleichung 2. Art:
d

d t

(
∂L

∂φ̇

)
− ∂L

∂φ
= 0



Pendel mit Gleitbuchse

d

d t

(
∂L

∂φ̇

)
− ∂L

∂φ
= 0, L =

θO

2
φ̇2 − c

2
a2 tan2 φ

Ableitungen:

∂L

∂φ̇
= θO φ̇,

d

d t

(
∂L

∂φ̇

)
= θO φ̈

∂L

∂φ
= −ca2

sinφ

cos3 φ

Bewegungsgleichung:

θO φ̈+ ca2
sinφ

cos3 φ
= 0



Pendel mit Gleitbuchse

Überprüfen mit Drallgesetz, d’Alembert

O

q

ll

Bewegungsgleichung:

θO φ̈+
(c
2
∆ℓ+

c

2
∆ℓ

)
a = 0, mit ∆ℓ = a tanφ

Insgesamt:

θO φ̈+ ca2
sinφ

cosφ
= 0

vgl. Lagrange-Gleichung 2. Art:

θO φ̈+ ca2
sinφ

cos3 φ
= 0



Pendel mit Gleitbuchse

Führung bzw. Kraft benötigt, um den Punkt in y = a zu halten
oder

Führung des Massenpunkts
für Kräftegleichgewicht

erforderliche Kraft zum Ausgleich
der Federkraft entlang des Pendels
(abhängig von der Bewegung)

→ Freischnitt muss angepasst werden!
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N
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N
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Pendel mit Gleitbuchse

O

q

lN
1

N
1

N
2

Buchse: horizontales Kräftegleichgewicht:

N1 cosφ− c∆ℓ = 0,N1 = c
∆ℓ

cosφ
= c

a tanφ

cosφ

Pendelstab: Drallgesetz für den Drehpunkt

θO φ̈+ N1
a

cosφ
= 0

Bewegungsgleichung

θO φ̈+ ca2
sinφ

cos3 φ
= 0

Normalkraft für Lagrange-Gleichung 2. Art nicht erforderlich!



Relativbewegung: Massenpunkt in rotierendem Rohr

Feder entspannt
bei

konst.

~

~

~

~g

Ortsvektor:

r =

[
x̃ cos(ωt)
x̃ sin(ωt)

]
Geschwindigkeitsvektor:

v =

[
˙̃x cos(ωt)− x̃ω sin(ωt)
˙̃x sin(ωt) + x̃ω cos(ωt)

]



Relativbewegung: Massenpunkt in rotierendem Rohr

Feder entspannt
bei

konst.

~

~

~

~g

Geschwindigkeitsvektor: v =

[
˙̃x cos(ωt)− x̃ω sin(ωt)
˙̃x sin(ωt) + x̃ω cos(ωt)

]
kinetische Energie:

E =
m

2
v · v =

m

2
( ˙̃x2 + (x̃ω)2)

potentielle Energie:

V =
c

2
x̃2

Lagrange-Funktion:

L = E − V =
m

2
( ˙̃x2 + (x̃ω)2)− c

2
x̃2



Relativbewegung: Massenpunkt in rotierendem Rohr

Feder entspannt
bei

konst.

~

~

~

~g

potentiallose Kraft:

δW = −k ˙̃xδx̃ = Qx̃δx̃ mit Qx̃ = −k ˙̃x



Relativbewegung: Massenpunkt in rotierendem Rohr

Lagrange-Gleichung 2. Art:

d

d t

(
∂L

∂ ˙̃x

)
− ∂L

∂x̃
= Qx̃

mit
L =

m

2
( ˙̃x2 + (x̃ω)2)− c

2
x̃2, Qx̃ = −k ˙̃x

Ableitungen:

∂L

∂ ˙̃x
= m ˙̃x ,

d

d t

(
∂L

∂ ˙̃x

)
= m¨̃x

∂L

∂x̃
= mω2x̃ − cx̃

Bewegungsgleichung:

m¨̃x + k ˙̃x + (c −mω2)x̃ = 0



System mit zwei Freiheitsgraden

Methode der virtuellen Verschiebungen vs. Lagrange-Gleichungen 2. Art
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l

l

C
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q



System mit zwei Freiheitsgraden

Methode der virtuellen Verschiebungen, Variation der Verschiebungen

C

q

0 = δWa + δWTr = [F (t)−m1ẍ − c(x − u)] δx

−m2ẍ2δx2 −m2gδz2 −m2z̈2δz2 − kd φ̇δφ− θC φ̈δφ

Aufgaben:

δx2 und δz2 auf δx und δφ zurückführen

ẍ2 und z̈2 auf Ableitungen von x und φ zurückführen



System mit zwei Freiheitsgraden

g

l

l

C

C

C

q

Ortsvektor des Massenmittelpunkts des Stabs:

rC2 =

[
x + ℓ

2 sinφ
ℓ
2 cosφ

]
virtuelle Verschiebungen, hier: Variation:

δrC2 =

[
δx2
δz2

]
=

∂rC2

∂x
δx +

∂rC2

∂φ
δφ

=

[
1
0

]
δx +

[
ℓ
2 cosφ

− ℓ
2 sinφ

]
δφ =

[
δx + ℓ

2 cosφδφ

− ℓ
2 sinφδφ

]



System mit zwei Freiheitsgraden

rC2 =

[
x + ℓ

2 sinφ
ℓ
2 cosφ

]
rC2 zweimal nach der Zeit ableiten

vC2 = ṙC2 =

[
ẋ + ℓ

2 φ̇ cosφ

− ℓ
2 φ̇ sinφ

]
aC2 = v̇C2 =

[
ẍ2
z̈2

]
=

[
ẍ + ℓ

2(φ̈ cosφ− φ̇2 sinφ)

− ℓ
2(φ̈ sinφ+ φ̇2 cosφ)

]



System mit zwei Freiheitsgraden
0 = [F (t)−m1ẍ − c(x − u)] δx

−m2ẍ2δx2 −m2gδz2 −m2z̈2δz2 − kd φ̇δφ− θC φ̈δφ

δx2 = δx +
ℓ

2
cosφδφ

δz2 = − ℓ

2
sinφδφ

ẍ2 = ẍ +
ℓ

2
(φ̈ cosφ− φ̇2 sinφ)

z̈2 = − ℓ

2
(φ̈ sinφ+ φ̇2 cosφ)

0 =[F (t)−m1ẍ − c(x − u)]δx

−m2

[
ẍ +

ℓ

2
(φ̈ cosφ− φ̇2 sinφ)

](
δx +

ℓ

2
cosφδφ

)
−m2g

(
− ℓ

2
sinφδφ

)
−m2

ℓ

2
(φ̈ sinφ+ φ̇2 cosφ)

ℓ

2
sinφδφ

− kd φ̇δφ− θC φ̈δφ



System mit zwei Freiheitsgraden

0 =[F (t)−m1ẍ − c(x − u)]δx

−m2

[
ẍ +

ℓ

2
(φ̈ cosφ− φ̇2 sinφ)

](
δx +

ℓ

2
cosφδφ

)
−m2g

(
− ℓ

2
sinφδφ

)
−m2

ℓ

2
(φ̈ sinφ+ φ̇2 cosφ)

ℓ

2
sinφδφ

− kd φ̇δφ− θC φ̈δφ

Sortieren der Terme

0 =[F (t)−m1ẍ − c(x − u)−m2ẍ −m2
ℓ

2
(φ̈ cosφ− φ̇2 sinφ)]δx

+
[
−m2ẍ

ℓ

2
cosφ−m2

ℓ2

4
(φ̈ cosφ− φ̇2 sinφ) cosφ

+m2g
ℓ

2
sinφ−m2

ℓ2

4
(φ̈ sinφ+ φ̇2 cosφ) sinφ

− kd φ̇− θC φ̈
]
δφ



System mit zwei Freiheitsgraden

0 =[F (t)−m1ẍ − c(x − u)−m2ẍ −m2
ℓ

2
(φ̈ cosφ− φ̇2 sinφ)]δx

+
[
−m2ẍ

ℓ

2
cosφ−m2

ℓ2

4
(φ̈ cosφ− φ̇2 sinφ) cosφ

+m2g
ℓ

2
sinφ−m2

ℓ2

4
(φ̈ sinφ+ φ̇2 cosφ) sinφ

− kd φ̇− θC φ̈
]
δφ

Bewegungsgleichungen:

(m1 +m2)ẍ +
m2ℓ

2
(φ̈ cosφ− φ̇2 sinφ) + cx = cu + F (t)

(θC +
m2ℓ

2

4
)φ̈+m2

ℓ

2
cosφ ẍ + kd φ̇−m2g

ℓ

2
sinφ = 0


