Lagrange-Gleichungen 2. Art

Formeln fiir die Ubungen

d (8L _ 9L _d ,—
E(aq.)*aq‘*Qw i=1...f ‘

mit den generalisierten Koordinaten ¢; (¢ =1... f)
zur vollstéindigen Beschreibung von f Freiheitsgraden

Lagrange-Gleichungen 2. Art:

mit der Lagrange-Funktion : ‘ L = E

kinetische potentielle
Energie Energie

L or Bindungen

Variation der Verschiebung r nach ¢; : dr = 6—@‘
, i
i=1

I
Variation der Verdrehung o nach ¢; :  dp = z g—jo'q, e
i=1

M
ar or
Variation der Arbeit W, nach ¢; : W, = ( — - fsdS +/ —-f dV) by
* ' * _21‘53% s v Bg *Y / t
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\— fiir Binzelkrafte : oW =Y Q ! bg;
i=1 1 i
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generalisierte Kraft @; = Qf + Q¢

» . e
@} : konservative generalisierte Kraft

Q¢ : dissipative generalisierte Kraft



Physikalisches Pendel

AN

0

y

1 Freiheitsgrad, generalisierte Koordinate: ¢
kinetische Energie: E = Im(ag)? + 19€¢? = 10942

potentielle Energie: V = —mgacos ¢
Lagrange-Funktion: L=EFE — V = %4@2 + mgacos ¢

keine potentiallosen Krifte: Q, =0

d L L
Lagrange-Gleichung 2. Art: — 8— — 8— =0
o)  Op



Physikalisches Pendel

d (oL L 09
<8> a—zO,L:—gb2+mgacosgp

dt \9p _8g0 2
Ableitungen: o1 4 ol
5= i (5) ~°%
oL :
99 = —mgasin
Bewegungsgleichung:

0°% + mgasing =0



Pendel mit Gleitbuchse

1 Freiheitsgrad, generalisigrte Koordinate: ¢
kinetische Energie: E = %gbz

potentielle Energie: V = 35(Al)? + 35(A0)?, mit Al = atang
Lagrange-Funktion: L=E — V = %4&2 — §a2 tan? ¢
keine potentiallosen Krafte

d /0L oL
Lagrange-Gleichung 2. Art: a1 ((9@> — % =0



Pendel mit Gleitbuchse

d /L oL 6° c
=) = = L:7-2_72t 2
dt <a¢> o O 2 ¥ TRy

Ableitungen:

oL d oL
oL _ 90 . 9 (ot _ 90 .
o~ ¥ dt (&b) 4

oL 5 Sinp

= —ca
o cos3

Bewegungsgleichung: _
.. sin
6° ca’ =0
vt cos3 p




Pendel mit Gleitbuchse

Uberpriifen mit Drallgesetz, d’Alembert

Bewegungsgleichung:
0°j + (%AE + %Aﬁ) a=0, mit Al =atanyp

Insgesamt:
0°p + ca®—— sin L.
cosp
vgl. Lagrange-Gleichung 2. Art:
2 Sinp

0°% + ca

cos3 p



Pendel mit Gleitbuchse

Fiihrung bzw. Kraft bendtigt, um den Punkt in y = a zu halten

oder r— )

Fiihrung des Massenpunkts erforderliche Kraft zum Ausgleich
fiir Kriftegleichgewicht der Federkraft entlang des Pendels
(abhingig von der Bewegung)

— Freischnitt muss angepasst werden!

Fy



Pendel mit Gleitbuchse

Buchse: horizontales Kraftegleichgewicht:

Al ata
Nicosp—cAl=0,N, =c =c ne
cos cos
Pendelstab: Drallgesetz fiir den Drehpunkt
. a
095 + Ny =0
cos
Bewegungsgleichung _
0°p + ca? Smf =0
cos3

Normalkraft fiir Lagrange-Gleichung 2. Art nicht erforderlich!



Relativbewegung: Massenpunkt in rotierendem Rohr

y
g

=

D9 m n=1,q =%

¢ = wt, w = konst.

k

Feder entspannt
beiz =0

Ortsvektor:
B [)"( cos(wt)]

X sin(wt)

Geschwindigkeitsvektor:

- [foen et



Relativbewegung: Massenpunkt in rotierendem Rohr

i

@Dy

n=1 q =%

¢ = wt, w = konst.

Geschwindigkeitsvektor: v = );(C_OS(Wt) - fw sin(wt)
Xsin(wt) + Xw cos(wt)

kinetische Energie:

E= gv v = g(% + (Fw)?)
potentielle Energie:
V= g2
2
Lagrange-Funktion:
L=E-V= g(fﬁ + (Fw)?) — 222



Relativbewegung: Massenpunkt in rotierendem Rohr

y
g

=

D m n=1,q =%

¢ = wt, w = konst.

k

Feder entspannt
beiz =0

potentiallose Kraft:

SW = —k%0% = Qz0% mit Qz = —kX



Relativbewegung: Massenpunkt in rotierendem Rohr

Lagrange-Gleichung 2. Art:

mit m c
L= —(32+ (5w)?) — =%%, Qz = —kX
2 2
Ableitungen:
oL . d <8L>
— =mx, — |\ —= = mx
ox dt \ 9x
oL _ mw?% — ck
oz
Bewegungsgleichung:

mi + kX + (c — mw?)% = 0



System mit zwei Freiheitsgraden

Methode der virtuellen Verschiebungen vs. Lagrange-Gleichungen 2. Art

z

C
m2,0

2FHG : z,¢
n =2
g1 =2 q2 =@

el




System mit zwei Freiheitsgraden

Methode der virtuellen Verschiebungen, Variation der Verschiebungen

. 52-2‘ )
: ‘ g
Mmoo dxo
kd‘?_.'.é.w mag
c(x —u) p
— -
mia | F(t) Sx

*mz Zo

0=06W,+ Wr =[F(t) — mx — c(x — u)] éx
— m2>'€25x2 — m2g522 — m222522 — kd¢5g0 — Qccﬁ&go
Aufgaben:

@ dxp und dzp auf dx und d¢ zuriickfiihren

@ X und Z auf Ableitungen von x und ¢ zuriickfiihren



System mit zwei Freiheitsgraden

ma,0°

2FHG : z,¢
n=2
qL =T q2 =@

| ‘ 2
gu(f)l VYW . CN F(t) x

Ortsvektor des Massenmittelpunkts des Stabs:
Z .
X+ 5sin
5COS

virtuelle Verschiebungen, hier: Variation:

o 5X2 . al‘c2 6rC2
orc, = [52] = o O0x + a, dp

_ [1} Sx 4+ [ 2cos<p] 5p = {5x+ 2cosg05g0]
0 sin 2smcp6g0




System mit zwei Freiheitsgraden
o x+ % sin
= Lcos
2 2
rc, zweimal nach der Zeit ableiten
. 0 -
. X + 5 cos
Ve, =rg, = [ 42.()0. SD:|
—5psing

o — v — || %+ 5(pcosp — p?sing)
="~ 5|~ —%(gbsincp+sb2cosg0)



System mit zwei Freiheitsgraden
0 =[F(t) — mx — c(x — u)] éx
— m2)'52(5X2 — m2g522 — m222522 — kdgb&p — Gcgbégp
Oxo = 0x + gcos wip

0zp = —g sin pdp

o =X+ g(gbcosw — $?sing)
. 0. .. . .
Zy = —E(gpsmcp + ¢ cos )
0 =[F(t) — mX — c(x — u)]dx
— mo [x + g(w cos p — p? sin go):| <6x + gcos c,o&gp)

1 . . . . I
—meg —§SIng05g0 —m2§(<psmcp—|—tp COS(p)ESIan&p

— kg3 — 0€ B3



System mit zwei Freiheitsgraden

0 =[F(t) — mXx — c(x — u)]ox
- my [k + g(go cos p — 2 sin go)] ((5x + gcos g05g0>

. 0, . . .2 ‘.
—mag | =5 singdp | —mao(@sing + 7 cosp) sinpdyp

— kapdp — 0 Bop
Sortieren der Terme
Y4

0 =[F(t) — mX — c(x — u) — maX — m2§(¢cos¢ — 2 sin )]ox
w4 2. 2.
+ {— mpX 5 cosp — mgz(apcosw — @sinp) cos
¢ 22

+ mag 5 sin @ — mo—(Psin p + @2 cos @) sin

4
— kap — 053] 6



System mit zwei Freiheitsgraden

0 =[F(t) — mX — c(x — u) — maX — mgé(gécoscp — 2 sin )]ox
1 ?

+ [— m2>'%§ cosp — mzZ@cosgp— @2 sin @) cos ¢
¢ . 2, 0 :

+m2g§smg0—mgz(<psmg0+cp cos ) sin

— kap — 09| 0

Bewegungsgleichungen:

l
(m1+ mp)x + m%(gbcosgo — p?sing) + ox = cu + F(t)

m2€2
4

. l . . l .
)P + ma— cosp X + kqgp — mag 7 sinp = 0

Ple
(0~ + 5



