Schwingungen
Erscheinungsformen, Einfreiheitsgradsystem: freie Schwingungen

Definition (Schwingung)

Eine Schwingung ist eine zeitliche Anderung einer ZustandsgréBe eines
Systems, bei der im Allgemeinen diese ZustandsgréBe abwechselnd zu- und
abnimmt. (DIN 1311)

@ Schwingung kann eine feste Periodendauer besitzen

@ ZustandsgroBe: kinematische GroBen, dynamische GroBen, statistisch
gemittelte GroBen

o teilw. werden auch nichtperiodische Vorginge (z.B. Kriechvorgange)
zu den Schwingungen gezihlt



Beispiel: Mathematisches Pendel

Schwingungsfahiges mechanisches System:
Tragheit (kinetische Energie) und Riickstellung

AN

Auswertung des Impulsgesetzes in Umfangsrichtung:
—mlp —mgsinp =0

c,b—i—%sinap:O

— nichtlineare, homogene gewdhnliche Differentialgleichung
Linearisierung fir o < 1: g+ £ =10
triviale Lésung: ¢ = 0, haufig nicht mit den Anfangsbedingungen vereinbar



Beispiel: Fliissigkeit in einem Rohr
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Masse der Fliissigkeit:m = pAf

Riickstellkraft: Gewichtskraft 2zApg

Impulsgesetz:
—mz —2zApg =0
pAlZ + pA2gz =0

2
2+7gz:O



Beispiel: Schwingungsfundament, Entstorung

a) Aktiventstérung

'F(t)

13

Schutz der Umgebung
vor Erregerkraft F'(z) einer
Maschine

[CRNeY

b) Passiventstérung
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Schutz eines Gerites
vor Erschiitterungen der
Umgebung



Beispiel: Schwingungsfundament, Aktiventstorung
Freischnitt fiir Aktiventstorung:

F(t)

mg
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2 ooy2Y
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ky

F(t)—mg—cy—ky—my=0 — my+ ky + cy + mg = F(t)



Beispiel: Schwingungsfundament, Aktiventstorung
my + ky + cy + mg = F(t)

statische Ruhelage fiir F(t) =0: y = yp aus mg + cyp =0
Bewegung Ay um die statische Ruhelage: y = yo + Ay, y = Ay, y = Ay
— Bewegungsgleichung: mAy + kAy + c(yo + Ay) + mg = F(t)
Ausnutzen der Bedingung fiir die statische Ruhelage:

mAy + kAy + cAy = F(t)

fir F(t) # 0 ist Ay(t) = 0 keine Lésung der Differentialgleichung fiir Ay



Erregerarten
1. Krafterregung
Kraft greift direkt oder als Federkraft (FuBpunkterregung) am
Korper an, z.B. harmonische Krafterregung:

F(t)= Fsin2t bzw. F(t) = Fcost

Erregerkreisfrequenz: 2 (2 = 2#f, f in [Hz])
Amplitude: F = Fy = const.

k m ———= F(t) = FysinQt
| —— F:Fg

FederfuBpunkterregung F(t) = c(ugsin £2t — x(t))

%—» u(t) = ug sin Qt
k c F = Cuo
| —— m




Erregerarten

2. Dampfungskrafterregung
Verschiebung des DampferfuBpunkts, z.B. harmonisch:

F(t) = k(uof2 cos 2t — x(t)) = F cos 2t — kx(t), F ~ £2.

— Amplitude proportional zur Erregerkreisfrequenz

2—» u(t) = up sin Qt

c k F:kuQQ
m —{ =




Erregerarten

3. Massenkrafterregung
z.B. rotierende Unwuchten:

F(t) = FsinQt bzw. F(t)=Fcos2t mit F~ 22

— Amplitude proportional zum Quadrat der Erregerkreisfrequenz
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Bewegungsgleichung fiir das System mit einem
Freiheitsgrad

mi + kx + cx = F(t) = F(£2) sin 2t bzw. F(£2) cos 2t

Darin bezeichnen:

x(t): Verschiebung oder Winkelkoordinate
m: Masse oder Drehmasse

k: Dampfer- oder Drehddampferkonstante
c: Feder- oder Drehfederkonstante

F(t): Erregerkraft oder Erregermoment



Freie Schwingungen
falls F(t) = 0:

Bewegungsgleichung fiir das Einfreiheitsgradsystem

mx +kx+cx=0

triviale Losung: x = 0 — nichttriviale Lésungen?



Freie ungedampfte Schwingungen
F(t) =0 und k = 0 — konservatives System, Bewegungsgleichung

mx+cx =0
Standardform:
X+ wix =0, mit % = wg, wo (Eigenkreisfrequenz)
allgemeine Losung, Exponentialansatz:
x(t) = € &M
Einsetzen in die Bewegungsgleichung, bestimmen von A:
()\2 +w(2,)(.~' M=0 > A1,2 = Fiwpg
Gesamtldsung, Superpositionsprinzip:
x(t) = G et 4 Gy e iwot
mit Euler-Formel e** = cosa &1 sin a:
x(t) = Ci(coswot +isinwopt) + Co(coswot — isinwgt)
= (G + &) coswot 4 i(Cy — G) sinwot



Freie ungedampfte Schwingungen
Ergebnis:

x(t) = Cisinwpt + Gy coswopt
Eigenfrequenz: f = 52 (Einheit: [Hz])
andere Darstellung der allgemeinen Losung:
x(t) = Asin(wot + )

A: Amplitude, a: Phasenverschiebung, Phasenwinkel
Umrechnung:

. . ! .
x(t) = A sinwpt cosa + A coswpt sinav = Cy sinwpt + G coswpt

Daraus:

C
Ci=Acosa, G =Asina = A=,/C2+ C3, tan04:?2
1

Bestimmen der Integrationskonstanten aus Anfangsbedingungen
x(t=0)=xp, x(t=0)=w

— Anfangswertproblem



Grafische Darstellung

1. Ausschlag-Zeit-Diagramm
2. Vektordiagramm

3. Phasenportrait |\ 2
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Freie gedampfte Schwingungen
fiir geschwindigkeitsproportionale Dampfungskraft: Fp = —kx
Bewegungsgleichung des Einfreiheitsgradsystems:

mx + kx+cx =0

Standardform:

. : . k c
X4 20%x +wix =0, mit 20 = —, wi = —
m m
Exponentialansatz:
x(t) = € &M
Einsetzen in die Bewegungsgleichung, bestimmen von A:

(A2 +20A+wf] LM =0

5 #0
— >\172:—5i\/52—w8

Gesamtlosung, Superpositionsprinzip: x(t) = C; eMt +G et




Gedampfte Schwingungen

Diskussion der Wurzeln

Ao =—0=£4/0%— Wo = —d £wov D? -1, Lehr-Dampfung: D :=

WO

1. starke Dampfung, D > 1 (6 > wp)
A1,2 negativ — x(t) exponentiell abklingend, aperiodische Bewegung
x(t)

i(t=0)>0

ot

@(t=0) <0, |i(t=0)] < dx(t = 0)

B(t=0) <0, [&(t = 0)| > sx(t = 0)

2. aperiodischer Grenzfall, D =1 (6 = wp)
A1 = Ap = —J — aperiodische Bewegung, nicht realisierbar



schwache Dampfung, D < 1 (6 < wp)
hiufig D <« 1
konjugiert komplexe Eigenwerte:

A2 = wo(—D +iy/1— D?)
Losung ist komplexwertige Exponentialfunktion:
x(t) _ e—Dth(C"-l eiwo\/ﬁt +52 e—iwomt)
tia

Mit Euler-Formel e =cosa *1sina:

x(t) = e Dwot ((:'1 (coswo\/ 1— D2t +1isinwgy1— D2t>
+C~'2 (coswox/l — D2t —isinwgyv1— D2t>>
= e—Dwot((C‘l + 62) coswgVv1— D2t —i—i(él — 62)sin woV1— D2t)
N—— ——

=C =G

somit: x(t) = e~ Pwot (Cl coswoV1— D2t + CosinwgV'1 — D2t)

— Schwingungen, Amplitude exponentiell abklingend



schwache Dampfung, D <1 (0 < w%)

Kreisfrequenz der Schwingung:

wyg =woV1—D? < wy

., Periodendauer”: T, = (27: > T
Schwingung nicht mehr periodisch:

x(t+ Te) # x(t) denn _x() = gDwoTe £

x(t+ Te)
logarithmisches Dekrement:
x(t) 27 D
In ——"—= = Dwp Te = Dwg— = 21—
x(t+ Te) 07e Owd V1= D2

— Bestimmung im Ausschwingversuch

o freie Schwingungen klingen exponentiell schnell ab — praktisch
bedeutungslos

@ wo bzw. wy wichtig zur Vermeidung von Resonanz bei erzwungenen
Schwingungen



schwache Dampfung, D <1 (0 < w%)

alternative Darstellung:

x(t) = Ae~Dwotgin (wo\/ 1-D%t+ go)

Amplitude: A = ,/C? + CZ, Phasenverschiebung ¢: tan o = %

(t)
exponentiell abklingend




Quiz

https://pingo.scc.kit.edu /822452



