
Schwingungen
Einfreiheitsgradsystem: erzwungene Schwingungen

Erregung → Dauerschwingungen möglich
Differentialgleichung:

mẍ + kẋ + cx = F̂ cosΩt

Standardform:
ẍ + 2Dω0ẋ + ω2

0x = ω2
0Ex0 cos(Ωt)

Parameter

2δ =
k

m
, ω2

0 =
c

m
, D =

δ

ω0
, η =

Ω

ω0

rechte Seiten:

x0 =


F0
c bzw. u0, Krafterregung

u0, Dämpfungskrafterregung
m0
m r0, Massenkrafterregung

E =


1

2Dη

η2



Lösen der Differentialgleichung

ẍ + 2Dω0ẋ + ω2
0x = ω2

0Ex0 cos(Ωt)

Lösung der Differentialgleichung: x(t) = xh(t) + xp(t)
partikuläre Lösung: Typ der rechten Seite xp(t) = Vx0 cos(Ωt − ε)
alternativer Ansatz:

xp(t) = V1 cosΩt + V2 sinΩt

ẋp(t) = Ω(−V1 sinΩt + V2 cosΩt)

ẍp(t) = −Ω2(V1 cosΩt + V2 sinΩt)

Einsetzen in die Differentialgleichung:

(−V1Ω
2 + 2Dω0ΩV2 + ω2

0V1 − ω2
0Ex0) cosΩt

+ (−V2Ω
2 − 2Dω0ΩV1 + ω2

0V2) sinΩt = 0

Koeffizientenvergleich:

(ω2
0 −Ω2)V1 + 2Dω0ΩV2 = ω2

0Ex0

−2Dω0ΩV1 + (ω2
0 −Ω2)V2 = 0



Lösen der Differentialgleichung

Lösung für V1 und V2:

V1 =
(ω2

0 −Ω2)ω2
0Ex0

(ω2
0 −Ω2)2 + (2Dω0Ω)2

V2 =
2Dω0Ωω2

0Ex0
(ω2

0 −Ω2)2 + (2Dω0Ω)2

Amplitude:

A =
√
V 2
1 + V 2

2 =
ω2
0Ex0√

(ω2
0 −Ω2)2 + (2Dω0Ω)2

Vergrößerungsfunktion:

V =
A

x0
=

E√
(1− η2)2 + (2Dη)2

Phasenwinkel ε:

tan ε =
V2

V1
=

2Dω0Ω

(ω2
0 −Ω2)

=
2Dη

1− η2



Lösen der Differentialgleichung

gleiche Frequenz wie die Erregung

Amplituden kleiner (V < 1) oder größer (V > 1) als die statische
Auslenkung x0

Phasenverschiebung unabhängig von der Art der Erregung (von E )

weitgehend
in Phase

weitgehend
in Gegenphase

Indikator für

alle Kurven gehen durch
unabhängig von

tan ε = 2Dη
1−η2



Vergrößerungsfunktion

ist erregungsabhängig

1. Krafterregung E = 1, Va =
1√

(1−η2)2+(2Dη)2



Vergrößerungsfunktion

2. Dämpfungskrafterregung E = 2Dη,Vb = 2Dη√
(1−η2)2+(2Dη)2



Vergrößerungsfunktion

3. Massenkrafterregung E = η2, Vc = η2√
(1−η2)2+(2Dη)2



Quiz

https://pingo.scc.kit.edu/822452



Frequenzgangrechnung

für partikuläre Lösung mit komplexem Zeiger, umlaufend mit ω =konst.

Im{ ( )}a t

Re{ ( )}a t

a(t) = A eiφ = A ei(ωt+α)

Euler-Formel:

a(t) = A(cos(ωt + α) + i sin(ωt + α))



Frequenzgangrechnung

a(t) = A(cos(ωt + α) + i sin(ωt + α))

Projektion auf die Achsen

Re{a(t)} = A cos(ωt + α)

Im{a(t)} = A sin(ωt + α)

Zeitableitung:

i

a = A ei(ωt+α)

ȧ = iω A ei(ωt+α) = iωa

ä = −ω2 A ei(ωt+α) = −ω2a = (iω)2a



Frequenzgangrechnung

Eingang−−−−−−−−−→
y(t)

System
Ausgang−−−−−−−−−→
xp(t)

Eingang (Erregung y(t)):

y(t) = y0 sinΩt = Im
{
y0 e

iΩt
}

bzw. y(t) = y0 e
iΩt

Ausgang (Antwort x(t)):

xp(t) = Vy0 sin(Ωt − ε) = Im
{
Vy0 e

i(Ωt−ε)
}

= Im
{
V e−iε y0 eiΩt

}
= Im {F (iΩ) y(t)}

bzw.
xp(t) = F (iΩ)y0 eiΩt = F (iΩ)y(t)

Eingang−−−−−−−−−→
y(t)=y0 eiΩt

F (iΩ)
Ausgang−−−−−−−−−−−→

xp(t)=F (iΩ)y0 eiΩt



Berechnung des Frequenzgangs

ẍ + 2Dω0ẋ + ω2
0x = ω2

0Ey0 e
iΩt

Einsetzen in die Differentialgleichung:(
(iΩ)2 + 2Dω0(iΩ) + ω2

0

)
F (iΩ)��y0�

��eiΩt = ω2
0��y0E�

��eiΩt

damit

F (iΩ) =
ω2
0E

(iΩ)2 + 2Dω0(iΩ) + ω2
0

z.B. für Krafterregung (E = 1):

F (iΩ) =
ω2
0

ω2
0 −Ω2 + i 2Dω0Ω

oder mit η = Ω
ω0

bei Krafterregung

F (iη) =
1

1− η2 + i 2Dη
=

1− η2

(1− η2)2 + (2Dη)2
− i

2Dη

(1− η2)2 + (2Dη)2



Ortskurve (Nyquist-Diagramm)
Auftragen des Frequenzgangs als Kurve in der komplexen Zahlenebene mit
Ω als Parameter

Resonanz

Re{ (i )}F h

Im{ (i )}F h

V (Ω) = |F (iΩ)| Vergrößerungsfunktion

tan ε = − Im{F (iΩ)}
Re{F (iΩ)}

Phasenverschiebung

mit V (η) = |F (iη)| =
√
Re2{F (iη)}+ Im2{F (iη)} =

1√
(1− η2)2 + (2Dη)2

und
tan ε(η) =

2Dη

1− η2



Reellwertige Systemantwort

Ausgang:
xp(t) = F (iΩ)y0 e

iΩt

sinusförmige Erregung sinΩt: y(t) = Im
{
y0 e

iΩt
}

Antwort:

xp(t) = Im
{
F (iΩ)y0 e

iΩt
}
= V (Ω)y0 sin (Ωt − ε(Ω))

cosinusförmige Erregung cosΩt: y(t) = Re
{
y0e

iΩt
}

Antwort:

xp(t) = Re
{
F (iΩ)y0 e

iΩt
}
= V (Ω)y0 cos (Ωt − ε(Ω))



Quiz

https://pingo.scc.kit.edu/822452


