Schwingungen

Schwingungen mit endlich vielen Freiheitsgraden, Kontinuumsschwingungen

Beispiel: ungedampftes System mit zwei Freiheitsgraden
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Bewegungsgleichungen:

miXy + cix1 — c(xe — x1) =0

myXy + co(x2 — x1) = F(t)



Schwingungen mit zwei Freiheitsgraden

Bewegungsgleichungen:

mix; + c1xy — C2(X2 — X1) =0

moXp + C2(X2 — X1) = F(t)

1. System linearer gewdhnlicher Differentialgleichungen
2. inhomogen fiir F(t) #0

3. n Differentialgleichungen bei n Freiheitsgraden, 2n
Anfangsbedingungen bendtigt

4. Dampfungskrifte oder gyroskopische Krifte — zusitzliche Terme in x;

5. Differentialgleichungen i. Allg. gekoppelt, abhdngig von der Wahl der
Freiheitsgrade!



Freie (ungeddampfte) Schwingungen
miX1 + c1xq — C2(X2 — X1) =0
moXo + C2(X2 — X1) =0

lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

Ansatz:
xk(t) = Ck exp(uwt)
Einsetzen in die Bewegungsgleichungen:
(Cl + o — m1w2) G—-—oG=0
-G+ (C2 — m2w2) G =0
notwendige Bedingung fiir nichttriviale Lésungen:
— 2 —_
A(w): 1+ —muw o)) , éO
—C Co — Mohw
charakteristische Gleichung:

2
mympw* — (mc+ mct + me)w” + e =0



Freie (ungeddampfte) Schwingungen

charakteristische Gleichung:

4 2
myimyw” — (Mcx + mpcr + meo)w” +c1co =0

my.
mltw01—\/ , Wo2 = ,,,2 H= 0

w* — (why + (1 + p)wgy) w” + whwg, =0

Losungen:

s wh 4 (1+ pwd, 4 (wgy + (14 p)wi,)? 2.2
Wip = > 1 — Wo1%o2

w?, w? positiv — Eigenkreisfrequenzen w; und w, reellwertig



Freie (ungeddampfte) Schwingungen
lineares Gleichungssystem fiir Cy;, Gy, i = 1,2:
(a1 +c— muw?) Cii— Gy =0
-G+ (C2 — mgw,?) G =0
Amplitudenverhaltnis:

2

1y = Goi _a+ o — muwj

P = == = -7
Gii o

vollstandige Lésung der homogenen Differentialgleichungen:

x1(t) = Apsinwit + By coswit + Apsinwat + By coswat
x2(t) = pi(Arsinwit + By coswit) + pp(Az sinwat + By coswat)



Freie (ungeddampfte) Schwingungen
vollstandige Losung der homogenen Differentialgleichungen:

x1(t) = Arsinwit + By coswit + Agxsinwyt + By coswyt

Xz(t) = Ml(Al sinwi t + By coswy t) + /,1/2(A2 sinwst + By COSLth)

Integrationskonstanten aus Anfangsbedingungen:

x1(0) = x10
x1(0) = vig
X2(O) = X2
x2(0) = vao

periodische Schwingung, wenn die Eigenkreisfrequenzen kommensurabel
sind, d.h. wenn das Verhaltnis :—f rational ist



Freie (ungeddampfte) Schwingungen, Beispiel

mp=nmy, ¢ = ¢: =1, wer = wp2

Eigenkreisfrequenzen: W%,Z = (3i2‘/g)w81
Amplitudenverhiltnisse: 11 o = (7%\/5)

Anfangsbedingungen:
® X0 = H1X10, V20 = p1w1Vig bzw. xa0 = pi2x10, Voo = prowzvio:
gleichlaufige Bewegung
® X0 = —H1X10, V20 = —flaW1Vig bzw. X0 = —p2x10, V20 = —Haw2Vip:
gegenldufige Bewegung



Freie (ungeddampfte) Schwingungen, Beispiel

X10 7é 0, XQ(O) = 7)(%, V1(0) = VQ(O) =0: A] = A2 = 0, Bl = 82 = %

Schwebung:

W] — W

w1 tw
xl(t):%(cosw1t+cosw2t):x10cos( 5 2t)cos( ! 2

2

t)

Schwebung
Xy



Freie (ungeddampfte) Schwingungen, Beispiel
X10 7& 0, XQ(O) = h%, V1(0) = VQ(O) =0: A1 = A2 = 0, Bl = BQ = %

Uberlagerung von Schwebungen:

7 5
xp(t) :leo(cos w1t + coswat) + Txlo(cos w1t — coswyt)

7 —
=5X10 cos(Wl 5 i t) cos(w1 —; 2 t)
_ 7X10 Sin(W1 ;LUQ )S. (WI —;wz 1.')



Erzwungene Schwingungen
Bewegungsgleichungen:
mix; + c1xy — C2(X2 — X1) =0

moXp + C2(X2 — X1) = F(t)

FederfuBpunkterregung: F(t) = cp Yo cos({2t)
Ansatz analog zur rechten Seite:

x1,p(t) = V4 Yp cos(£2t)
xo.p(t) = V2 Yy cos(£2t)

Einsetzen in die Bewegungsgleichungen:

(C1 + o — m1(22) Vi—oW, =0
-V + (C2 — mgﬂz) Vo = ¢



Algebraisches Gleichungssystem:
(C1 + C — m1(22) Vi—oW=0
-V + (C2 — m2(22) Vo = ¢
Losung mit Hilfe der Cramer-Regel:

 A10(2)
27 "a@)

mit

micy + mecy + mMyc

2° +

e

A(2) = mymy (!24 —

mimy
= m1m2((22 — w%)(()z — w%)

Al(()) = 0, A2(Q) = (C1 + o — ml.Qz)Co

mymy

)



Erzwungene Schwingungen

VergroRerungsfunktionen:

C2Co
Vl — mymz
(02 — w?)(22 — w3)
(atca—mi2?)q

V2 — mymz
(22 — wf) (22 — w3)

1. Resonanz Aj, # 0, aber A =0 ({2 = w; oder 2 = wy)
2. Tilgung A; =0 oder Ay, =0, aber A # 0. Hier nur Ay = 0 fiir
c+ o

m

2 =

3. V4 und V5 in Ldsungsansatz einsetzen — Zwangsschwingungen als
Funktion der Zeit

4. komplexe Frequenzgangrechnung mdglich und sinnvoll, sofern lineares
Differentialgleichungssystem



Verlauf der Vergrélkerungsfunktionen
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Schwingungen von Mehrfreiheitsgradsystemen

e n Differentialgleichungen bei n Freiheitsgraden,
2n Anfangsbedingungen bendtigt

o Differentialgleichungen i. Allg. gekoppelt,
abhingig von der Wahl der Freiheitsgrade!
@ freie Schwingungen:
Exponentialansatz xx(t) = Cx exp(wt), k=1,....n
» homogenes LGS fiir Cy
» nichttriviale Losungen nur fiir w Lésung des charakt. Polynoms
» n Freiheitsgrade: bis zu n Eigenkreisfrequenzen, n Eigenvektoren
» u.U. nichtperiodisch (bei inkommensurablen Eigenkreisfrequenzen)

v

@ erzwungene Schwingungen:
» Ansatz analog rechter Seite fiihrt auf inhomogenes LGS fiir die
VergroRerungsfunktionen
» n Freiheitsgrade: bis zu n Resonanzstellen
» Schwingungstilgung moglich!



