
Schwingende Kontinua

werden beschrieben durch partielle Di�erentialgleichungen

Anfangsrandwertproblem zu lösen

hier:
▶ nur Kontinuumsschwinger vom Typ Wellengleichung
▶ nur freie Schwingungen

dafür zwei Standardmethoden:
▶ Produktansatz und Superposition
▶ Transformationsmethode
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Massenmittelpunktsatz für den Impuls in x-Richtung:

∆m utt = −N cosα+ (N +∆N) cos(α+∆α)

mit ∆m = ρA∆s = µ∆s (s: Bogenlänge)

kleine Winkel α, nur Querschwingungen (utt ≈ 0):

∆N = 0 → Normalkraft konstant!
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Massenmittelpunktsatz für den Impuls in z-Richtung:

∆m wtt = −N sinα+ (N +∆N) sin(α+∆α)

kleine Winkel α, ∆N = 0:

∆m wtt = N∆α, ∆x → 0 : µwtt = Nαx

mit α ≈ tanα = wx :

µwtt = Nwxx , bzw. wtt −
N

µ
wxx = 0



Stablängsschwingungen

A = const. N N +∆N

x ∆x u, utt

Massenmittelpunktsatz für den Impuls in Stablängsrichtung:

∆m utt = ∆N

mit ∆m = ρA∆x = µ∆x und ∆N = Nx∆x

Normalkraft: N = σ11A = Eϵ11A = EuxA, ∆N = (EAux)x∆x

Bewegungsgleichung:

ρAutt = (EAux)x

prismatischer, homogener Stab:

utt −
E

ρ
uxx = 0



Torsionsschwingungen homogener prismatischer Stäbe mit

Kreisquerschnitt
A = const. MT MT +∆MT

x ∆x

Massenträgheitsmoment des Stabelements:

∆θ =

∫
∆B

r2 dm = ρ

∫
A
r2 dA∆x = ρIp∆x

Massenmittelpunktsatz für den Drall:

∆θϑtt = ∆MT, ϑ : Torsionswinkel

Verdrillung: ϑx = MT

GIp

Zuwächse von Verdrillung und Torsionsmoment:

∆ϑx =
∆MT

GIp



Torsionsschwingungen homogener prismatischer Stäbe mit

Kreisquerschnitt

A = const. MT MT +∆MT

x ∆x

damit Massenmittelpunktsatz für den Drall:

ρIp∆xϑtt = GIp∆ϑx

Divsion durch ρIp∆x und ∆x → 0:

ϑtt −
G

ρ
ϑxx = 0



Zusammenfassung

Saitenschwingungen:

wtt −
N

µ
wxx = 0, c2 =

N

µ

Stablängsschwingungen:

utt −
E

ρ
uxx = 0, c2 =

E

ρ

Torsionsschwingungen:

ϑtt −
G

ρ
ϑxx = 0, c2 =

G

ρ

Wellengleichung:

utt − c2uxx = 0



Lösung der Wellengleichung für Stablängsschwingungen

utt − c2uxx = 0, c2 =
E

ρ

1. Anfangsbedingungen: u(x , 0) = u0(x) , u̇(x , 0) = v0(x)

2. Randbedingungen:

u(x = 0, t) = 0 feste Einspannung

EAux(x = ℓ, t) = 0 ⇒ ux(ℓ, t) = 0 normalkraftfreies Ende



Methode 1: Produktansatz und Superposition

Produktansatz:

u(x , t) = W (x)θ(t)

einsetzen in die homogene Bewegungsgleichung utt − c2uxx = 0:

θ̈W − c2W ′′θ = 0, also c2
W ′′

W
=

θ̈

θ
= −ω2

zwei gewöhnliche Di�erentialgleichungen:

W ′′ +
(ω
c

)2
W = 0 und θ̈ + ω2θ = 0

allgemeine Lösungen:

W (x) = C1 sin ω̂x + C2 cos ω̂x , ω̂ =
ω

c
θ(t) = C3 sinωt + C4 cosωt

anpassen an die Randbedingungen: W (0) = 0, W ′(ℓ) = 0

C2 = 0 und cos ω̂ℓ = 0



Schwingmoden: Eigenkreisfrequenzen und Eigenformen

Eigenkreisfrequenzen sind Lösungen von cos ω̂ℓ = 0:

ω̂n = (n − 1

2
)
π

ℓ
, n ∈ N

also

ωn = (n − 1

2
)
πc

ℓ

Eigenformen:

Wn(x) = sin ω̂nx = sin((n − 1

2
)π

x

ℓ
)

Gesamtlösung:

u(x , t) =
∞∑
n=1

(C1n sinωnt + C2n cosωnt) sin ω̂nx , ω̂n =
ωn

c



Anpassen an die Anfangsbedingungen

u(x , t) =
∞∑
n=1

(C1n sinωnt + C2n cosωnt) sin ω̂nx , ω̂n =
ωn

c

Orthogonalitätsrelationen:∫ ℓ

0

sin ω̂nx sin ω̂mx d x =

{
0, n ̸= m
ℓ
2
, n = m

Damit:

ωnC1n =
2

ℓ

∫ ℓ

0

v0(x) sin ω̂nx d x

C2n =
2

ℓ

∫ ℓ

0

u0(x) sin ω̂nx d x



Methode 2: Transformation

utt − c2uxx = 0

Variablentransformation: v = x + ct, w = x − ct
Ableitungen:
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Einsetzen in die homogene Bewegungsgleichung:

uvw = 0



Deutung als Wellen

allgemeine Lösung von uvw = 0:

u(x , t) = f (v) + g(w) = f (x + ct) + g(x − ct)

f (v), g(w) beliebige, zweifach stetig di�erenzierbare Funktionen

f (x + ct): sich nach links ausbreitende Welle

f (x , t) = f (x1, t1) für x + ct = x1 + ct1, also x − x1 = −c(t − t1)
Ausbreitungsgeschwindigkeit c aus Grenzübergang t1 → t:

d x

d t
= −c

tana=c


