Schwingende Kontinua

@ werden beschrieben durch partielle Differentialgleichungen

e Anfangsrandwertproblem zu 6sen

@ hier:
» nur Kontinuumsschwinger vom Typ Wellengleichung
» nur freie Schwingungen

o dafiir zwei Standardmethoden:

» Produktansatz und Superposition
» Transformationsmethode



Saitenschwingungen

Az
T, U T, u
N
‘T‘:>x
—— at+Aa
< ¥ N + AN
w(z,t)
Z, w Z, w

Massenmittelpunktsatz fiir den Impuls in x-Richtung:
Am uy = —Ncosa + (N + AN) cos(a + Aa)

mit Am = pAAs = uAs (s: Bogenldnge)

kleine Winkel «, nur Querschwingungen (us = 0):
AN = 0 — Normalkraft konstant!



Saitenschwingungen

Az
T, u Z, u
N
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< ¥ N+ AN
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Z, w 2z, w

Massenmittelpunktsatz fiir den Impuls in z-Richtung:
Am wy = —Nsina + (N + AN) sin(a + Ax)
kleine Winkel o, AN = 0;
Am wy = NAa, Ax — 0 pwy = Nay

mit o & tana = wy:
N

Wi = Nwyy, bzw. wy — EWXX =0



Stablangsschwingungen

A= st.

cons N N + AN ||
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x Ax u, Uy
Massenmittelpunktsatz fiir den Impuls in Stablangsrichtung:
Am Uy = AN

mit Am = pAAx = pAx und AN = N, Ax
Normalkraft: N = 011A = Ee11A = EusA, AN = (EAuy)xAx

Bewegungsgleichung:
pAuy = (EAuy)x

prismatischer, homogener Stab:

Ut — — Uy =0
p



Torsionsschwingungen homogener prismatischer Stabe mit
Kreisquerschnitt

Massentragheitsmoment des Stabelements:

AH—/ r2dm—p/ r2dAAx:plpr
AB A

Massenmittelpunktsatz fiir den Drall:
ABY sy = AMy, ¥ : Torsionswinkel
Verdrillung: ¥, = G—,

Zuwichse von Verdrillung und Torsionsmoment:
AMy

Ady, =
=g




Torsionsschwingungen homogener prismatischer Stabe mit
Kreisquerschnitt

damit Massenmittelpunktsatz fiir den Drall:
pIpAX’&tt = G/pAQ?X
Divsion durch pl, Ax und Ax — 0:

ﬁtt - E'lgxx =0
P



Zusammenfassung

@ Saitenschwingungen:

N
Wit — —Wxx = 0, C2:*
H H
e Stablangsschwingungen:
E
Ut — —Uxx = 0, C2:*
p
@ Torsionsschwingungen:
G G
Vit — —Vx = 0, C2 =
p P

Wellengleichung:
U — C2 Uy = 0



Lésung der Wellengleichung fiir Stablangsschwingungen

Uﬁ_-—C2UXX:O7 C2:*

p

1. Anfangsbedingungen: u(x,0) = uo(x) , u(x,0) = vp(x)
2. Randbedingungen:

u(x =0,t) =0 feste Einspannung

EAuy(x =0,t) =0 = ux(f,t) =0 normalkraftfreies Ende



Methode 1: Produktansatz und Superposition

Produktansatz:
u(x, t) = W(x)4(t)

einsetzen in die homogene Bewegungsgleichung s — cuy, = O:

OW — 2W"9 = 0, also c? w” = Z = —w?
zwei gewdhnliche Differentialgleichungen:
w" + (f)z W =0und 6+ =0
allgemeine Losungen:
W(x) = G sindx + Gy coslox, & = %

0(t) = Gssinwt + C4 coswt
anpassen an die Randbedingungen: W(0) =0, W/(¢) =0

G, =0und cos@f =0



Schwingmoden: Eigenkreisfrequenzen und Eigenformen
Eigenkreisfrequenzen sind Ldsungen von cos@f = 0:

1.7
E)Z,HGN

Op=(n—

also

Eigenformen:

W, (x) = sin@px = sin((n — %)71’%)

Gesamtldsung:

[o¢]
u(x,t) = Z (Cipsinwpt + Cop COSwWpt) sinpx, @, = “n

C
n=1



Anpassen an die Anfangsbedingungen

o
u(x,t) = Z (Ginsinwpt + Cop cOswpt) sin@Wpx, @, = %
n=1

Orthogonalitatsrelationen:
¢ . A 0, n#m
SiNWpxsinWmxdx = ¢
0 3, n=m
Damit:

2 4
wpCip = 5/ vo(x) sin@,x d x
0

2 4
G = / up(x) sinWpxdx
¢ Jo



Methode 2: Transformation

Uty — C2UXX =0

Variablentransformation: v = x + ct, w = x — ct
Ableitungen:

9 wvo owad 9 9
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Ox _oxov  oxow _ov  ow
P LR d? o2
W:CQﬂ4MW+WJ
0? 0?2 0?2 0?2

2 a2 ovaw T oz

Einsetzen in die homogene Bewegungsgleichung:

Uy, =0



Deutung als Wellen
allgemeine Losung von uy,, = 0:

u(x,t) = f(v) + g(w) = f(x + ct) + g(x — ct)
f(v), g(w) beliebige, zweifach stetig differenzierbare Funktionen
f(x + ct): sich nach links ausbreitende Welle
f(x,t) = f(xy, t1) fiir x + ct = xy + cty, also x — x; = —c(t — t1)
Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ aus Grenziibergang t; — t:

dx

i

fa+d), .

/.
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tana=c

c(t—ty) T



