Kreiseltheorie

Kreisel: an einem Punkt fixierter starrer Kérper
Bewegungsgleichungen: Eulersche Kreiselgleichungen

kompliziertes System, nichtlinear

Mdglichkeiten zur Untersuchung komplizierter Systeme illustrieren
Beschreibung des Problems mit geeigneten Koordinaten

Bestimmung von Invarianten der Bewegung mit Hilfe physikalischer
GesetzmaBigkeiten

Stabilitdt der Bewegung bei kleinen Stoérungen

Bestimmung der Reaktionsmomente bei Vorgabe der Bewegung



Bewegungsgleichungen

Eulersche Kreiselgleichungen, an O gebundenes kdrperfestes
Hauptachsensystem des Massentrdgheitstensors:

0109 — wows (95’ - 930) — M2
209 — waw (930 - 910) = M2
(,U393O — Wi (910 — 920> = M3O

Verwendung der Euler-Winkel zur Ermittlung der Drehgeschwindigkeiten



Kraftefreier Kreisel

o Kreisel chne duReres Moment
o Abstiitzung des Kérpers im Massenmittelpunkt erforderlich

o Konsequenz: Drallgesetz DC = 0, DO ist Invariante der Bewegung

DO = 0Pw, €(j) = konstanter Vektor
Fallunterscheidung bzgl. Richtung von w:

@ w in Richtung einer Hauptachse

@ w in von zwei Hauptachsen aufgespannter Ebene

o allgemeiner Fall (hier nur fiir symmetrischen Kreisel)



w in Richtung einer Hauptachse

@ 0.B.d.A. in é3-Richtung: w; =wy, =0
o dann auch DP = DY =0

° D3O = 93ow3 = const., daher w3 = const., also Invariante der
Bewegung

o Konsequenz: Kreisel rotiert permanent um die €3-Achse

Aber: In der Praxis verschwinden w1, ws nicht exakt:
Stabilitat der permanenten Drehung gegen kleine Stérungen?



Stabilitdt der Drehung des kraftefreien Kreisels

Satz (,, Tennisschldgertheorem®)
Permanente Drehungen eines kraftefreien Kreisels sind nur um die
Achse des kleinsten oder gréBten Haupttrigheitsmoments stabil.

Beweis:
Betrachte Bewegungsgleichungen

0

109 — wows (920 - 039)

0209 — waw (930 - 910) ~0

0369 — wiws (910 - eg’) ~0
mit kleinen Stérungen w; und wy und w3 = const.

Wie entwickeln sich wq und wo mit der Zeit? O.B.d.A. wird wy untersucht.



Stabilitdt der Drehung des kraftefreien Kreisels
109 — wows (93 - 930) ~0
w292o — W3w1 (930 - 910) =0

0

0309 — wiws (910 - 09)
Leite erste Gleichung nach der Zeit ab:
(,'()1010 = (,2)2003 (920 — 930)

ersetze wy durch zweite Gleichung:

1= 05) w3wi
Ergebnis:
09 —09) (69 — 09
w1+(3 1()3(03 2)w32,w1:
0105



Stabilitdt der Drehung des kraftefreien Kreisels

O _ pO\ (pO _ pO
(03 9101())9(;3 92)w§w1:0

w1 +

Vorzeichen des zweiten Terms:

@ positiv — freie ungedampfte Schwingungen — kleine Stérungen
bleiben klein — Stabilitat

@ negativ — Exponentialansatz fiihrt auf pos. Faktor im Exponenten —
Storung wachst exponentiell!



Drehgeschwindigkeit in von zwei Hauptachsen aufgespannter
Ebene

o O.B.d.A. wy =0, aber wy Z0 und w3 #0
@ wjy und w3 konstant

@ Drallvektor:

D° =0°.w= 910(,0161 + 93Ow3é3 = const.

o Fiir 09 #69: D° ffw
o weitere Invariante: kinetische Energie — D© - w konstant

Ergebnis:
1. Projektion der Drehgeschwindigkeit auf den Drall ist konstant.

2. Winkel zwischen Drehgeschwindigkeitsvektor und Drallvektor ist
konstant.



Nutationsbewegung des kraftefreien Kreisels

Drehgeschwindigkeitsvektor bewegt sich auf einem Kegel um die raumfeste
Richtung des Dralls




Allgemeiner Fall, symmetrischer Kreisel
o 0.B.d.A. Symmetrieachse & (Figurenachse), 00 =09 = A, 09 = B

Awr — (B — A)wows =0
A(,ZJQ — (A — B)W3w1 =0

Bws =0
@ wjs ist Invariante der Bewegung
@ Die Dgln. fiir wy und ws sind linear:
Al + (A‘AB)ngwl =0
Awy + ww%wz =0

A



Allgemeiner Fall, symmetrischer Kreisel

A— B)?
AM+(/4)%m:0
A— B)?
Al + (A)w§w2 =0
beschreiben freie ungeddmpfte Schwingungen, Eigenkreisfrequenz:
(A= B)uws
N A
da
: B—A
Wy = w3iw = —wWwi

lauten die Losungen:
w1 = Csin(wt +¢) und wp = C cos(wt + €)
Integrationskonstanten C und ¢ aus Anfangsbedingungen
wip =wi(t =0) = Csine
woo = wa(t =0) = Ccose

Betrag des Drehgeschwindigkeitsvektors konstant!



Spurkegel, Gangpolkegel, Nutationskegel

@ Energieerhaltung: Projektion des Drehgeschwindigkeitsvektors auf den
Drallvektor konstant

@ Winkel zwischen Drehgeschwindigkeitsvektor und Drallvektor konstant

o Komponente des Drehgeschwindigkeitsvektors in Richtung der
Figurenachse konstant

o daher: Winkel zwischen Figurenachse und Drallvektor ist konstant

Ergebnis: Lage von Figurenachse (&3), Drehachse (w) und Drallachse e3
zueinander unveranderlich.

Nutationskegel

0
P m“m{cs\

raumfester Spurkegel w

\ Nutationsfrequenz
’ W
Gangpolkegel (korperfest)

€3




Deutung der Euler-Winkel

Nutationskegel

raumfester Spurkegel

Gangpolkegel (korperfest)

@ ¥: Winkel zwischen Figurenachse und Drallachse
@ : Drehung der Figurenachse um die Drallachse

@ ¢: Drehung des Kreisels um die Figurenachse



Nicht kraftefreier Kreisel
o Es existiert keine allgemeine L&sung
o hier: Kreiselgleichungen zur Ermittlung der auftretenden Momente

Beispiel:

/

U e/

(@]

AN}

1. Drehung (Zwangsdrehung, Préazessionsdrehung) mit ) = const. um die
raumfeste e3-Achse

2. Drehung (Eigendrehung) mit ¢» = const. um die korperfeste
és-Hauptachse (Figurenachse) des symmetrischen Kreisels



Nicht kraftefreier Kreisel

Berechnung der Lagerreaktionen im O, e, ef, e = &;-Bezugssystem:
@ keine Beriicksichtigung der Eigendrehung
o Massentragheitstensor auch im O, ey, ef, ef-Bezugssystem konstant

@ Drehgeschwindigkeitsvektor

W = Wy + We

mit _ ‘
=1 e3 = Y(sin) e + cos v e})
und
=pé&=pe;
somit:
0 0
w = Psind , wy = |[Ysind

Y cost + ¢ Y cos 1



Nicht kraftefreier Kreisel
0 0
w = { zbsim? },wz [&sinﬁ]
1/.}c0519+gb 1) cos ¥

A0 O
0 A0
0 0 B

=0+ w, x D9 = M°

Drall;

D° = 0%, B° =

Drallgesetz:
d DO

dt
Kreiselmoment (vom Kreisel auf die Umgebung ausgelibt):

0 0
Mr:=-M° = _—w, x D% = — @sinﬁ X _Az/}sinﬁ
1) cos ¥ B(t cos 9 + ¢)



Kreiselmoment
0 0
Mr = —w, x D% = — | ¢sin?]| x Aty sin ¥
1 cos ¥ B(t) cos ¥ + ¢)

besitzt nur eine Komponente
My =—(By+ (B - A)l/} cos ) Psind e/

Spezialfalle:
1. Schleudermoment: Eigendrehung ¢ =0

1 :
= Mr=-3(B- A)yp? sin 20}
2. schneller Kreisel: Eigendrehung ¢ > Zwangsdrehung v

= My = —Bgysinve]

wenn Komponente in e;-Richtung negativ: Drehung der Figurenachse in
Richtung der raumfesten Achse der Zwangsdrehung



