Vektoralgebra in Orthonormalbasen des R’

Darstellung von Vektoren
Summations-

n Komponente .
I 1 konvention
a= Z a; € = aie;
=1 Koordinate Basisvektor
Produktoperatoren
Produkt Deutung
Skalarprodukt - Projektion von a in Richtung von b

Vektorprodukt X » senkrecht auf der durch aund b

aufgespannten Ebene

» a, b, ax bbilden Rechtssystem

dyadisches
Produkt ®

» lineare Abbildung, (a ® b)c = a(b- c)

Ergebnis der linearen Abbildung;:
Vektor parallel zu a

» Lange: Projektion von b in Richtung ¢

Transformationen von Vektoren

» Transformation der Basisvektoren: e; = Tjje;, mit Transformationsmatrix T = [Tij], T;; = €; - ej (Richtungscosinus)

Berechnung
n

ab= Z a;b; = ||a|||| b]| cos Z(a, b)

i=1

e e
axb = a ax
bi b

a1b1
a® b= a2b1
a3b1

€3 aybs — a3 b,
a3| = |azby — a1 b3
b3 arby — ay by
arb; aibs
azb; azbs
azb, azbs

Ergebnis, Spezialfille Kommutativitat

Skalar, a - a = ||al|? ja,a-b=b-a

antikommutativ,
aXxb=-bxa

Vektor,ax a =0

nein,

lineare Abbildung
a®b+b®a

zwischen Vektoren

» Transformation der Vektorkoordinaten: a = a;e; = a;é;, a; = Tjjaj und a; = Tl.jTle (T ist orthogonale Matrix, T™! = TT)

» Elementardrehmatrizen

Drehung mit @ um die e;-Achse:

ég €3

1 0 0
Ti(a) =|0 cosa sina p Ty(p) =
0 —sina cosa
[0} €
€2
€1=él

cosfi 0
0 1
sinff 0

Drehung mit f um die e;-Achse:

é3 es

—sin f
0

cos f

» Kardan-Winkel: TX = T3(y) To(B) T1(a), Euler-Winkel: TE = T3(¢) T1(3) T3()

Drehung mit y um die es-Achse:

€3 =ée3
cosy siny 0
Ts(y) = [—siny cosy 0
0 0 1
€
€2
€1



Vektoranalysis in Orthonormalbasen des R’

Euler-Poissonsche Differentiationsformel

da
d

Differentialoperatoren
Divergenz: Gradient:

da; da ada ada .
diva(x)z—l=—1+—2+—3 — Skalar grada = [%] =
8xi 8x1 aXZ aX3 j

24
8x1
2
8x1
a3
Bxl

2a
3X'2
oa
8xz
24y
(9XZ

— =w(A) x a(A), falls ||a(A)|| = const. > 0 fiir alle A (Diese Bedingung wird bspw. von stets auf 1 normierten Basisvektoren erfiillt)

=| — Tensor 2. Stufe

Tensoralgebra in Orthonormalbasen des R’

Identitatstensor

1

0 0 ..
1, fallsi=
Ev=v, E=e®e; =0;e,®e;=|0 1 0, Kronecker-Delta: §;; = ] ].
0 0 1 0, fallsi#j
Transposition symmetrischer Tensor

A Ax Az A A Az
Aa=aA", AT = Ajiei®ej = |A;p Az Asp A=AT, A=|A;, Ay Ay
Az Az Asz Az A Ass

Zerlegung eines Tensors 2. Stufe in seinen symmetrischen und schiefsymmetrischen Anteil

1 1
A= 5(A+AT)+ 5(A—AT)

symm. Anteil  schiefsymm. Anteil

(Doppel-)skalarprodukt zweier Tensoren 2. Stufe

Summations-

& konvention
A--B=) Y AjB; = AyB;— Skalar, kommutativ:A--B =B --A

i=1 j=1

schiefsymmetrischer Tensor

0
A=-AT A=|-A,
_A13

Arz
0
—Azs



Tensoranalysis in Orthonormalbasen des R’

Divergenz eines Tensor 2. Stufe

9An 9A1p | 9Am
9A. ox * o o
. ij g 3 P
divA=—e = |52+ 32+ 52| — Vektor
ax X1 X2 X3
axl axz 3X3

Produktregel

div(A-a) =div(A)-a+ A--grada — Skalar
Satz von Gauf}

/diVAdV:/A-ndS
Vv S

Variationsrechnung

Erste Variation des Funktionals f(x(t)) an x(¢) in Richtung v(t)
d
Suin f(x(1) = %f(X(t) + hv(1))|n=o
Identitatsfunktional I, (x (1)) = x(t)
Ovin Iy (x(t)) = v(ty) — kurz:dx=v

Kettenregel

v f(x(1) = aihf(x(t) + hv(t))|p=o = Z—f vi(t) — kurz: 5f(x(1)) = i

ilx(t) Xilx(t)

Oxi(1)

— Koeffizientenvergleich moglich, wenn x;(t) unabhangige Koordinaten sind



Massenpunktkinematik

Kinematische Grundgroéf3en eines Massenpunkts

Bewegung: r(1) Geschwindigkeit: v(1) = (1) Beschleunigung: a(t) = ¥(t) = ¥(t)

Kinematische Grundgrofien in verschiedenen Bezugssystemen

kartesische Koordinaten: Zylinderkoordinaten: Kugelkoordinaten:

r=xec+ye,+ze; r=Rep +ze, r=re,(d,¢)

v =ie,+rsindpe, + rd ey

e e a= ('r' — r8% — r¢? sin® 19) e, /Q, L

v:ReR+Rq')eq,+i'eZ
a =(R—Rq')2) er + (ZR(,b + R}) ey

v=Xe,+je,+ze,

a=r=Xxec+ye,+ze,

+Ze, ) )
+ (2?19 + 19 — r¢? sin 9 cos 19) + e,
+ (Zi"q') sin & + rj sin & + 2r¢9 cos 3) ey
Spezialfalle der Zylinderkoordinaten in der Ebene (z = 0) Begleitende Basis der Bewegungsbahn
Polarkoordinaten: Kreisbewegung (R = Ry = const.):
r =r(s), s(t) : Bogenlange
rzlheeR r=Ryer vV ="1e
v=Rer+Rpe, v=Rope, 2
a=(R-R¢%) er+ (2Rp + Rj) e, a = —Ry¢” eg + Rop a=se PK Gn> PK: Krummungsradlus)
Bewegtes Bezugssystem
Grundgrofie  Fithrungsterm, transl.  Fiihrungsterm, rot. Coriolisterm  Relativterm
r= ra +5Cl' éi, ri= 5(1' éi
v = v +w X F +X; €, Vrel := X; €;
a= as +x XF+wX(@XTF) +20 X Ve +X; &, Qre| 1= X €; &= wx &

w : Drehgeschwindigkeit
a = w : Drehbeschleunigung



Kinematik der Kontinua

Bezugskonfiguration: R = r(P, )

Kinematische Grundgrofien eines Korpers materielle Koordinaten X, Y, Z

Bewegung: r = k(P, t)
Geschwindigkeitsfeld: v(R, t) = ar(;:’t) Momentankonfiguration: r(P,t)
Beschleunigungsfeld: a(R t) = av(altl,t) rdumliche Koordinaten z,y, z
P
§ P
Wz '
R E T | %
e, ' 1z
e, 0 ey by E P
"""""""" O V<
____________________________________________ TR
Starrkorperkinematik Bewegung des starren Korpers P

in materieller Parametrisierung;:

r(X,Y,Z,t) =ra(t) + R(X,Y, 2) z |
Grundgrofie Fuhrungsterm, transl.  Fihrungsterm, rot. Relativterm Z
_ z R ]
r= ra +R s )
Vv = va +w X R r i e VX
a= as +& X R+ @ X (0 X R) s A vl
. -
Kinemate: (v, A, @) e ra Y
Kinematenversetzung, Bezugspunkt A — B: (v, B,®), V8 = V4 + @ X (rg —ry) e O € Y
spezielle Kinematen: y ‘ z
» reine Translation: (v, A,0), v=v4, a=ay g
» reine Rotation: (0,A,w),v=wXR, a=dXR+ w X (w X R) N

Momentanpol: Punkt M, fiir den momentan (zum Zeitpunkt t) vj; = 0 — momentane Drehbewegung um M
Ermittlung:

> v, @ bekannt: aus 0 = vo(t) + @ X Rapy — Ray = %

> va, vg bekannt, v4 {f vp: Schnittpunkt der Geraden senkrecht zu den Geschwindigkeitsvektoren
Spurkurve (Rastpolbahn): Bahn des Momentanpols im raumfesten Bezugssystem
Rollkurve (Gangpolbahn): Bahn des Momentanpols im korperfesten Bezugssystem




Axiome und Satze der Dynamik

Massenkinematische Grofien
> lmpuls:I=vadm
» Drall bzgl. Q: D9 := /B(r —rg) X (¥ — #g) d m, Drall fiir Bezugspunkt O des raumfesten Bezugssystems: DV := /B rxidm

Dynamische Grof3en
> resultierende Kraft: F = /st ds+ f(vad 14

» resultierendes Moment bzgl. Q: MQ = fS(r —rg) X fgdS+ f(V(r —ro) X fydV

Dyname: (F, A, M*), Dynamenversetzung, Bezugspunkt A — B: M®? = M4 + (rp—rg) X F Eingepragte Krafte Reaktionskrifte
spezielle Dynamen:

i Gewichtskraft G = mg Normalkraft N

> Einzelkraft: (F, 4,0) Reibkraft R = uN Haftkraft H

> freies Moment: (0, A, M*) Federkraft Fr = cA¢ Lagerreaktionskrafte
Dampferkraft Fp = d(Af)

Axiome der Dynamik
» Impulsgesetz: I = F, F umfasst alle eingepragten Krafte und alle Reaktionskrafte

» Drallgesetz: D° = MO, O: raumfester Bezugspunkt

Satze der Dynamik

> Massenmittelpunktsatz fiir den Impuls': Zﬁ‘c =F } Formulierung nach d’Alembert: 0 = F — mic, 0 = M€ — D¢ - Gleichgewichtsbedingungen!
Massenmittelpunktsatz fiir den Drall: D~ = M€

>
» Massenmittelpunktsatz fiir den Impuls im bewegten Bezugssystem: m (¥4 + & X Fc + @ X (@ X F¢) + 20 X Veyrel + acyrel) = F
>

Drallsatz fiir bewegten Bezugspunkt: ¢ X #am + D* = M4

C

z -

z rTCc

_ Y

T e,

A Gy
€= TA e,

e O €y Y

X ~



Dynamik des starren Korpers

Drallsatz fiir den starren Koérper

» Drall fiir den starren Korper: D4 = w - @4 = @4 - @, @4: Massentragheitstensor bzgl. A
> Drallsatz bzgl. eines korperfesten Bezugspunkts A: Re X i#am+ D = M4 mit P'=6-04-0w-04%xw
» Rexiam=0,wenn A=C, 74 =0o0der Rc | Fa

z
Massentragheitstensor
FA QA A 2 2
e 0f 0 05 [[zOG+X)dm  ~ /82X1X22dm — [ XiXsdm
o' =dtuey, 08| =|04 65 04| =| - fyxXidm  [(G+xDdm - 5 XX dm )
o5 65 04 — [gXaXidm - [ XXodm [ (X7 +XE)dm z
e e,
axiale Massentragheitsmomente: Gfl, 9;2, 9;43
Deviationsmomente: 0{; = 9;‘1, 0{; = ?1, 92A3 = (9342 L

vV v v v

Koordinatentransformationen:

® Translation - Wechsel des Bezugspunkts: Satz von Steiner

04 =0 + (E(Rc-R¢c) — Re ® Re) m, z.B. 04 = 05, + (R%, + R%,))m

® Rotation — Drehung um eine Hauptachse (hier um ey, mit Winkel «)
Mohrscher Kreis

g ---- -
i

R TP L. .
0 = E(eﬁl + eﬁz) - 5(9,/}[2 - Hﬁl) cos(2a)

~ 1 ~ ~ 1 - -
O3 = E(Qﬁl +00) + 5(932 -0}, cos(2a)

ja _ga _Losa _gan N S
0y =0 = —(HHZ - 9H1) sin(2a) ! !
2 A 0A
H; Ho
Haupttragheitsmomente spezieller Kérper
Stab Vollzylinder
déy,
/
/
m
A
/ /
C _m’ pA _ 3mr?
On, = 2 0, = 72

TA

O €y

Haupttragheitsmomente: éﬁl = éﬁ, éﬁ‘z = HN?Z, éﬁ‘a = 9?3, wenn éfz = éfg = 9~§‘3 =0, ey,, eH,, ey, Hauptrichtungsvektoren (Hauptachsen)

Kugel
‘/éHx
m /
P
nC _ 2,2
9H3 =smr



Kinetische Energie, Leistung, Arbeit

kinetische Energie
. el . . 1 2
Definition: E := 5 /B v dm
. 1 2
» starrer Korper: E = §m||vA||

L ] L ] L ]
translatorischer Anteil Wechselenergie rotatorischer Anteil

- ~ n: 1 2, 19C 2
> starrer Korper, ebene Bewegung, Drehung um &;-Richtung: E = 1 ml||vc||* + 165,03

» masseloses Verbindungselement: E = 0

auflere Leistung, auflere Arbeit
Definition: P, := [¢v-fsdS+ [, v-fydV
» masseloses Verbindungselement, Einzelkraft Fg: P, = v - Fg
» masseloses Verbindungselement, freies Moment M: P, =w - M
» starrer Korper, Dyname (F, A, M*):P,=vy -F+w-M"

Innere Leistung, innere Arbeit
Definition masseloses Element  starrer Korper
innere Leistung P, :=P, — E P =P, P =0
innere Arbeit W, = ftAtE Pdt=W,— (E(tg) —E(tp)) Wi=W, Wi =0

Potentielle Energie

V = Vi + V,, inneres Potential V; mit V; = P, duBeres Potential V, mit V, = —P,

1
+ mvy - (0 X Re) + Ew-@A-w ,fUrAzC:E:%m||vc||2+%w-ec-w

O (raumfest)

deformierbares Kontinuum
P = /(VU DAV, D = 1(gradv+ (gradv)”)
W, =f(vfr0' --dedV,e = %(gradr+ (gradr)T)

Kraft/Moment Leistung Potential Bemerkung
Gewichtskraft G =—-mge, P, =vc-G Vag = mgz+ C  Konstante C durch Wahl des Nullniveaus bestimmt
Linearfeder F = cAxe, P, = cAx(Ax) i = %C(Ax)2 Feder fur Ax = 0 entspannt
Drehfeder M = c4Agpe, P, =cgAp(Ap) Vi, = %cd (Ap)?  Feder fiir Ap = 0 entspannt, e, Drehachse der Feder

Allgemeiner Leistungssatz, allgemeiner Arbeitssatz, Energiesatz

allgemeiner Leistungssatz: Die innere Leistung ist additiv, P, = },}_, P,
allgemeiner Arbeitsatz: Die innere Arbeit ist additiv, W; = 3\, W,
Energiesatz fiir konservative Systeme: Bestimmung zeitfreier skalarer Losungen vom Typ x = f(x)

» in differentieller Form: V+ E =0

» inintegraler Form: V + E = const.



Virtuelle Geschwindigkeiten und Verschiebungen

Virtuelle Geschwindigkeiten, virtuelle Verschiebungen

Energiesatz liefert nur eine skalare Bestimmungsgleichung, oft miissen aber mehrere Koordinaten der Bewegung ermittelt werden
— Projektion der Bewegungsgleichungen auf virtuelle Geschwindigkeiten ¥ bzw. Verschiebungen 7
» virtuelles Geschwindigkeitsfeld: beliebiges, einmal differenzierbares Feld, hilfreich: Vertraglichkeit mit (inneren und aufieren) Bindungen

» virtuelles Verschiebungsfeld: beliebiges, zweimal differenzierbares Feld, hilfreich: Vertraglichkeit mit (inneren und auf3eren) Bindungen

Virtuelle Leistungs- und Arbeitsbilanzen

Massenbeschleunigungen  duflere innere
virtuelle Leistung PMb —va vdm P, —fsv fst+f(Vv fyvdV P P PMb
virtuelle Arbeit Wb _fB r-vdm W, = fS deS+fV r-fydVv Wi = W, — W

fur diskrete Systeme, ebene Bewegung (oder raumfeste Drehachse):
> Methode der virtuellen Geschwindigkeiten:

M n n
p - v . F 5 M _ D mA o - O%¢
i v m+ Wi k Ve, - Mgve, + Wg k Wi
m=1 k=1 k=1
1 1 1 | L 1
virtuelle innere Leistung virtuelle duflere Leistung virtuelle Leistung der Massenbeschleunigung
aller Verbindungselemente ~ von M Einzelkraften und n freien Momenten von n starren Korpern

» Methode der virtuellen Verschiebungen:

M n
VVi = Z mt+ Z P My — Z (;'Ck . mkak + (Npk . @]fk(})k)

m=1 k=1
L | 1 L |
virtuelle innere Arbeit virtuelle auflere Arbeit virtuelle Arbeit der Massenbeschleunigung
aller Verbindungselemente ~ von M Einzelkraften und n freien Momenten von n starren Kérpern

» virtuelle innere Leistung eines Verbindungselementes:

e reprisentiert durch eine Einzelkraft Fg: P, = P, = Av - Fg, Av: Differenz der virtuellen Geschwindigkeiten am End- und Anfangspunkt des Verbindungselementes

°
» virtuelle innere Arbeit eines Verbindungselementes:
e reprisentiert durch eine Einzelkraft Fg: W; = W,a1 = AF - Fg, A¥: Differenz der virtuellen Verschiebungen am End- und Anfangspunkt des Verbindungselementes
e reprisentiert durch ein freies Moment M: P, = P, = A - M, Ad: Differenz der virtuellen Drehungen am End- und Anfangspunkt des Verbindungselementes

reprasentiert durch ein freies Moment M: P, = P, = Ad - M, Aé: Differenz der virtuellen Drehgeschwindigkeiten am End- und Anfangspunkt des Verbindungselementes



Lagrange-Gleichungen 2. Art

Lagrange-Gleichungen 2. Art

liefern die Bewegungsgleichungen fiir holonome Systeme in generalisierten Koordinaten q;, i = 1, ..., f, f: Anzahl Freiheitsgrade

d (oL oL
d_(a_)_a_ =Q?, i=1,2,...,f, mit L := | E LT \% |
E\ogi 4 kinetische  potentielle
Energie Energie

Ermittlung der generalisierten Krafte Q; aus Variation der dufieren und inneren Arbeit:

SWo—S8W; = Qidq; = (QF + 0hHdg;

» QV: konservative generalisierte Krifte

> Ql?': dissipative generalisierte Kréfte

Auflere Arbeit:
» einer Einzelkraft Fg: W, = Fg - 0rf, 6rf = X %(Sqi — Q; = Fg - ore

=1 3qi aq,»
> eines freien Moments M: §W, = M - S¢, = (pZ{:l g—;’:éqi - Q;=M- Z—;’:

Innere Arbeit, masseloses Verbindungselement:

» Wirkung als Einzelkraft Fg: §W; = Fg, - %}:5% — Q;=Fg - %Aqir
» Wirkung als freies Moment M: §W; =M - ‘?—q‘ip(‘)‘qi - Q;=M- a:—qu

Ar: Differenz der Verschiebung am End- und Anfangspunkt des Verbindungselements
Ag: Differenz der Verdrehung am End- und Anfangspunkt des Verbindungselements



Stofdvorgange

Massenmittelpunktsitze und Drallgesetz in integraler Form
» Massenmittelpunktsatz fiir den Impuls in integraler Form:
e

m(ve(te) — ve(ta)) = / Fdt

A

» Massenmittelpunktsatz fiir den Drall in integraler Form, starrer Kérper:

e
OF - (w(tr) — w(ty)) =/ MCdt
A
» Drallgesetz in integraler Form, O: raumfest, starrer Korper:

13
O° - (w(te) — w(ta)) =/ MOdt
7N
Stofdzahl

_ VPl,n(tE) B ng,n(tE)

, 0 <e< 1
— I — | — ]
VPl,n(tA) vaJl(tA) plastisch elastisch

max. Verlust kin. Energie energieerhaltend

Klassifizierung von Stofvorgiangen

" “StoBnormale

Beriihrebene

gerader zentrischer Stof}: Massenmittelpunktsatz fiir den Impuls ausreichend

myve, (ta) + mave, (ta) — ema(ve, (ta) — ve, (ta))

ve (te) = m;+m
1+ my
v (1) = myve, (ta) + mave, (ta) + emy(ve, (1a) — ve, (£a))
CZ E) —
m; + my

ta: Zeitpunkt unmittelbar vor dem Stof3
te: Zeitpunkt unmittelbar nach dem Stof

Vorgehensweise
> Auswertung der integralen Bilanz fiir jeden am Stof3 beteiligten Korper
» nur stof3relevante dyn. Grofien berticksichtigen:
Stofikraft, Reaktionskrafte

» i. Allg. mehr Unbekannte als Gleichungen (Schlieungsproblem)
— Stof3zahl als materialabhangiger Parameter

Stoﬁpormal

" “StoBnormale

Beriihrebene

schiefer zentrischer Stof3: bei glattem Stof3...
» Geschwindigkeitserhaltung in der Beriihrebene

» Formeln wie beim geraden zentrischen Stof3 in Stofinormalenrichtung

"=~ -Stofnormale

Beriihrebene

exzentrischer Stof3: zusatzlich Drall betrachten



Bewegungsgleichung

Schwingungen - linearer Einfreiheitsgradschwinger

Tragheit Dampfung  Riickstellung Erregung
I 1 T 1 I 1 1
mx + kx + @ cx = F(1)
. . F(t)
Standardform: % +2Dwox + wix = —=
I_kl | m

Freie Schwingungen: F(t) = 0

Exponentialansatz x,(t) = C e’ liefert:

Eigenkreisfrequenzen

ungedampfte Schwingungen (k =0): @y = \/%

gedampfte Schwingungen (k # 0),

wq = woVN1 — D?

schwache Dampfung (0 < D < 1):

Erzwungene Schwingungen

hier nur harmonische Erregung

Losung der homogenen Differentialgleichung klingt rasch ab — nur partikulare Losung von Interesse, Ansatz: x, () = Vx) cos(Qt — ¢)

F(t)

m

= w2 Ex cos(Qt)

Erregung durch:
E 1

Xo F—CO bzw. ug

Ergebnis: Vergroflerungsfunktion V und Phasenverschiebung e:

E

V= , tan
V(1 = 1?2 + (2Dn)?

Losung

xh(t) = Cysinwyt + Cy cos wyt

= A sin(wot + a)

_ 2 2 _ G
A=,/C]+ (5, tana—é

xh(t) = e Dot (C1 cos woV1 — D%t + Cysinwy V1 — th)

(Feder-)Kraft Dampfungskraft

2Dn
U

=Ae Pl sin(wyV1 — D2 t + a)
e — |

=wq

Massenkraft
2

3|3

r

Frequenzgangrechnung (alternative Ermittlung der partikularen Losung)

Eingang

y(t)=yp cos Qt=Re{yei’*}

‘System: F(iQ) ‘

Ausgang

F(ig) = —————,
(in) 1-n%+i2Dp

V(Q) =|F(iQ)|, tane =

xp(t)=Re{F(iQ2) yoe'?t} =Vy, Re{e'?teic}

Im{F(iQ)}
 Re{F(iQ)}

verallgemeinerte Darstellung;:

n Frequenzverhaltnis: n = =

Eingang ‘ F(iQ)

|

y(t)=yoel!

Q
@o

Ausgang

x(t)=F(i2) yoe'2t

Ortskurve:
Im{F{(in)}

n = oo n=0

Re{F(in)}

n = 1 Resonanz



Schwingungen - lineares Mehrfreiheitsgradsystem

Vorgehensweise (hier nur fiir ungedampfte Systeme mit zwei Freiheitsgraden)
» Bewegungsgleichungen aufstellen
Freie Schwingungen: Exponentialansatz x(t) = Cre?t, k = 1,2
fuhrt auf homogenes lineares Gleichungssystem fiir Cy, G,
nichttriviale Losungen nur, wenn die Koeffizientenmatrix des linearen Gleichungssystems singular wird
Eigenwertproblem fir A, — zwei Eigenkreisfrequenzen
Eigenvektoren — Amplituden C;, C; zu jedem Eigenwert, nur bis auf eine multiplikative Konstante bestimmt
Additive Uberlagerung zur Gesamtlosung, Anpassung an die Anfangsbedingungen
Erzwungene Schwingungen (nur harmonische Erregung):
Ansatz analog rechter Seite: z.B. fir F(t) = ¢y Yy cos(Q1):

vV VvV vV VvV V. VY

x1,p(t) = V1Yy cos(Qt — &)
Xo,p(t) = Vo Yy cos(Qt — &)

» fiihrt auf inhomogenes lineares Gleichungssystem fiir Vi, Vo, €1, &



Kreiseltheorie

Eulersche Kreiselgleichungen
Kreisel: in einem raumfesten Punkt (hier: O) drehbar gelagerter Kérper — reine Rotationsbewegung, keine Translation

Drallsatz fiir starren Korper bzgl. O: @ - ©@° —w - ©@° x 0 = M©
im Hauptachsensystem (69, 920, 93?: Haupttragheitsmomente): Eulersche Kreiselgleichungen

a)1910 — (W3 (0? - 0?) = Mlo
265 = s (6 - 07) = MY

2369 — w1009 (910 - 920) = MO

kraftefreier Kreisel
kraftefreier Kreisel: &uBeres Moment verschwindet, Lagerung im Massenmittelpunkt erforderlich

— DY = 0, Drall D ist Invariante der Bewegung!

Fallunterscheidungen:
» o stets in Richtung einer Hauptachse (hier: ey, ): w3 konstant, w; = w; =0

Bewegung nur stabil, wenn 6 grofites oder kleinstes Haupttragheitsmoment
> o stets in einer durch zwei Hauptachsen aufgespannten Ebene (hier: ey,, ey,-Ebene):

® w; i=1,..3, Invarianten der Bewegung, w; =0

® Energieerhaltung: DY - w Invariante der Bewegung

— Winkel zwischen Drallvektor und Drehgeschwindigkeitsvektor invariant,
Nutationsbewegung des Drehgeschwindigkeitsvektors um die raumfeste Richtung des Dralls

» allgemeiner Fall, aber symmetrischer Kreisel (hier: e, Symmetriachse)

® s Invariante der Bewegung

® ||w|| Invariante der Bewegung
e Energieerhaltung: D° - @ Invariante der Bewegung
— Winkel zwischen Drallvektor und Drehgeschwindigkeitsvektor invariant, Winkel zwischen Drallvektor und Symmetriachse konstant

Nutationskegel

0
D(au(“{esx

raumfester Spurkegel —

Gangpolkegel (korperfest) ‘ -



