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1 Einleitung

1.1 Was ist Technische Mechanik?

Mechanik ist die Lehre von materiellen Medien sowie von Bewegungen dieser
Medien unter Kréfteeinwirkungen. Bewegungen und Krifteeinwirkungen bilden
die Gesamtheit der mechanischen Erscheinungen materieller Medien.

Wir werden im Folgenden die klassische Mechanik behandeln. Die klassische
Mechanik ist in ihrem Giiltigkeitsbereich auf Geschwindigkeiten beschrénkt, die
klein gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit sind (im Gegensatz zu Relativitits-
theorien) und auf Langen, die grofl genug sind, dass das wellenartige Verhalten
der Materie keine Rolle spielt (im Gegensatz zur Quantenmechanik).

1.2 Physikalische Grundlagen der Mechanik

Mechanik ist das &lteste Teilgebiet der Physik. Die Hauptaufgaben der Physik
bestehen im Erkennen und Aufspiiren der GesetzméBigkeiten der in der Na-
tur vorkommenden Erscheinungen sowie in der Untersuchung der Beziehungen
zwischen physikalischen Objekten und Vorgéngen.

1.2.1 Physikalische Groflen und Groflensysteme

Messbare Eigenschaften physikalischer Objekte werden physikalische Groflen
genannt.

Beispiele physikalischer Grofien:

1. Skalare Groflen:
z.B. Masse, Linge, Zeit, Temperatur, Leistung, Arbeit, kinetische und
potentielle Energie.

2. Vektorielle Groflen:
z.B. Geschwindigkeit, Beschleunigung, Impuls, Drall, Kraft, Moment.

3. Tensorielle Grofen:
z.B. Massentriagheitstensor, Spannungstensor, Verzerrungstensor.

Einheiten sind stets physikalische Skalare. Allgemein schreibt man

physikalische Grofle MaB Einheit
Je nach Art der physikalischen GroBe ist das Mafl ein Skalar, ein Vektor oder
ein Tensor héherer Stufe, z.B. fiir die Masse: 5kg= 5 - kg .
~N—
Skalar Einheit
Skalare Groflen teilt man ein in

1. Basisgroflen als voneinander unabhéngige und durch geeignete Messver-
fahren eingefithrte physikalische Skalare und in

2. abgeleitete Groflen als physikalische Skalare, die sich als Potenzpro-
dukte aus Basisgrofien darstellen lassen.



Die Gesamtheit skalarer GroBen bildet das (vollstindige) Groflensystem. Es
wird auf den sieben, in dem nachstehenden Diagramm in Klammern aufgefiihr-
ten Basisgroflen des internationalen Groflensystems, SI-System genannt, aufge-
baut (siehe hierzu auch die DIN-Norm 1301). Es ist zweckméBig, davon Teilsys-
teme zu bilden. Die in der Physik gebrauchlichen Teilsysteme lassen sich in dem
nachstehenden Schema derart anordnen, dass in jedem nachfolgenden System
alle Basisgroflen des vorangegangenen Systems zuziiglich einer einzigen neuen,
in Klammern angegebenen Basisgrofie auftreten:

Physikalische Geometrie
(Lange)
'
Kinematik
(Zeit)
/\
Mechanik Fotometrie
(Masse) (Lichtstarke)

'
Elektrodynamik
(elektrische
Stromstérke)

Chemie
(Stoffmenge)

Thermodynamik
(Temperatur)

Abb. 1.1: Schema der SI-Teilsysteme.

1.2.2 Physikalische Beziehungen

Der Zusammenhang zwischen physikalischen Gréflen wird durch physikalische
Beziehungen beschrieben. Physikalische Beziehungen werden meistens in Form
von Gleichungen, seltener in Form von Ungleichungen formuliert. Sie lassen sich
wie folgt einteilen:

Grundlegende physikalische Beziehungen

Physikalische Gesetze (Axiome) Physikalische Definitionen

1 1
Physikalische Satze

} «— einschrdnkende Annahmen

Spezielle physikalische Beziehungen

Tab. 1.1: Klassifikation physikalischer Beziehungen.

Physikalische Axiome sind nicht beweisbare, jedoch durch die menschliche
Erfahrung oder durch ein Experiment iiberpriifbare physikalische Beziehungen



oder Aussagen. Physikalische Axiome werden auch Gesetze, Grundgesetze,
Prinzipe und in der Thermodynamik auch Hauptsitze genannt.

FEine physikalische Definition ist eine Beziehung, die der Einfiihrung einer
physikalischen Grofie oder Eigenschaft mit Hilfe bereits eingefithrter physikali-
scher Groflen oder Eigenschaften dient.

Ein physikalischer Satz ist eine physikalische Aussage, die aus einer Voraus-
setzung und einer Behauptung besteht, wobei die Behauptung aus der Voraus-
setzung mit Hilfe der mathematischen Beweistechnik bewiesen werden kann.

Aus den Sdtzen gewinnt man mit Hilfe einschrdnkender Annahmen spezielle
physikalische Beziehungen, die ebenfalls einen Satzcharakter besitzen, je-
doch nicht so allgemein wie die Sétze sind.

Mit Hilfe der postulierten Axiome und Definitionen sowie der aus ihnen herge-
leiteten Sétze und speziellen Beziehungen kénnen unter Verwendung der Mittel
der Mathematik physikalische Probleme gelost werden. Die Losung eines physi-
kalischen Problems verlduft nach folgendem Schema in vier Schritten.

1.2.3 Schema zur Losung eines physikalischen Problems

Physikalische Beziehungen
und
mathematische Methoden

Mathematische Mathematische
(2)| Problemstellung Ereebni (3)
(,Modell*) rechnen rgebnisse
abstrahieren |(idealisieren) deuten| (interpretieren)
Physikalisches Physikalische
(1) bzw. technisches dl,l,fh Ve"rfsuch bzw. technische (4)
Problem uberpruien Ergebnisse

friteeett

Physikalische Realitét

Abb. 1.2: Schema zur Losung eines physikalischen Problems.

(1) Jedes physikalische oder technische Problem muss erst den mathe-
matischen Berechnungen zugénglich gemacht werden. Dies geschieht auf
dem Wege der Idealisierung, d.h. des Weglassens aller unwesentlichen
Eigenschaften der untersuchten physikalischen Objekte.

(2) Dadurch entsteht ein Modell, d.h. eine mathematische Problemstellung,
die nur die wesentlichen Eigenschaften des urspriinglichen physikalischen



Problems enthélt. Mit Hilfe dieses Modells werden unter Verwendung ge-
eigneter physikalischer Beziehungen und mathematischer Methoden Er-
gebnisse berechnet.

(3) Die gewonnenen mathematischen Ergebnisse miissen interpretiert,
d.h. auf ihren physikalischen Inhalt hin gepriift werden, denn nicht alle
mathematisch korrekten Ergebnisse sind physikalisch sinnvoll.

(4) Die gewonnenen physikalischen oder technischen Ergebnisse werden
gegebenenfalls experimentell iiberpriift.
1.2.4 Physikalischer Raum, Zeitablauf, Materie

Den Ausgangspunkt der mechanischen Betrachtungen bilden die drei grundle-
genden Begriffe Raum, Zeitablauf und Materie. Sie werden in der Physik axio-
matisch eingefithrt und besitzen messbare Eigenschaften:

Physikalischer Begriff Messbare Eigenschaft Basiseinheit

Physikalischer Raum  Lénge das Meter
Zeitablauf Zeit die Sekunde
Materie Masse das Kilogramm

Tab. 1.2: Grundlgende physikalische Begriffe der Mechanik und ihre messbaren
Eigenschaften.

Lénge, Zeit und Masse sind drei (der insgesamt sieben) Basisgrofien des interna-
tionalen SI-Grofensystems (vgl. Diagramm am Ende von Abschnitt [1.2.1]). Sie
sind die drei Basisgrofien des mechanischen Groéflensystems.

Physikalische Vorgénge finden im Raum und in der Zeit statt. Raum und Zeita-
blauf sind Gedankenkonstruktionen, die zur Beschreibung physikalischer Zu-
stdnde und Zustandsdnderungen dienen. Die Vorstellung vom Raum ist nur
auf Grund unserer Wahrnehmung der Materie moglich. Unsere Vorstellung vom
Zeitablauf ist durch die Bewegung materieller Kérper bedingt.

Der Raum, in dem die nichtrelativistischen physikalischen Vorgéinge stattfin-
den, ist der dreidimensionale physikalische Raum unserer Anschauung. Er
ist ein Euklidischer Punktraum, dessen Struktur sich vom R® dadurch unter-
scheidet, dass der Koordinatenursprung nicht festgelegt ist. Daher ist es nur
sinnvoll, mit der Differenz zweier Punkte zu arbeiten, die dann ein Vektor ist,
nicht jedoch mit der Summe zweier Punkte.

Mit Festlegung eines Punkts im Raum als Koordinatenursprung und der Wahl
der Basisvektoren lisst sich dann die Lage jedes Punkts im Raum durch Ko-
ordinaten beschreiben. Man beachte: die Koordinaten eines Punkts in einem
Euklidischen (mathematischen) Punktraum sind (reelle) Zahlen. Dagegen sind
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die Koordinaten eines Punkts in einem physikalischen Raum physikalische Ska-
lare mit der Einheit der Lange. So ist z.B.: 5m = {5}[m].

Héufig werden folgende Koordinatensysteme verwendet:
1. kartesische Koordinaten x, y, 2
2. zylindrische Koordinaten R, ¢, z (Zylinderkoordinaten)

3. sphérische Koordinaten r, 9, ¢ (Kugelkoordinaten)

Abb. 1.3: Kartesische (1.), zylindrische (2.) und sphérische (3.) Koordinaten.

Zwischen den kartesischen, zylinderischen und sphérischen Koordinaten beste-
hen die Abb. zu entnehmenden Beziehungen, Transformationsgleichun-
gen genannt:

y P

Abb. 1.4: Transformation zwischen kartesischen, zylindrischen und sphérischen
Koordinaten.

1. Beim Ubergang von R, ¢, z zu z, y, z gilt
x = Rcosp; y=Rsinp;, z=z. (1.1)
2. Beim Ubergang von r, ¥, ¢ zu R, ¢, z gilt

R=rsind; z=rcos?; ¢=¢. (1.2)
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3. Nach Einsetzen von (1.2) in (1.1 folgt dann fiir den Ubergang von r, 4,
pzuzx,y, 2

z=rsindcosy; y=rsindsinp z=rcosv.

Die Zeit t ist ein physikalischer Skalar. Es gilt: ¢ = {¢t}[t]. Die Mafizahl {t} der
Zeit ist eine reelle Variable.

Bei der Betrachtung der Materie sind in der klassischen Mechanik grundsétzlich
zwei vereinfachte Annahmen gebréuchlich:

1. das Punkthaufenmodell

~

¢ .....\.\

N et ]
\ ° n"' /
\\_—/

2. das Kontinuumsmodell

Abb. 1.5: Illustration des Punkthaufen- und des Kontinuumsmodells.

Beim Punkthaufenmodell wird angenommen, dass die betrachtete Materie
in abzéhlbar vielen Punkten des Raumes konzentriert ist. Eine in einem Punkt
konzentrierte endliche Materiemenge wird Massenpunkt genannt. Die auf dem
Punkthaufenmodell aufbauende Mechanik wird Punktmechanik genannt.

Beim Kontinuumsmodell wird angenommen, dass die Materie in dem Raum-
gebiet, das sie einnimmt, stetig (im Sinne von liickenlos) verteilt ist. Die auf
dem Kontinuumsmodell aufbauende Mechanik wird Kontinuumsmechanik
oder Mechanik der Kontinua genannt.

Die Wahl eines der beiden Modelle zur Behandlung mechanischer Probleme
héingt von der Problemstellung ab. So darf z.B. der Mond bei der Untersuchung
seiner Bewegung um die Erde zu einem Massenpunkt idealisiert werden. Dieses
Modell wird aber bei der Untersuchung eines Landevorgangs einer Fahre auf
dem Mond unbrauchbar.

Im Sinne der Euklidischen Geometrie besitzt ein Punkt die Dimension 0. Insbe-
sondere

1. kann er keine Drehbewegungen ausfiihren;
2. besitzt er kein Volumen und
3. hat er keine Oberfléche.

Deshalb kann man in der Punktmechanik

1. keine Korperrotationen beschreiben,
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2. keine volumenverteilten Kréfte und
3. keine flichenverteilten Krifte (Spannungen genannt) einfiihren.

Losungen der genannten Probleme werden erst mit Hilfe des Kontinuumsmo-
dells moglich. Es zeigt sich also, dass das Punkthaufenmodell zwar einfacher,
das Kontinuumsmodell jedoch umfassender ist. Auflerdem ist es bei einer konse-
quenten Anwendung des Kontinuumsmodells moglich, die Punkt- und die Kon-
tinuumsmechanik einheitlich zu behandeln.

Die an technischen Anwendungen orientierte, klassische und nichtrelativistische
Kontinuumsmechanik wird Technische Mechanik der Kontinua oder kurz
Technische Mechanik genannt.

1.2.5 Materielle Medien, Bewegungen und Krifteeinwirkungen

Die Mechanik untersucht Bewegungen materieller Medien in Raum und Zeit
unter Kréfteeinwirkungen.

Definition 1.1 (materielles Medium, Masse)
Fin materielles Medium ist eine (konstante oder verinderliche) Materiemen-
ge. Das Maf$ der Materiemenge heifst Masse.

Materielle Medien lassen sich ganz grob in feste, fliissige und gasférmige Medien
einteilen. Diese Einteilung entspricht den drei klassischen Aggregatzustdnden
der Materie.

In der nichtrelativistischen Physik postuliert man das

Axiom 1.2 (Massenerhaltung)
Die Masse ein und derselben Materiemenge ist konstant, d.h. es gilt m =
const.

Bewegungen sind Ortsinderungen materieller Medien in Raum und Zeit. Wah-
rend ihrer Bewegung konnen sich materielle Medien deformieren, d.h. ihre Ge-
stalt und ihr Volumen &ndern.

Jedes materielle Medium ist stets irgendwelchen Einwirkungen der Umgebung
unterworfen. Diese Einwirkungen koénnen mechanischer, thermodynamischer,
elektrodynamischer oder anderer Natur sein. Die mechanischen Einwirkungen
der Umgebung auf materielle Medien sind die (4uleren) Kréfte und (duleren)
Momente. Krifte und Momente sind physikalische Gréfen. Neben Kréiften und
Momenten existieren keine weiteren mechanischen Einwirkungen.

1.2.6 Korper

Ein Koérper besteht aus Materie, nimmt einen Raum ein und besitzt in der
klassischen Physik eine Begrenzung.
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Definition 1.3 (Korper, Momentanlage, momentane Oberfliche)

Ein Korper ist eine endliche, zu jedem Zeitpunkt stets dieselbe, kontinuierlich
verteilte Materiemenge B. Das Raumgebiet V = V(B,t), das der Korper B zu
einem Zeitpunkt t einnimmt, wird Momentanlage von B zur Zeit t und der
Rand S von V wird die momentane Oberflaiche von B zur Zeit t genannt. S
bestimmt die momentane Gestalt von B zur Zeit t. Der Inhalt V := [, dV
der Momentanlage V von B wird das Volumen von B zur Zeit t genannt.

S
B: Korper
V: Momentanlage von B
S: momentane Oberflaiche von B

Abb. 1.6: Korper B mit Momentanlage V und momentaner Oberfliche S.

Weil ein Korper stets dieselbe Materiemenge ist und die Masse ein und dersel-
ben Materiemenge in der klassischen Mechanik konstant ist, folgt daraus der
nachstehende Satz iiber die Erhaltung der Masse.

Satz 1.4 (Massenerhaltung fiir Korper)
Die Masse eines Korpers ist konstant. B ist ein Kérper —> m = const.

Korper lassen sich — analog zu materiellen Medien — ganz grob in feste, fliissige
und gasformige Korper einteilen. Irgendein fester Gegenstand, das Kiihlwasser
in einem absolut dichten Autokiihler und die Luft in einem absolut dichten Au-
toreifen sind Beispiele von Korpern.

Wichtige Modelle fester Korper sind Stdbe und Balken, Bogen, Rahmen,
Fachwerke sowie Scheiben, Platten, Schalen und Membrane.

Jeder Korper ,,besteht* aus materiellen Punkten in dem Sinne, in dem ein Raum-
gebiet aus geometrischen Punkten ,besteht:

Korper B L ~ Raumgebiet V

Y Y
‘ materieller Punkt P F—»’ geometrischer Punkt P ‘

Abb. 1.7: Analogie zwischen materiellen und geometrischen Punkten.

Man sagt dazu: materielle Punkte sind Elemente eines Korpers B. Gehort ein
materieller Punkt P einem Korper B an, so schreibt man dafiir: P € B.

Man beachte den wesentlichen Unterschied zwischen einem materiellen Punkt
und einem Massenpunkt: wahrend bei einem Massenpunkt endliche Materie-
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PeB
(gelesen P aus B)

Abb. 1.8: Korper mit materiellem Punkt.

—_— — — Systemgrenze
~ - — ~ /

Ve N

Abb. 1.9: System dreier Korper.

menge in einem geometrischen Punkt konzentriert ist, ist jeder materielle Punkt
zwar massebehaftet, er besitzt jedoch keine endliche Masse (analog der Tatsache,
dass ein geometrischer Punkt kein Volumen besitzt).

Definition 1.5 (Korpersystem)
Eine Zusammenfassung von endlich vielen Korpern zu einem Ganzen nennt man
ein Korpersystem.

Anmerkung. In der Stromungslehre, der Gasdynamik und der Thermodynamik
werden Korper oder Korpersysteme auch materiell geschlossene Systeme
genannt.

In der Mechanik werden auflerdem noch materiell offene Systeme untersucht.

Definition 1.6 (materiell offenes System)

FEin (ruhender oder sich bewegender) materieller Bereich, an dessen Grenzen
Materieaustausch mit der Umgebung stattfindet, wird materiell offenes Sys-
tem genannt.

Beispiel 1.7
Beispiele materiell offener Systeme:

1. Eine startende Rakete, bei der die Triebwerke noch eingeschaltet sind. Die
Brennstoffmenge wird immer kleiner, es findet Materieaustausch zwischen
der Rakete und der Umgebung statt.
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Abb. 1.10: Materiell offenes System.

2. Eine in einem Rohrabschnitt zwischen den Kontrollstellen 1 und 2 flielende
Wassermenge. Hier findet Materieaustausch mit der Umgebung an den
Kontrollstellen 1 und 2 statt.

Man beachte, dass im zweiten Beispiel das Wasser in sehr guter Néherung als
inkompressibel angenommen werden kann und folglich die Masse des in dem
Raumgebiet V zwischen 1 und 2 befindlichen Wassers wegen der Konstanz der
Dichte zu jeder Zeit konstant ist. Trotzdem ist die sich in V befindliche Wasser-
menge kein Korper, weil an den Grenzen 1 und 2 des Raumgebiets }V Materie-
austausch stattfindet. Dieses Beispiel verdeutlicht, dass die Konstanz der Masse
notwendig, aber nicht hinreichend fiir die Existenz eines Korpers ist. &

Alle Korper sind deformierbar, d.h. sie &ndern unter dem Einfluss der Kréfte-
einwirkungen wéhrend eines Bewegungsvorgangs sowohl ihre Gestalt als auch
ihr Volumen. Bei zahlreichen mechanischen Betrachtungen 148t sich ein Korper
zu einem starren Korper idealisieren:

Definition 1.8 (Starrer Korper)

Ein Kérper heifst starr, wenn der Abstand ¢(Py,Ps) zweier beliebiger materiel-
ler Punkte Py, Po dieses Korpers im Verlauf der Bewegung konstant bleibt, also
wenn £(P1, P2) = const. beziglich t gilt.

P
\\ / // %z) = const,

B— "

Abb. 1.11: Starrer Kérper.

Demnach dndert der starre Korper im Verlauf der Bewegung weder seine Gestalt
noch sein Volumen.
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1.3 Einteilung der Mechanik

Beziiglich ihrer urspriinglichen Elemente: materielle Medien (bzw. ihre Stoffei-
genschaften), Bewegungen und Krifteeinwirkungen ldsst sich die Mechanik wie
folgt einteilen:

Mechanik
starrer
Korper

(hier u.a.
Kreisel-
theorie
Schwin-
gungslehre
der Systeme
starrer Kor-

per)

und

Mechanik
elastischer
Korper

(hier u.a.
elem. Fes-
tigkeitslehre
und Schwin-
gungslehre
der  Konti-
nua)

Hydro-

mechanik

(Mechanik
fliissiger
Medien)

Gasdynamik Rheologie
(Mechanik (allgemeine
gasformiger Lehre vom
Medien) Flieflen von
Medien)

T

T

T

nach Stoffeigenschaften materieller Medien unterteilt

Krafteinwirkungep/nicht betrachtet

T
MECHANIK

\ nach Krafteinwirkungen unterteilt ‘

Kinematik

(Lehre von Bewegungen)

1.4 Zur Axiomatik der Mechanik

Krafteinwirkungen\lzetrachtet

Dynamik

(Lehre von Kriften und

Momenten)

nach Bewegungen unterteilt
(dabei Geschwindigkeit mit v bezeichnet)

v=0 0 v#0
=

Abb. 1.12: Einteilung der Mechanik.

Als grundlegende physikalische Begriffe der klassischen Mechanik miissen zu-
nichst Raum und Zeit axiomatisch eingefithrt werden. Dies geschieht mathe-
matisch durch Einfiihrung eines Euklidischen Punktraumes. In einem Euklidi-
schen Punktraum ist kein Punkt als Ursprung ausgezeichnet, es konnen jedoch
Absténde und Winkel gemessen werden. Der Euklidische Punktraum ist flach
(ungekrimmt). Eine Verallgemeinerung zur Beschreibung von Raum und Zeit
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stellen Riemannsche Mannigfaltigkeiten dar, die lokal isometrisch zu einem Eu-
klidischen Punktraum sind (d.h., lokal=in der Umgebung eines Punkts kénnen
Lingen und Winkel wie im Euklidischen Punktraum gemessen werden), aber
gekriimmt sein konnen. Die Formulierung der Kontinuumsmechanik auf Rie-
mannschen Mannigfaltigkeiten ist moglich, aber mathematisch anspruchsvoll.

Wird im Euklidischen Punktraum ein Punkt als Ursprung ausgezeichnet und
werden Basisvektoren eingefiihrt, so entsteht ein Bezugssystem. Andert sich
dieser Bezugspunkt bzw. das Basissystem mit der Zeit, so handelt es sich um
ein bewegtes Bezugssystem.

In einem Bezugssystem bewegt sich ein Punkt gleichférmig (=unbeschleunigt),
wenn er in gleichen Zeiten gleiche Strecken zuriicklegt. Das Tragheitsprinzip
von Galilei ist ein Axiom, welches die Existenz von Bezugssystemen postuliert,
in denen ein sich kréiftefrei bewegender Korper unbeschleunigt ist. Diese spezi-
ellen Bezugssysteme und ihre Bezugszeit werden Inertialsysteme genannt. Da
flir zwei verschiedene Inertialsysteme die Bewegung eines kraftefreien Korpers
unbeschleunigt ist, kénnen sich Inertialsysteme nur wie folgt unterscheiden:

1. durch eine unterschiedliche Lage des Ursprungs (rdumlicher Versatz)

2. durch eine unterschiedliche Definition des Nullpunkts der Zeitmessung
(zeitlicher Versatz)

3. durch eine Drehung des Koordinatensystems
4. durch eine gleichférmige Bewegung zueinander

Zwischen zwei Inertialsystemen existiert eine Transformation, welche beide Sys-
teme ineinander tiberfiihrt. Diese Transformation besitzt zehn Parameter (Vek-
tor fiir den rdumlichen Versatz, Skalar fiir den zeitlichen Versatz, Vektor bzw.
orthogonale Matrix fiir die Drehung, Vektor der konstanten Relativgeschwin-
digkeit). Mathematisch bildet die Menge dieser Transformationen eine nicht-
kommutative Gruppe. Diese Gruppe wird als Galilei-Gruppe bezeichnet, die
Transformationen als Galilei-Transformationen.

Das Galileische Relativitatsprinzip, ein weiteres Axiom, fordert nun, dass
die Bewegung eines Korpers unabhéngig vom gewahlten Inertialsystem ist. Dar-
aus folgt, dass die Gesetze, welche die Bewegung von Kérpern beschreiben, in-
variant unter Galilei-Transformationen sein missen.

Mit der Forderung nach einer kréftefreien Bewegung lésst das Tragheitsprin-
zip von Galilei den Einfluss der Gravitation unberiicksichtigt. Praktisch ist dies
jedoch nicht moglich, so dass eine kréftefreie Bewegung experimentell nicht rea-
lisierbar ist. Durch den Einfluss der Gravitation existieren also keine Inertial-
systeme! Ein Ausweg aus diesem Dilemma bietet das Abriicken von der For-
derung nach Kriftefreiheit, indem sich auf die Bewegung frei fallender Korper
beschréankt wird; also Korper, die bis auf den Einfluss der Gravitation kraftefrei
sind. Fiir ein an diesen Korper geheftetes (frei fallendes) Bezugsystem wiir-
den sich Trégheits- und Schwerkraft gerade kompensieren, triage und schwere
Masse sind dann dquivalent und damit ununterscheidbar. Dies ist Gegenstand
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des Aquivalenzprinzips von Einstein. Ein Inertialsystem wire dann ein Be-
zugssystem, in dem frei fallende Korper sich mit gleichméBiger (konstanter)
Beschleunigung bewegen. Dies gilt allerdings nur noch lokal, ndmlich in einem
homogenen Gravitationsfeld. Inertialsysteme existieren daher streng genommen
nicht bzw. nur lokal fiir ein homogenes Gravitationsfeld. Daher ist auch vor die-
sem Hintergrund die Einfithrung einer Riemannschen Mannigfaltigkeit sinnvoll.

Die weiteren Axiome der Mechanik betreffen die Existenz der in den Bilanz-
gleichungen (Massen-, Impuls-, Drallbilanz, Hauptsitze der Thermodynamik)
auftretenden physikalischen Gréflen, die in der Kontinuumsmechanik iiber Dich-
tefelder eingefithrt werden. Impuls-, Drall- und Energiebilanz (1. Hauptsatz der
Thermodynamik) stellen keine eigenstdndigen Axiome dar, da sie sich aus den
Invarianzforderungen des Galileischen Relativitdtsprinzips ergeben. Dies ist eine
Konsequenz des Satzes von Noether, der besagt, dass aus jeder Invarianz unter
einer Transformation eine Erhaltungsgrofle folgt. Fiir die Galileitransformatio-
nen folgt aus der Invarianz bei rdumlichen Versatz die Impulsbilanz, aus der
Invarianz bei zeitlichem Versatz die Energiebilanz und aus der Invarianz un-
ter Drehung des Inertialsystems die Drallbilanz fir Korper bzw. abgeschlossene
Systeme. Die Invarianz unter gleichférmiger Bewegung liefert zwar ebenfalls ei-
ne Erhaltungsgrofie, die aber keine weitere Bedeutung hat. Im Gegensatz dazu
lassen sich die Massenbilanz und der 2. Hauptsatz der Thermodynamik nicht
aus dem Galileischen Relativitédtsprinzip herleiten und miissen daher postuliert
werden. In der relativistischen Physik zeigt sich, dass die Massenbilanz nur na-
herungsweise als Grenzfall der Energieerhaltung gilt, da Masse eine Form der
Energie ist. Fiir den 2. Hauptsatz der Thermodynamik liegt derzeit noch keine
Herleitung aus der Quantenmechanik vor.

Die weiter oben aufgefiihrten Bilanzgleichungen gelten universell fiir jeden Kor-
per, unabhéngig von weiteren Annahmen tiber Materialeigenschaften. Sie kon-
nen daher die Bewegung von Korpern nicht eindeutig beschreiben, denn dann
wiirden sich alle Koérper unabhéngig von den Materialeigenschaften gleich ver-
halten. Zur eindeutigen Beschreibung der Bewegung sind daher weitere Annah-
men erforderlich. Im Rahmen der Technischen Mechanik IIT und IV werden
folgende mechanische Modelle verwendet:

1. Massenpunkt: Die Masse des Korpers ist konzentriert im Massenmittel-
punkt, alle Kréfte greifen zentral in diesem Punkt an. Dieses Modell ist
sinnvoll, wenn sich alle materiellen Punkte des Korpers parallel bewegen
oder wenn die Ausdehnung des Korpers klein im Vergleich zu den anderen
Abmessungen des Problems ist.

2. Punkthaufenmodell: Systeme von Massenpunkten mit Wechselwirkun-
gen zwischen den Korpern als zentral an ihnen angreifende Kréfte.

3. starrer Korper: Alle materiellen Léangen des Korpers bleiben wéahrend
der Bewegung konstant.

4. Systeme aus starren Korpern und Massenpunkten (sog. diskrete Syste-
me), wobei Wechselwirkungen zwischen den Korpern jetzt durch Kréfte
und Momente dargestellt werden kénnen.

5. deformierbarer Korper, hier nur Stabtheorie und lineare Elastizitat.
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2 Massenpunktkinematik

Die Kinematik untersucht Bewegungen, ohne nach ihren Ursachen zu fragen.
Neben der Lage eines Korpers im Raum wird auch die zeitliche Anderung der
Lage betrachtet. Deshalb wird die Kinematik auch als ,,Geometrie der Bewe-
gungen® bezeichnet. In der Kinematik werden die drei physikalischen Gréfien
Bewegung, Geschwindigkeit und Beschleunigung betrachtet. Man unterscheidet
grundsétzlich

1. die Kinematik des Massenpunktaﬂ und
2. die Kinematik der Kontinua.

In diesem Kapitel wird die Kinematik des Massenpunkts behandelt. Sie bildet
die Grundlage fiir das Verstdndnis der Kinematik der Kontinua, die Gegenstand
des folgenden Kapitels ist.

Die Lage eines Korpers wird mit Hilfe eines Bezugssystems beschrieben.

Definition 2.1 (Bezugssystem)
Ein Bezugssystem besteht aus einem Bezugspunkt O und einer Vektorbasis
e;, 1 =1,2,3 als Bezugsbasis.

Andern der Bezugspunkt und die Basisvektoren ihre Lage mit der Zeit nicht, so
heifit das Bezugssystem raumfest oder ruhend, anderenfalls bewegt. Offenbar
lasst sich die Frage, ob ein Bezugssystem als ruhend oder bewegt anzusehen ist,
nur relativ zu einem anderen Bezugssystem entscheiden. Es stellt sich daher
die Frage nach Referenzsystemen, beziiglich derer die Bewegung ermittelt wird.
Diese werden mit sich unbeeinflusst bewegenden Massenpunkten verkniipft.

Axiom 2.2 (Galileisches Trigheitsprinzip)

Es existiert mindestens ein physikalischer Raum mit Euklidischer Metrik
und die tberall in der Natur gleich ablaufende Zeit derart, dass ein sich
in diesem Raum ungestort (d.h. kriftefrei) bewegender Massenpunkt eine
geradlinige Bewegung ausfihrt und in gleichen Zeitabschnitten gleiche Weg-
abschnitte zuriicklegt. Ein solcher Raum wird Inertialraum genannt und
eine solche Zeit heifit Inertialzeitﬂ

Werden ein Bezugssystem und eine Bezugszeit als Inertialsystem ausgezeich-
net, so unterscheidet sich ein an einen anderen sich unbeeinflusst bewegenden
Massenpunkt gebundenes Inertialsystem nur durch eine unbeschleunigte Be-
wegung, also eine geradlinige Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit. Die

1Der Begriff , Kinematik des Massenpunkts® ist in der Literatur iiblich, suggeriert jedoch
eine Bedeutung der Masse, die in der Kinematik keine Rolle spielt. Teilweise wird daher auch
der Begriff ,Kinematik des bewegten Punkts®“ verwendet, der jedoch ebenfalls ungliicklich
gewahlt ist, da ein Punkt ein geometrisches und kein physikalisches Objekt ist. Korrekt wére
daher ,Kinematik des punktférmigen Korpers“. Da dieser Begriff ungebrauchlich und sperrig
ist, bleiben wir bei der in der Literatur iiblichen Bezeichnung ,Kinematik des Massenpunkts®
und bezeichnen in der Kinematik den Massenpunkt lediglich durch Angabe eines materiellen
Punkts P ohne Angabe einer Masse m.

2lateinisch inertia=Trigheit. In der Literatur ist dieses Axiom auch als ,,erstes Newtonsches
Gesetz“ bekannt.
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weiteren physikalischen Gesetze sollen unabhéngig von der Wahl eines speziel-
len Inertialsystems sein; dies bedeutet, dass der Raum sich homogen (invariant
gegen Ortsédnderungen) und isotrop (invariant gegeniiber Richtungsénderungen)
verhélt und die Zeit ebenfalls homogen ist.

2.1 Bewegung eines Massenpunkts

Wir betrachten einen Massenpunkt P, der sich zu einem bestimmten Zeitpunkt
t = t* im Punkt P = P* mit Ortsvektor r(¢*) eines raumfesten Bezugssys-
tems befindet. Der Punkt P* wird der Ort oder die Momentanlage von P zum
Zeitpunkt ¢* genannt.

Abb. 2.1: Ortsvektor des Massenpunkts P zur Zeit t*.

Definition 2.3 (Bewegung eines Massenpunkts)
Eine Funktion

r=r(t) mitt € Z,

die einem Massenpunkt P zu jedem Zeitpunkt t des betrachteten Zeitintervalls
Zy einen Ort P mit dem Ortsvektor r(t) zuordnet, wird die kinematische Be-
wegungsgleichung oder kurz die Bewegung von P (im Zeitintervall Z;) ge-
nannt.

Demnach kann die Bewegung r» = r(¢) von P als eine einparametrige Folge
der Abbildungen des Massenpunkts P auf seine (raumfesten) Momentanlagen
(Orte) mit den Ortsvektoren r(t) aufgefasst werden, wobei die Zeit ¢ der Abbil-
dungsparameter ist.

Jeder Ortsvektor r lésst sich in einer beliebigen Vektorbasis in Komponenten-
form darstellen, so z.B.

1. in der Vektorbasis e, e,, e, der kartesischen Koordinaten z, y, z in der
Form

r=ze,+ye,+ze, (2.1)

2. in der Vektorbasis er, e,, e, der zylindrischen Koordinaten R, ¢, z in
der Form

r=Rer(p)+ze, (2.2)
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3. in der Vektorbasis e,, ey, e, der sphirischen Koordinaten r, ¥, ¢ in der
Form

r=re.(9,¢) (2.3)

darstellen. Die drei Vektorbasen sind jeweils orthonormiert.

: -~ Rep ]3’
1. 2. 3.

Abb. 2.2: Ortsvektor in kartesischen (1.), zylindrischen (2.) und sphérischen (3.)
Koordinaten.

Fiir eine Bewegung ist der Ortsvektor » = 7(t) eine Funktion der Zeit. In diesem
Fall sind auch die kartesischen Koordinaten

v=a(t) y=ylt) z==2()

in , die zylindrischen Koordinaten
R=R(t) ¢=0o(t) z=2(1)

in und die sphérischen Koordinaten
F=rlt) p=glt) 9=0()

in (2.3)) Funktionen der Zeit ¢. In zylindrischen Koordinaten sind dann auch die
Basisvektoren er(¢(t)) und e, (¢(t)) und in sphérischen Koordinaten alle drei
Basisvektoren e, (9(t), p(t)), eg(9(t), ¢(t)), ex(9(t), p(t)) zeitabhéngig.

2.2 Geschwindigkeit und Beschleunigung

Die Bewegung eines Massenpunkts P wird durch die Funktion r(t) représentiert.
Diese Bewegung kann unterschiedlich schnell verlaufen. Das Maf8 der Anderung
der Bewegung in der Zeit heifit Geschwindigkeit.

Definition 2.4 (Geschwindigkeit)
Die Funktion

Ar dr .
vis fim s T (24)

heifst Geschwindigkeit von 73E|

3Zur Vereinfachung der Bezeichnungen werden wir im Folgenden die Ableitung einer Gréfle
G nach der Zeit t mit G bezeichnen.
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Demnach ist v eine vektorwertige Funktion v = v(t) der Zeit ¢.
p v=v()
\

r(t + At)

O

Abb. 2.3: Geschwindigkeit des Massenpunkts P.

Das Ma8 der Anderung der Geschwindigkeit v in der Zeit ¢ heit Beschleunigung.

Hodograph der
Bewegung 7(t)

Abb. 2.4: Beschleunigung des Massenpunkts P.

Definition 2.5 (Beschleunigung)
Die Funktion

Av  do .
A% A T ar " (25)

heifit Beschleunigung von P.

Demnach ist a eine vektorwertige Funktion a = a(t) der Zeit t.

Aus (2.5) und (2.4) folgt die Beziehung
ddr d°r

“Tdtdr  dae

Anmerkung. Die dritte Ableitung 7 wird Ruck genannt und u.a. in der Luft-
fahrt verwendet. Es ist prinzipiell moglich, noch héhere Ableitungen von r zu
bilden; sie haben jedoch keine physikalische Interpretation mehr.
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Abb. 2.5: Ortsvektor in kartesischen Koordinaten.

2.2.1 Geschwindigkeit und Beschleunigung in orthogonalen Koordi-
natensystemen

Kartesische Koordinaten
Der Ortsvektor r ist

r:xex—i—yey—f—zezz[x Yy z],
deshalb gilt

vi=r=de,+ye,+ie.=[i y %],

loll V& + 57+ 2

und
a=v=r=ie,+ije,+ie. =i § 2],

lall =&+ 7 + 22
Zylindrische Koordinaten
Der Ortsvektor r ist

r=Rer+ze,, (2.6)
mit

er=(erp-e;)e; +(er-ey)e, =cospe, +sinpe, =er(p).
Analog gilt

e, = —sinpe, +cospe, = e,(p).
Damit erhalten wir

ér = (—sinpe; +cospey)p=¢e,,

. . . . (2.7)
é, = (—cospe, —sinpe, ) p =—peg.

Die Differentiation von ([2.6) nach der Zeit ergibt
v:i=7=Rep+ Rép+ie,=Rer+ Rpe, + ‘e, (2.8)
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Abb. 2.6: Ortsvektor in zylindrischen Koordinaten.

und

ol = /f2 + (Rp)? + 22
Die Differentiation von v nach der Zeit liefert
a:=v=Rer+Rér+ Rpe, + Rpe, +Rpé, + e,
=Rer+Rpe, + Rpe, + Rpe, + Rp(—¢) er + Ze,
also
a=(R—R¢*) er+ 2Ry + k) e, + Ze. (2.9)

und

lall = /(- Rg?)* + (2R¢ + Rp)® + 22. (2.10)

Spezialfall: Ebene Bewegung in der eg, e,-Ebene (Darstellung von v und a
in Polarkoordinaten R, ).

Mit z =0, also 2 =0 und 2 = 0 erhalten wir aus und bis :
r = Regp,
U:ReR—FRgbe@,
a= (Rf Rng) er+ (2R¢+R¢) €.,

(2.11)
loll = /22 + (R,
N o2 o 2
lall =/ (R — R?)” + (2Rp + Rp)".
Speziell: Kreisbewegung
Hier gilt R = Ry = const. Damit folgt aus (2.11):
r = Ryep,
v = Rope, und [lv]| = Ro[| (Ro > 0), (2.12)

a=—-Rop*er + Rope, und |lal| = Ror/@* + 2.
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Die Grofle w := ¢ heifit Winkelgeschwindigkeit und die Grole o := w = ¢
heifit Winkelbeschleunigung.

Abb. 2.7: Kreisbewegung eines Massenpunkts.

Sphirische Koordinaten

Der Ortsvektor r ist
r=re(9,¢), (2.13)
mit
e-=(e.-eg)er+ (e, e,)e, =sinder+coste,.
Analog gilt
ey =costter —sinde,.
Ferner ist
er =sinv e, + cos v ey.
Damit erhalten wir
é, =sindér+dcosder —Jsinde, = sindp e, + 19(00819613 —sinde,)
:sin19¢e¢+19619,
éy9 =cosdeér —Vsinder —Jcosde, = cosvp e, — ", (sinver +cosde,),

=cosvpe, — Ve,

é,=—per=—¢(sinde, +cosdey).
(2.14)
Die Differentiation von (2.13]) nach der Zeit liefert
v::7":fer—i—rér:7'“er+rsin19<pe¢+r19€19 (2.15)

und

ol = /72 + (rsinv)? + ()2
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Abb. 2.8: Ortsvektor in sphéarischen Koordinaten.

und die nochmalige Differentiation nach der Zeit ergibt

a:=7 :fer+7"ér+r'sin19<,be¢+r15’cosﬂ<,be<p+rsin19gbe@ +rsindyé,

+fﬁeﬁ+r1§eﬁ +r19é19.

Nach Einsetzen von ([2.14)) folgt

a=a,e,+ayey+a,e,, (2.16)
mit
ar = i — rd? — rp?sin 0,
ay = 2/) + ) — rp? sin ¥ cos 9, (2.17)
a, = 2r¢psind + r@sind + 2r¢d) cos ¥
und

lall = /a2 + a3 +a2.

Beispiel 2.6 )
Fir ¥ = 3 ist sinY = 1, cos® = 0, ¥ = 0 und r = R, e, = er. Damit folgt aus
(12.15)):

U:ReR—&—Rapew
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und aus (2.16)), (2.17)
a = (R—Rp?) er + (2Rp + Ry) ey,

d.h. die Darstellung (2.11]) von v und a in Polarkoordinaten. <

2.2.2 Geschwindigkeit und Beschleunigung in der begleitenden Basis
der Bewegungsbahn

Die Bewegung des Massenpunkts erzeugt eine Raumkurve, die Bewegungsbahn.

Definition 2.7 (Bahn eines Massenpunkts)

Die Menge aller Punkte P, die durch die Ortsvektoren r der kinematischen
Bewegungsgleichung v = r(t) eines Massenpunkts P bestimmt sind, wird die
Bahnkurve oder kurz die Bahn von P genannt.

So stellt z.B. der durch ein Diisenflugzeug hervorgerufene und zu einer Linie
idealisierte Kondensstreifen ndherungsweise die von diesem Flugzeug im Laufe
der Zeit ,erzeugte“ Bahn dar.

Die Bahn eines Massenpunkts ist eine Raumkurve; sie ist das Ergebnis einer
Bewegung. Die Raumkurve l4sst sich als eine Funktion 7()) eines Parameters A
darstellen. Man beachte dabei den wesentlichen Unterschied zwischen der durch
r(t) beschriebenen Bewegung und der durch #(\) beschriebenen Bahn: wihrend
die Bewegung r(t) eine Funktion der Zeit ist, wird die Bahn #(\) mit Hilfe ei-
nes beliebigen Parameters A beschrieben, der nicht nur die Zeit ¢ sein kann.
Eine Umparametisierung (auch Parameterwechsel genannt) der Bahn ist mit
Hilfe einer stetigen, bijektiven und monoton wachsenden Abbildung zwischen
den Parametrisierungen méglich. Ist also beispielsweise die Bahn zunéchst nach
der Zeit parametrisiert, so wére eine Funktion A\(¢) mit den drei genannten Ei-
genschaften eine Umparametrisierung.

Neben der Parametrisierung der Bahn nach der Zeit ist auch die Parametrisierng
nach dem zuriickgelegten Weg zweckméafig fiir praktische Anwendungen. Daher
fiihren wir die Bogenlédnge der Bahn als neuen Parameter ein und nehmen dann
die Umparametrisierung auf die Bogenlidnge vor.

Definition 2.8 (Bogenlinge)
Es sei ¥(\) die Bahn eines Massenpunkts P. Die Funktion

A ~ ~
s(A) = [ [P (MIIdA
Ao

heifit die Bogenlange der Bahn, wobei der Strich die Ableitung nach A kenn-
zeichnet.

Es ldsst sich leicht nachweisen, dass die Abbildung s(X) bijektiv, stetig und
monoton wachsend ist. Daher ist s(A) tatséchlich eine Umparametrisierung. Die
nach der Bogenlénge s parametrisierte Bahn bezeichnen wir mit #(s) := 7(s())).
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Fiir den Spezialfall, dass A die Zeit ¢ ist, gilt #(s) = 7(s(t)) = r(t).

Ist die nach der Bogenlédnge s parametrisierte Bahn zweimal differenzierbar,
dann lassen sich in jedem Punkt der Bahn durch Ableitung nach der Bogen-
lainge und algebraische Operationen drei paarweise orthogonale Einsvektoren
definieren. Da sie den Massenpunkt P wahrend seiner Bewegung begleiten, wer-
den sie begleitende Basis genannt.

Definition 2.9 (Begleitende Basis) ,
Es sei #(s) eine nach der Bogenlinge s parametrisierte Bahn und gs’; #0.

1. Der Tangenteneinsvektor

ds
e =

==, (2.18)

2. der Hauptnormaleneinsvektor

[N

en = —= (2.19)
155

3. und der Binormaleneinsvektor

e, :=e; X e,

bilden die begleitende Basis der Bahn.

Abb. 2.9: Bahn eines Massenpunkts mit begleitender Basis.

Die Basisvektoren ey, e,, ey, sind i. Allg. in jedem Punkt der Bahn verschieden.

Satz 2.10 (Orthonormalitit der begleitenden Basis)
Sei % # 0. Dann bilden die Vektoren ey, ey, ey, eine Orthonormalbasis.
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Abb. 2.10: Tangentenvektor in der begleitenden Basis.

Beweis. Zum Beweis der Orthonormaleigenschaft der begleitenden Basis bilden
wir zundchst

d# VA2 limag_yo AP
ledl ===l =l im ——|=[———F[=1
ds As—0 As limags_o As
Somit ist e := % ein Einsvektor. Er verlduft tangential zur Bahn im Punkt
P. Aus
1=|el®> =e;- e

folgt nach der Differentiation nach s:

de; de; deg
- .e; t+ e —=0= —-e; =0.

ds * " ds ds

Dies bedeutet, dass im Fall eines krummen Kurvenstiicks (d.h. % # 0) der
de

Vektor ‘11":; senkrecht auf e; steht. Folglich sind die Vektoren e; und e, := ﬁ
ds

orthogonal, also die Vektoren e, e, und e, := e; X e, paarweise orthogonal.

Wegen |le¢]| = 1 und

e v
||en||:H dei ”: dei =1
|| ds || || ds ||
sowie
.o
llewl] = lles x enll = |led]|]lenll sin o = 1

sind ey, ey, ey, Einsvektoren. Da sie aulerdem paarweise orthogonal sind, bilden
sie tatsichlich eine Orthonormalbasis. [ |

Definition 2.11 (Schmiegebene)
Die durch ey und e, im Punkt P aufgespannte Ebene wird Schmiegebene
genannt.
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Die begleitende Basis und die Schmiegebene hingen von dem Kurvenpunkt P
ab, in dem sie ,aufgepflanzt“ werden. Somit entsprechen zwei verschiedenen
Kurvenpunkten P; und P, i. Allg. zwei verschiedene begleitende Basen und
zwei verschiedene Schmiegebenen.

Definition 2.12 (Kriimmung, Kriimmungsradius)
Die skalare Gréfe

de
N |E T As a()' (2.20)
wird die Kriimmung der Kurve im Punkt P genannt. Der Kehrwert

1

PK 12?

heiffit der Kriimmungsradius der Kurve im Punkt P.

M
et(s) Aet
et(s + As)

Abb. 2.11: Schmiegebene und Kriimmungsradius im Punkt P.

Die Krimmung ist das Mafl der Abweichung der Kurve von einer Geraden im
Punkt P. Der Kriimmungsradius ist der Radius desjenigen Kreises, der in der
P, e, ey-Schmiegebene liegt und sich an die Kurve im Punkt P am besten
anpasst. Wegen

de; detdgo

” ” ” Aet , 2-1- blnl

lim A
A —>0 Ap—0 2‘ 2%"|
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gilt fiir den Hauptnormaleneinsvektor e,, die Beziehung

1 det d €
e, = ——— =pgK—. 2.21
Geschwindigkeit v und Beschleunigung a kénnen in der begleitenden Basis —
genauso wie in jeder anderen Basis — in Komponentenform dargestellt werden.
Die Komponentendarstellungen vermitteln einen tieferen Einblick in die physi-
kalischen Eigenschaften von v und a. Hierbei ist zu beriicksichtigen, dass die

Einsvektoren ey, ey, e}, der begleitenden Basis i. Allg. keine richtungskonstan-
ten, sondern bahnabhéngige Vektoren sind.

Zur Herleitung der Darstellungen gehen wir von der Bewegung
r=r(t)

des Massenpunkts P aus und stellen die Ableitungen mit Hilfe der nach der

Bogenlidnge parametrisierten Bahn dar. Fiir die Geschwindigkeit folgt
d drd
vz ST =S50 = e (2.22)
dt dsdt

also
v=vie;+0e,+ 0eyp.

Somit verlduft v stets tangential zur Bahn. Die Geschwindigkeit v hat in der
begleitenden Basis ey, ey, €}, stets nur die eine Komponente v; e;, Bahnkom-
ponente von v genannt. Die Gréfe

o]l = o] = $ =0

heifit Bahngeschwindigkeit Dies ist z.B. die von einem Fahrradtachometer
angezeigte Geschwindigkeit. Man beachte den Unterschied: wiahrend die Ge-
schwindigkeit v ein physikalischer Vektor ist, ist die Bahngeschwindigkeit ||v||
ein physikalischer Skalar.

Differentiation von (2.22)) nach der Zeit ergibt die Beschleunigung

e 4 ie —i +.detd3 . +32
a=v=35e,+5é& =5e+5—— = Se +—ey
ds dt @z PR
also
52
a=aye+a,e, +0e, mit a; := 0, = § und a, := —;
PK

somit liegt a stets in der P, ey, e,-Schmiegebene, a tangiert jedoch die Bahn-
kurve i. Allg. nicht. Man nennt a; e; die Bahnkomponente und a, e, die
Normalkomponente von a. Es gilt a¢ % 0 und a, > 0. Die Grofe

L
lo"=38Z0

heifit Bahnbeschleunigung.
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2.2.3 Geschwindigkeit und Beschleunigung in bewegten Bezugssys-
temen

Die Bestimmung der Geschwindigkeit und Beschleunigung aus der Bewegung ist
in einem raumfesten Bezugssystem sehr einfach; denn es miissen nur die Koordi-
naten des Ortsvektors nach der Zeit abgeleitet werden. In vielen Féllen erweist
sich jedoch die Ermittlung der Bewegung beziiglich eines bewegten Bezugssys-
tems als zweckméBiger.

Beispiel: Bewegung einer Fliege in einem fahrenden Auto. Hier ist es zweck-
méfig, die Bewegung der Fliege zunéchst relativ zu einem mit dem Fahrzeug
mitgefithrten Bezugssystem zu beschreiben und dann das mit dem Fahrzeug
mitgefithrte Bezugssystem auf ein Inertialsystem zu beziehen.

Wird die Bewegung in einem bewegten Bezugssystem beschrieben, so sind bei
der zeitlichen Ableitung folgende Beitrédge zu berticksichtigen:

1. Die zeitliche Anderung des Bezugspunkts des Bezugssystems.
2. Die zeitliche Anderung der Basisvektoren des Bezugssystems.

3. Die zeitliche Anderung der Koordinaten des Ortsvektors im bewegten Be-
zugssystem.

Die ersten beiden zeitlichen Anderungen kénnen nur von einem anderen Be-
zugssystem aus bestimmt werden; hierfiir bietet sich ein Inertialsystem an. In
diesem Fall muss zur Bestimmung des ersten Anteils der Ortsvektor des Be-
zugspunkts im Inertialsystem ermittelt und nach der Zeit abgeleitet werden.
Der dritte Anteil wird wieder durch Ableitung der Koordinaten des Ortsvektors
des Massenpunkts im bewegten Bezugsystem bestimmt.

Der zweite Anteil lésst sich noch genauer untersuchen. Es ist zweckméfig, die
Basisvektoren des Bezugssystems auf 1 zu normieren. In diesem Fall ist dann nur
die Richtung der Basisvektoren zeitabhéngig, der Betrag ist es nicht. Fiir vektor-
wertige Funktionen mit konstantem Betrag lasst sich die Ableitung durch eine
algebraische Operation darstellen. Dies ist Gegenstand der Euler-Poissonschen
Differentiationsformel.

Satz 2.13 (Euler-Poissonsche Differentiationsformel)

Es sei b(X\) eine differenzierbare vektorwertige Funktion mit positivem kon-
stanten Betrag (||b(N)]| = const. > 0 fiir alle Werte \). Dann existiert eine
Vektorfunktion w(X), so dass 92 = w(A) x b(A).

Beweis. Wegen const. = [|b]? =b-bist 0= £(b-b) = $2-b+b- 2 =2b- §2.

X
Die Vektoren b und % stehen also senkrecht aufeinander oder % ist 0.

db
Wir bilden nun (b x $2) x b= 92(b-b) —b(b- ﬁ) = 42|b||%. Die Funktion
N——
0
b x db
w(\) = —-42 (2.23)
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leistet das Gewiinschte. Aber auch jede Funktion w*(A) = w(A) + pub(A) liefert

4 — w*(A\) x b. [ |

Fiir jeden Wert A ist also die Funktion w(\) nicht eindeutig bestimmt; vielmehr
wird die Menge der Vektoren w(\), die % = w X b erfiillen, durch eine Gerade

durch % in Richtung b beschrieben. Eine eindeutige vektorwertige Funktion
ergibt sich, wenn zwei differenzierbare linear unabhéngige vektorwertige Funk-
tionen konstanten Betrages b(\) und ¢()\) vorliegen und auch noch die Differenz
c(\) — b(\) konstanten Betrag besitzt. Da der Differenzvektor ¢ — b mit b und
c ein Dreieck bildet, besagt die Konstanz der drei Vektoren, dass dieses Dreieck
nur gedreht, nicht aber verzerrt werden darf, damit die Voraussetzungen des
Satzes vorliegen.

Satz 2.14 (Eindeutigkeit der Funktion w(\))

Es seien b(X), ¢(X) linear unabhingige differenzierbare vektorwertige Funk-
tionen mit positivem konstanten Betrag (]|b(\)|| = const. > 0, [[e(N)|| =
const. > 0 fir alle Werte A\). Es sei ferner ||c(\) — b(N\)|| = const. > 0.
Dann ezistiert genau eine vektorwertige Funktion w(\), so dass

@:wxbundgzwxc.

dA dA

Beweis. Ausgangspunkt ist die Konstanz von ||c — b||, was nach Ableitung auf

(c—b)- 2 (c—b) = 0 und unter Verwendung der Orthogonalitéit von b, 2
bzw. ¢, % auf c - % +b- % = 0 fiihrt. Einsetzen der Differentiationsformeln
% = wp X b und g—i = w, X ¢ mit mehrdeutigen Funktionen w;, und w, liefert

¢ (wp xb)+b- (w. x ¢) =0, woraus unter Verwendung der Rechenregeln fiir
das Spatprodukt (w. — wp) - (¢ x b) = 0 folgt. Der Vektor w. — wy, steht auf
¢ x b senkrecht, er ldsst sich daher (wegen der linearen Unabhéngigkeit von b
und ¢) in eindeutige Anteile in Richtung b, ¢ zerlegen: w, — w, = fb+~ve (8,7
eindeutig), also ist w = w, — ye¢ = wy, + Bb eindeutig festgelegt. |

Fiir eine Bewegung, also eine zeitabhédngige Funktion, spielt die in den obigen
Sétzen beschriebene Funktion w(t) eine herausragende Rolle. Immer dann, wenn
die Voraussetzungen des Satzes gegeben sind, kann die eindeutige Funktion
w(t) herangezogen werden, um zeitliche Anderungen der vektorwertigen Funk-
tionen b(t) und c¢(t) zu ermitteln. Dies ist beispielsweise dann der Fall, wenn
b(t) und c(t) Basisvektoren sind, die mit der Zeit gedreht werden, ohne dass
sie ihren Betrag und den zwischen ihnen eingeschlossenen Winkel &ndern — oder
wenn b(t) und c(¢) Ortsvektoren zwischen verschiedenen materiellen Punkten
eines starren Korpers sind. Eine derartige Funktion w(t) heifit Drehgeschwin-
digkeit.
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Definition 2.15 (Drehgeschwindigkeit)

Es seien b(t), c(t) linear unabhingige differenzierbare vektorwertige Funktionen
der Zeit t und es gelte ||b(t)|| = const. > 0, ||c(t)|| = const. > 0 sowie ||c(t) —
b(t)|| = const. > 0. Dann heifst die eindeutige vektorwertige Funktion w(t), fir

die b=w x b und ¢ = w x ¢ gilt, die Drehgeschwindigkeit.

Insbesondere ist fiir Basisvektoren eines bewegten Bezugssystems die vektorwer-
tige Funktion w eindeutig, wenn die Basis gedreht wird, aber sich der Winkel
zwischen den Basisvektoren nicht &ndert. Dies war bei allen betrachteten Basen
der Fall, da es sich stets um Orthonormalbasen handelte. Wir werden uns im Fol-
genden auf bewegte Bezugssysteme beschrianken, deren Basis derartig gedreht
wird. Der Bezugspunkt kann sich dabei weiterhin gegeniiber dem raumfesten
Bezugssystem bewegen.

Beispiel 2.16 (Zylindrische Koordinaten)

Fiir die in Abschnitt [2.2.1] ist die Winkelgeschwindigkeit ¢, die Drehgeschwin-
digkeit ergibt sich dann aus dem Produkt aus Winkelgeschwindigkeit und Ba-
sisvektor der Drehachse, w = ¢e,, wie eine einfache Rechnung zeigt:

éR:erR:Qb(ez XeR):Sbew

é‘P =w X e, = Qb(ez X egp) = 7¢6R'
&
e
631\ P 3
r
lr’ ~
€2
‘A
r
o) - A
€2 -
€
€1

Abb. 2.12: Ortsvektoren des Massenpunkts im raumfesten und im bewegten
Bezugssystem.

Wir betrachten das in Abb. 2.12] skizzierte raumfeste Bezugssystem O, e;, i =
1,2,3, das bewegte Bezugssystem A,é;, i = 1,2,3 und den Massenpunkt P.
Den Ortsvektor von P im raumfesten Bezugssystem bestimmen wir zu r(t) =
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ra(t) +7(t) mif]
3
r = Z(i‘i(t) éi(t) = jz(t) éz(t)

Bei der Ableitung des Ortsvektors miissen wir folgende Anteile beriicksichtigen:
1. Die zeitliche Anderung des Bezugspunkts des Bezugssystems: 74 (t)
2. Die zeitliche Anderung der Basisvektoren des Bezugssystems:
€ = w x &t

3. Die zeitliche Anderung der Koordinaten des Ortsvektors im bewegten Be-
zugssystem: ;(t)

Daher gilt:
v(t) =7(t) = 1ra(t) + Ti(t) €i(t) + 24(t) &:(t)
= 7a(t) +Ti(t) w x &(t) + (1) &(t)
=7 4(t) + w x (1) & (t) + 2:(t) & (1) (2.24)
=7 4(t) + w x F(t) + 24(t) &;(t)

Definition 2.17 (Fiihrungsgeschwindigkeit, Relativgeschwindigkeit)
FEs sei r(t) eine Bewegung des Massenpunkts P und 7(t) der Ortsvektor von P
in einem bewegten Bezugssystem. Der Anteil

vp 1= T4 (1) + w X 7(t)
in Gl (2.24) heifft Fiithrungsgeschwindigkeit und der Anteil
Vrel = jlii (t) éi (t)

Relativgeschwindigkeit des Massenpunkts.

Die Fiihrungsgeschwindigkeit ist die Geschwindigkeit, die der Massenpunkt P
hétte, wenn er relativ zum bewegten Bezugsystem ruhen (also von diesem ,, ge-
fithrt“) wiirde. Sie setzt sich aus dem translatorischen Anteil 74 (¢) und dem
rotatorischen Anteil w x 7(t) zusammen. Bei der Relativgeschwindigkeit han-
delt es sich um die Geschwindigkeit des Massenpunkts P relativ zum bewegten
Bezugssystem.

Beispiel 2.18

Bewegung zweier als Massenpunkt modellierte Schiffe (P; und P;) mit gegebe-
ner Anfangslage und konstanten Geschwindigkeiten vy, vo. Welche Relativge-
schwindigkeit beobachtet ein Passagier auf P;?

4Wir verwenden hier und im Folgenden die Einsteinsche Summationskonvention: Tritt ein
Index in einem Produkt doppelt auf, so wird iiber den Wertebereich des Index summiert.
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Abb. 2.13: Bewegung zweier Schiffe.

Vrel

P

\

Die Momentanlagen P; und P, der Massenpunkte kénnen als Bezugspunkte
zweier Bezugssysteme angesehen werden, die sich gegeneinander bewegen. Ein
mit P; fest verbundener Passagier hat die Fiithrungsgeschwindigkeit v;. Fiir den
Punkt P, ergibt sich dann aus GIL.

Vg = V1 + Urel-

Die Relativgeschwindigkeit ist demnach vy = v2 — v1. Mit Hilfe der Relativ-
geschwindigkeit v,¢; kann auch der kiirzeste Abstand bestimmt werden, in dem
die beiden Schiffe aneinander vorbeifahren. O

Zur Ermittlung der Beschleunigung leiten wir Fithrungsgeschwindigkeit und Re-
lativgeschwindigkeit nach der Zeit ab:

Op = Pa(t) + (w x F(£) = Fa(t) + & x 7(t) + w X (w X F(t) + Vrel),
Vrel = T3 (1) €;() + (1) €;(t) = Z4(t) €;(t) + W X Vyel.

Mit der Ableitung o = w der Drehgeschwindigkeit erhalten wir dann insgesamt
fiir die Beschleunigung des Massenpunkts P:

a=7at)+axF(t)+wx (wxF(t) +2w X ve + () (). (2.25)
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Definition 2.19 (Fiihrungsbeschleunigung, Coriolisbeschleunigung,
Relativbeschleunigung)
Es sei r(t) eine Bewegung des Massenpunkts P und #(t) der Ortsvektor von P

in einem bewegten Bezugssystem. Der Anteil
ap :=74(t) + a X 7(t) + w x (w X 7(t))

in GL heifit Fiithrungsbeschleunigung, der Anteil
ACor ‘= 2W X Vpel

Coriolisbeschleunigung und der Anteil
rer = T(t) (1)

Relativbeschleunigung des Massenpunkts.

Die Fiihrungsbeschleunigung ist wieder die Beschleunigung eines relativ zum
bewegten Bezugssystem ruhenden Massenpunkts; denn dann verschwinden vy
und a,e und somit die weiteren Terme in der Beschleunigung. Die Fiihrungsbe-
schleunigung setzt sich aus dem translatorischen Anteil #4(¢) und dem rotatori-
schen Anteil a X 7(t) + w X (w X 7(t)) zusammen. Bei der Relativbeschleunigung
handelt es sich um die Beschleunigung des Massenpunkts relativ zum bewegten
Bezugssystem. Die Coriolisbeschleunigung tritt nur auf, wenn

1. das bewegte Bezugssystem rotiert (w # 0),

2. der Massenpunkt gegeniiber dem bewegten Bezugssystem eine Relativge-
schwindigkeit besitzt (v # 0) und

3. Drehgeschwindigkeit und Relativgeschwindigkeit nicht parallel sind (w }f
'Urcl)~

Beispiel 2.20
Ein Massenpunkt bewegt sich entlang der Koppel eines Parallelkurbelgetriebes.
Welche Geschwindigkeit und welche Beschleunigung hat der Massenpunkt?

Wir betrachten als Bezugspunkt eines bewegten Bezugssystems den Punkt A
auf der Koppel. Er bewegt sich auf einer Kreisbahn mit Radius » um den Ur-
sprung des raumfesten Bezugssystems. Fiihrungsgeschwindigkeit und Fiihrungs-

beschleunigung sind daher (vgl. (2.12]))

VR = TP €y,

ar =rpe, — rgb2 €.
Die Relativgeschwindigkeit durch die Bewegung entlang der Koppel ist

Vpel = T €,

38



sV
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Abb. 2.14: Bewegung eines Massenpunkts entlang der Koppel eines Parallelkur-
belgetriebes.

und die Relativbeschleunigung folglich
Qrel = r €z,

da der Basisvektor é, zeitunabhéngig ist. Geschwindigkeit und Beschleunigung
lauten daher

vV=rpe,+TE,,
a=rpe, —rple, +ié,.

Die Transformation der Basisvektoren auf das raumfeste kartesische Bezugssys-
tem

€, = CoSpe; —sinye,,

e, =sinpe,; + cosy ey,

€; = e,
fihrt auf

v=(r¢cosp+7) e, + (—rpsing) ey,

a = (r¢cosp —rp*sing + ) e, + (—r@sing — rp? cos ) ey,
Diese Gleichungen wiirden sich auch ergeben, wenn der Ortsvektor im raumfes-
ten kartesischen Bezugssystem,

r=(rsing+ ) e, +rcospe,,

nach der Zeit abgeleitet wird. In diesem Beispiel tritt keine Coriolisbeschleu-
nigung auf, da das bewegte A, é,, é,-Bezugssystem nicht rotiert. Nur der Be-
zugspunkt bewegt sich auf einer Kreisbahn, die Koppel bleibt stets parallel zur
raumfesten x-Achse ausgerichtet!
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Anders verhalt es sich, wenn die Koppel sich tangential zur Kreisbahn bewegt,
wie bei dem in Abb. skizzierten Pendel. Richten wir den Basisvektor &,
wieder zweckmafligerweise in Richtung der Koppel aus, so dass die Relativge-
schwindigkeit weiterhin v, = 2 &, ist, dann muss in der Fithrungsgeschwindig-
keit nicht nur die Bewegung des Bezugspunkts A auf der Kreisbahn, sondern
auch die Rotation des A, &, é,-Bezugssystems beriicksichtigt werden. Die Ba-
sisvektoren €, €, fallen mit den Basisvektoren e, und e, der Polarkoordinaten
zusammen, so dass insbesondere vy = % &, = & e, sowie €, = —Q &y, é'y = e,
gelten.

Wegen
0 z 0
wxr=1]0]|x|0|=[-2¢
—p 0 0

lautet die Fithrungsgeschwindigkeit nun
VR = TP Ey — TP Ey.

Die absolute Geschwindigkeit des Massenpunkts ist dann
v=(ro+1i)€; — ipé,.

Auch die Beschleunigung des Massenpunkts dndert sich. Zum einen muss na-
tiirlich die zeitliche Ableitung des zusétzlichen Anteils der Fiihrungsgeschwin-
digkeit beriicksichtigt werden — zum anderen darf aber auch nicht vergessen
werden, dass die Basisvektoren &, und €, nicht mehr zeitunabhéngig sind. Die
Ableitung der Fithrungsgeschwindigkeit ist daher

Op =rP &, — 1Y€, —ipE, — IPE, — TP E,
=rp &, — 1P’ &y — TP &, — ipé, — 1% &,,
wahrend sich die Ableitung der Relativgeschwindigkeit zu

Vel = L€y +TE; =TE, —TPE,
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ergibt. In beiden Gleichungen tritt der Term Z¢ é, auf; er liefert die Coriolisbe-
schleunigung

Acor = —27¢ &,

Die restlichen Terme ergeben die Fiithrungsbeschleunigung
ap = (1 — 39%) & — (1$” + 39) &,

sowie die Relativbeschleunigung
Qrel = 7 &,

Insgesamt lautet die Beschleunigung des Massenpunkts dann
a=(r$ —2Q° + i) & — (r$” + 2p + 25¢) &,.

Auch hier kann die Darstellung im raumfesten kartesischen Bezugssystem durch
Transformation der Basisvektoren ermittelt werden. &

Als weiteres Beispiel betrachten wir wieder die zylindrischen Koordinaten.

Beispiel 2.21 (Zylindrische Koordinaten)

Wir betrachten ein kartesisches Koordinatensystem als Inertialsystem und als
bewegtes Bezugssystem ein zylindrisches Koordinatensystem. Beide Koordina-
tensysteme haben zweckméBigerweise den gleichen Ursprung, so dass r4(t) =0
gilt und das bewegte Bezugssystem der zylindrischen Koordinaten gegen das
kartesische Bezugssystem nur rotiert. Gleichungen und fiir die Re-
lativgeschwindigkeit und die Relativbeschleunigung vereinfachen sich daher zu

o(t) = w X F(t) + () &),
a=ax7(t)+wx (wx F(t)) + 2w X v + 7(t) € (1).

Abb. 2.16: Ortsvektor in kartesischen und zylindrischen Koordinaten.
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Der Ortsvektor 7 ist geméafl Gl. (2.6)) ¥ = Reg + z e,, die Drehgeschwindigkeit

w=¢e,. Mit e, X eg = e, und e, x e, = —ep erhalten wir
wx #(t) = Rpe,,
Vel = 44(t) €;(t) = Reg + e,
a x 7(t) = Roe,
w X (wx 7(t)) = —R¢” er,
W X Vpe] = Rgb €.,

und somit
v = ReR—FRgbqu + ze,,
a=(—Rp*+ R)er+ (Rp+2Rp) e, + Ze,,

also wieder die Gleichungen und . Die hier durchgefiithrte Berechnung
war allerdings aufgrund der Voriiberlegungen zur Relativbewegung wesentlich
weniger aufwindig und beinhaltete insbesondere keine Ermittlung der Trans-
formationsbeziehungen zwischen den Basisvektoren des kartesischen und des
zylindrischen Koordinatensystems. <&

Die Euler-Poissonsche Differentiationsformel liefert zwar ein sehr schones ma-
thematisches Ergebnis — sie trifft jedoch keine Aussage iiber die Berechnung der
Drehgeschwindigkeit w; denn die dafiir im Beweis angegebene GI. setzt
im Zahler bereits die Kenntnis der gesuchten Ableitung voraus. Mit Hilfe geome-
trischer oder physikalischer Uberlegungen lisst sich w in einfachen Fillen unter
Verwendung einer Winkelgeschwindigkeit ermitteln. Nicht immer existiert je-
doch ein derart einfacher Zusammenhang zwischen einer Winkelgeschwindigkeit
(im Beispiel oben: ¢) und der Drehgeschwindigkeit wie fiir die Zylinder- oder
Polarkoordinaten. Bereits bei den sphérischen Koordinaten ist dies nicht mehr
der Fall. Es verbleibt dann die Moglichkeit, die Basisvektoren €; des bewegten
Bezugssystems in den Basisvektoren des raumfesten Bezugssystems e; darzustel-
len und dazu die neun Richtungskosinus iiber die Skalarprodukte 7;; = €; - e;,
1,7 = 1,2,3 zu bestimmen. Es ist dann é; = T;;e;. Da T7 die Skalarprodukte
Tg = e; - €; beinhaltet, ist die Transformationsmatrix T" orthogonal, d.h., ihre
transponierte Matrix T ist auch die inverse Matrix T'—!. Mit Hilfe der Trans-
formationsmatrix konnen die Basisdarstellungen # = 7;€; = r;e; eines Vektors
umgerechnet werden, denn es ist 7;€; = 7;1;;e; und somit gilt r; = 7T;; = Tﬁﬂ
bzw. ,,:l = T%j”’j-

So wurde beispielsweise bei der Einfithrung der zylindrischen und sphérischen

Koordinaten vorgegangen. Zu den neun Richtungskosinus gesellen sich allerdings
auch sechs Nebenbedingungen

R 1, i=y
e -e; = s
S0, i#)
sofern die Basisvektoren é; eine Orthonormalbasis bilden. Es sollte daher mog-
lich sein, die Drehung durch nur drei unabhéngige Parameter zu beschreiben.
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Hierzu kénnen beispielsweise drei Drehungen um einzelne Basisvektoren hinter-
einander ausgefiihrt werden, um dann die Gesamtdrehung zu erhalten.

Bei den Kardan-Winkeln wird jeweils einmal um die erste, zweite und dritte
Achse gedreht, s. Abb. [2.I7] Die Vorgehensweise ist dabei wie folgt:

€3

\

ey =ey

«

€2

Abb. 2.17: Kardan-Winkel. Es wird nacheinander je einmal um die erste (mit
Winkel o), zweite (mit Winkel §) und dritte Achse (mit Winkel v) gedreht.

1. Elementardrehung

Winkel o« um die ej-Achse

1 0 0
e; =T ,;(a)e;, mit [T} ;j(a)] = [0 cosa sina
0 —sina cosa

2. Elementardrehung
Winkel 5 um die e}-Achse
cosf 0 —sing

el = Toy(@)e, mit Toy(®)] = | 0 1 0
sinf 0 cosf

3. Elementardrehung
Winkel v um die ef-Achse
cosy siny O

€ = Ts45(7)€j, mit [T345(7)] = | —siny cosy 0
0 0 1

43



Die Hintereinanderausfiihrung der drei Elementardrehungen fithrt insgesamt auf
éi = Ti};ej mit

TS = T3 i (V) T2, (B) T 05 (),
cosfcosy cosasinvy + sinasinfcosy sinasiny — cos asin 5 cosy
[Tfj] = |—cosfsiny cosacosy—sinasinfsiny sinacosy — cosasin §sin-y
sin 3 —sinacos 3 cos a.cos 8

Die Kardan-Winkel besitzen sogenannte singuldre Lagen fiir 8 = 7. In diesem
Fall sind die Richtungen fiir die erste und dritte Elementardrehung identisch.

In allen anderen Féllen konnen die Kardan-Winkel aus der Transformationsma-
trix T der Richtungscosinus bestimmt werden, wenn diese mit T gleichgesetzt
wird. Durch Vergleich der einzelnen Matrixeintrage ergeben sich dann zwei Mog-
lichkeiten fiir f3:

sin 8 =Tsy, cos B =+4/1—T4.

Damit bestimmt sich dann der Winkel « zu

. T3 T33
sina = — cosa =
c

osf3’ cos 3
und der Winkel v zu

Th
cos B’

siny = —
co

21 , COS7y =
sf

Wird die Transformationsmatrix T% der Kardan-Winkel fiir kleine Winkel li-
nearisiert, indem jeweils der Cosinus des Winkel eins gesetzt wird, der Sinus
durch sein Argument ersetzt wird und quadratische Terme in den Winkeln ver-
nachléssigt werden, dann ergibt sich

< 1y =B
[T~ |- 1 «
g —a 1

Die Winkelfunktionen befinden sich in diesem Fall auf den Nebendiagonalen.
Die Nebendiagonalelemente sind schiefsymmetrisch.

Wie kann nun mit Hilfe der Elementardrehungen der Vektor der Drehgeschwin-
digkeiten gebildet werden? Dazu benétigen wir den folgenden Satz:

Satz 2.22 (Hintereinanderausfiihrung von Drehungen)

Werden zwei Drehungen des Bezugssystems mit Drehgeschwindigkeiten
w1 (t) und wy(t) hintereinander ausgefihrt, dann addieren sich die Drehge-
schwindigkeiten. Die Drehgeschwindigkeit der gesamten Drehung ist dann
w(t) = wi(t) + wa(t).
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Beweis. Aus i—; = w X r folgt zundchst dr = w x rdt. Fir die erste Drehung
ergibt sich dann 7y = r+dry, mit dr; = w; x rdt. Nach der 2. Drehung ergibt

sich dann

dro=wy xridt=ws X (r+dry)dt =ws x (rdt +w; x r(dt)Q).
Der gesamte Zuwachs ist daher

dr=dr; +dry =wy x rdt +wy x (rdt+w; x r(dt)?).

Da der letzte Term quadratisch klein in d ¢ ist, gilt

E:(wl—i—wg)x'r. [ ]
Die Drehgeschwindigkeiten der Elementardrehungen diirfen also zum gesamten
Drehgeschwindigkeitsvektor addiert werden. Daher lésst sich die Drehgeschwin-
digkeit w mit den Geschwindigkeiten der Kardan-Winkel wie folgt schreiben:

w = e, + el + yés.
Die Drehgeschwindigkeiten der einzelnen Elementardrehungen beziehen sich je-
doch auf unterschiedliche Bezugssysteme, so dass die Darstellung von w nicht
in einem einheitlichen Bezugssystem vorliegt. Hierzu miissen noch die Basis-
vektoren mit Hilfe der Transformationsmatrizen der Elementardrehungen in die

bewegte Basis bzw. in die raumfeste Basis transformiert werden. In der bewegten
Basis ist dann w = ©;€; mit

@1 = cecos Beosy + Bsin,
@y = —dvcos Bsiny + 3 cos, (2.26)
w3 = dsin B+ 4.
Insbesondere sind die Koordinaten des Drehgeschwindigkeitsvektors keine Zeit-
ableitungen der Winkel, also keine ,,Winkelgeschwindigkeiten“! Durch Differen-

tiation der Drehgeschwindigkeit unter Beachtung der Zeitabhingigkeit der Ba-
sisvektoren erhdlt man dann die Drehbeschleunigung.

Beispiel 2.23 (Sphirische Koordinaten)
Wir drehen zunéchst um die raumfeste e,-Achse mit o = ¢, vgl. Abb|2.8 Der

Basisvektor e, des raumfesten Bezugssystems geht dann iiber in ez. Da um diese
Achse nicht gedreht wird, ist § = 0°. Die letzte Drehung erfolgt um die e,-Achse
mit v = 1. Durch Hintereinanderausfithrung der beiden Drehungen sind dann
die raumfesten Basisvektoren (e.,e.,e,) in (e, ey, e,) iibergegangen. Unter
Beachtung dieser Reihenfolge ergeben sich die drei Drehgeschwindigkeiten aus
(12.26)) zu

Wy = @1 = deeos Beosy + Bsiny = ¢ cosd,

Wy = @9 = —cvcos Bsiny + Bcosy = —psind,

Wy = W3 =asinf+4 =4d.
Durch Bilden des Vektorprodukts mit den drei Basisvektoren kann man sich
leicht davon iiberzeugen, dass sich mit Hilfe dieses Drehgeschwindigkeitsvektors

wieder die in Abschnitt [2.:2.1] hergeleiteten Zeitableitungen fiir die Basisvektoren
der sphéarischen Koordinaten ergeben. <&
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Kardan-Winkel finden vor allem in der Luftfahrt sowie in der Fahrzeugtechnik
Anwendung. Die Drehung um die Fahrzeugldngsachse wird als Rollen, diejenige
um die Querachse als Nicken und die Drehung um die Hochachse als Gieren be-
zeichnet. Teilweise sind auch die Bezeichnungen Wanken, Stampfen und Schlin-
gern fiir diese drei Drehungen tiblich.

Eine andere Vorgehensweise geht auf Leonhard Euler zuriick. Die dabei auf-
tretenden drei Parameter zur Beschreibung der Gesamtsdrehung werden daher
Euler-Winkel genannt. Daneben existieren weitere Moglichkeiten (z.B. Euler-
Parameter, Quaternionen) zur Beschreibung der Gesamtdrehung.

63‘

€3N Al
€3 = e TN S T
e = &3 3 e .
0 /
'/—— 4 ‘\
- \
ot :
[ ] !
e’ \ !
0 2 \ /
) \ /
ey
el e/ — e// él
1=€ Knotenachse

Abb. 2.18: Euler-Winkel. Rechts: Die gestrichelt gezeichnete Ellipse wird in die
durchgezogen gezeichnete Ellipse tiberfiihrt, indem die e;-Achse durch Drehung
mit ¢ um die e3-Achse in die e}-Knotenachse gedreht wird, die Ellipse um die
Knotenachse mit ¢ verkippt wird und anschliefend um die éz-Achse mit ¢ in
die Endlage gedreht wird.

1. Elementardrehung
Winkel ¢ um die es-Achse
cosy siny O

e; = T3, (¢)ej, mit [T5,;(¢)] = | —sing cosyp 0
0 0 1

2. Elementardrehung
Winkel ¢ um die e}-Achse
1 0 0
mit [T1,;;(9)] = |0 cos? sind
0 —sin?d cos?

e; =Ti;(V)e]

7
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3. Elementardrehung

Winkel ¢ um die e5-Achse
cosep sing 0

& = Ts,ij(p)e], mit [T3,;(p)] = | —sing cosp 0
0 0 1

Die Hintereinanderausfithrung der drei Elementardrehungen fiihrt insgesamt auf
é; = Tgej mit

TS = T3, (0) T () T30 (),

cos 1 cos p — sin cos ¥ sin ¢ sin cos p + cosy cosVsiny  sindsing
[TE] = | —cos¥sinp —sinycostcosp —sintsing + cosypcosdcosy sin ¥ cos @
sin 1 sin ¥ —cos ¢ sin ¥ cos v

Der Drehgeschwindigkeitsvektor w lésst sich mit den Winkelgeschwindigkeiten
der Elementardrehungen wie folgt schreiben:

w=1es+De) +pel.
VR

7 1" ~
es ef és

Durch Einsetzen der Transformationsbeziehungen ergibt sich daraus die Basis-
darstellung w = @;€; der Drehgeschwindigkeit mit

@1 = ¥sindsin ¢ + U cos @,
@y = 1 sin® cos ¢ — P sin g, (2.27)
O3 = eosd + .
Zu jeder Verdrehung der Basisvektoren €; gegeniiber den Basisvektoren e; lassen
sich Euler-Winkel finden, die diese Verdrehung beschreiben. Sind e3 und &3

parallel (also e3 x é; = 0), dann wird nur um die Knotenachse gedreht. Fiir
e3 X €3 # 0 ergeben sich die Basisvektoren

o — €3%€s
P les x &
e, =e;3 x e,

n__ = !
e, = €3 x e].

Aus den Richtungscosinus, bspw. e; - €}, e3 - €3, €] - €1, konnen dann die drei
Euler-Winkel ¢, ¢, ¢ bestimmt werden.

Auch bei den Euler-Winkeln gibt es singuldre Lagen, ndmlich fiir ¥ = 0 und
¥ = m. In diesem Fall sind wieder die Richtungen fiir die erste und dritte Ele-
mentardrehung identisch. In allen anderen Fallen kénnen auch die Euler-Winkel
aus der Transformationsmatrix der Richtungscosinus bestimmt werden. Es er-
geben sich dann zwei Moglichkeiten fiir 19:

sing = +4/1 — T4, cost = Tz
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und damit der Winkel ¢ zu

T3 T3

sinYy = 081 = —

sin sin

und der Winkel ¢ zu

) T3 T3
M= Gng P T sne

Die Linearisierung der Transformationsmatrix T liefert

. 1 v+¢ 0
[Tij]“ —p—1 1 v
0 - 1

In der linearisierten Transformationsmatrix sind Nebendiagonaleintrige null,
wahrend in anderen die Summe zweier Winkel steht. Dies ist der Tatsache ge-
schuldet, dass zweimal, bei der ersten und der letzen Elementardrehung, um die
dritte Achse gedreht wurde.

Zwischen Euler- und Kardan-Winkel ist eine Umrechnung leicht moglich. Dazu
kénnen die Transformationsmatrizen gleichgesetzt werden, da sie ja die Trans-
formation zwischen den gleichen Basisvektoren, denen des raumfesten und des
bewegten Bezugssystems, beschreiben. Die Gleichsetzung der einzelnen Eintréa-
ge der Matrix fithrt dann bspw. auf folgende trigonometrische Beziehungen zur
Ermittlung der Kardan-Winkel bei gegebenen Euler-Winkeln:

tan o = — cos 1) tan ¥,
sin 8 = sin ¢y sin 9,

cos 1) tan ¢ + sin 1 cos ¥
tany =

cos 1) — sintcosVtang

Fiir Kreisel ist die Darstellung mit Euler-Winkeln vorteilhaft, wie wir im letzten
Kapitel des Skripts sehen werden. Die drei Winkel werden dann der Prézession,
der Nutation und der Eigenrotation (dem Spin) des Kreisels zugeordnet; die
Prézession findet um die raumfeste Hochachse und die Eigenrotation um die
Hochachse des symmetrischen Kreisels statt.
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3 Kinematik der Kontinua

Die in der Kinematik des Massenpunkts gewonnenen Erkenntnisse lassen sich auf
die kinematischen Untersuchungen beliebiger Korper (also materiell geschlosse-
ner Systeme) sinngeméf iibertragen. Dies wird nachstehend durchgefiihrt. Die
Ergebnisse lassen sich wiederum auf materiell offene Systeme erweitern.

3.1 Bewegung eines Korpers

Wir betrachten einen Korper B, der zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢ := t* das
Raumgebiet V* = V(B,t) einnimmt. Ein beliebig aber fest gewéhlter materieller
Punkt P := P* aus B (P € B) befindet sich zum Zeitpunkt ¢ := ¢* in dem
raumfesten Punkt P := P* mit dem Ortsvektor r := r*. Der geometrische
Punkt P wird der Ort des materiellen Punkts P zum Zeitpunkt ¢ genannt. Der
Ortsvektor r hdngt von P und ¢ ab.

Abb. 3.1: Bewegung eines Korpers zum Zeitpunkt ¢ := t*.

Definition 3.1 (Bewegung eines Korpers)
Eine Funktion

r=r(P,t) mit PeB, teZ (3.1)

die jedem materiellen Punkt P eines Korpers B zu jedem Zeitpunkt t des be-
trachteten Zeitintervalls Z; einen Ort P mit dem Ortsvektor r zuordnet, wird
die kinematische Bewegungsgleichung von B oder kurz die Bewegung von
B im Zeitintervall Zy genannit.

Die Funktion » = k(P,t) nennt man héufig auch die materielle Darstellung
(Notation) der Bewegung, weil hier der materielle Punkt P direkt, und zwar als
unabhéingige, , materielle* Variable auftritt.

Definition 3.2 (Momentanlage)

Die Menge der Orte aller materiellen Punkte des Korpers zum Zeitpunkt t*,
d.h. die Menge aller Punkte mit den Ortsvektoren v = (P, t*), P € B, wird
die Momentanlage des Korpers B zum Zeitpunkt t* genannt.
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Somit ist die Momentanlage das Raumgebiet V* = V(B,t*), das B zum Zeit-
punkt t* einnimmt. Die Bewegung r» = (P, t) kann daher als eine einparamet-
rige Folge der Abbildungen des Korpers B auf seine raumfesten Momentanlagen
V = V(B,t) aufgefasst werden, wobei die Zeit ¢ der Abbildungsparameter ist.

Wahlen wir in B einen beliebigen materiellen Punkt P = P*, so erhalten wir
damit aus der allgemeinen Koérperbewegung r = k(P,t) die Bewegung

r = k(P*t) = r(t)

von P*, also die gleiche Darstellung, wie im Fall der Bewegung eines Massen-
punkts. Daher lassen sich alle Uberlegungen der Kinematik des Massenpunkts
sinngemaf auf materielle Punkte iibertragen.

Einen wichtigen und héufig vorkommenden Spezialfall stellt die ebene Bewegung
dar.

Definition 3.3 (Ebene Bewegung)

Bewegt sich jeder materielle Punkt eines Kérpers oder eines materiell offenen
Systems in einer Ebene und verlaufen alle Bewegungsebenen parallel, so nennt
man einen solchen Vorgang ebene Bewegung dieses Korpers oder dieses ma-
teriell offenen Systems.

Beispiel 3.4
Ein typisches Beispiel fiir eine ebene Bewegung eines materiell offenen Systems
stellt in der Fluiddynamik die Schichtstréomung (auch Laminarstromung
genannt) dar.

Abb. 3.2: Modell einer Laminarstromung. &

3.2 Materielle und rdumliche Parametrisierung der Bewe-
gung

In der materiellen Darstellung r = (P, t) einer Bewegung eines Korpers treten
als unabhéngige Variablen die materielle Variable P und die analytische Varia-
ble t auf.

Zwecks einer besseren Handhabung der Funktion r» = (P, t) empfiehlt es sich,
der symbolischen, materiellen Variablen P irgendwelche analytische Variablen
(z.B. Koordinaten oder Parameter) zuzuordnen, damit man die materiellen
Punkte analytisch kennzeichnen und somit voneinander unterscheiden kann.
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Definition 3.5 (Materielle und raumliche Koordinaten)

Die der analytischen Kennzeichnung materieller Punkte dienenden Koordinaten
werden materielle Koordinaten genannt. Die Ortskoordinaten der materiel-
len Punkte eines Koérpers in der jewetligen Momentanlage des Kérpers werden
raumliche Koordinaten genannt.

Im Gegensatz zu den rdumlichen Koordinaten, die ja von der Momentanlage des
Korpers abhédngen, sind die materielle Koordinaten stets zeitunabhingig. Ma-
terielle und rdumliche Koordinaten werden nachstehend eingefiihrt und naher
untersucht.

Wir betrachten den in Abbildung skizzierten Kérper B zu einem bestimm-
ten, jedoch frei gewdhlten Zeitpunkt tg und zu einem beliebigen Zeitpunkt .

Definition 3.6 (Bezugslage, Bezugskonfiguration)

Die Momentanlage Vo von B zu einem bestimmten, jedoch frei gewdhlten Zeit-
punkt tog wird die Bezugslage bzw. die Bezugskonfiguration von B genannt.
Der Zeitpunkt ty heiffit Bezugszeit.

z
B
(t)
Py
IP B
i Vo Pp
VA '
R : r ' 1%
e, | g
e, 0 e, | e E Y
_________________ Y----------J’/’ E,’/'/,l‘
T y

Abb. 3.3: Bezugslage und Momentanlage eines Korpers B.

Die Momentanlage von B zum Zeitpunkt ¢ bezeichnen wir mit V. Ein materieller
Punkt P € B habe zum Zeitpunkt to (d.h. in der Bezugslage) den Ortsvektor
R und zum Zeitpunkt ¢ (d.h. in der Momentanlage) den Ortsvektor r. Stellt
man R und r in der Komponentenform z.B. im kartesischen Bezugssystem O,
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e, ey, e, dar, so folgt

R= T Y z [‘( ]<e-> ( 2)
Xe +) e Ze i 3.
’I'—xex‘ yey ZeZ I:x :Q :|<E¢>

Definition 3.7 (Materielle und riaumliche Ortsvektoren und Koordi-
naten)

Der Ortsvektor R des materiellen Punkts P € B in der Bezugslage heifit der
materielle Ortsvektor von P. Seine Koordinaten X, Y, Z heiflen materielle
Koordinaten.

Der Ortsvektor r des materiellen Punkts P € B in der Momentanlage heifit
der raumliche Ortsvektor von P. Seine Koordinaten x, y, z heiflen raumliche
Koordinaten.

Die Koordinaten X, Y, Z von R sind also die Koordinaten des Ortes Py von P
zum Zeitpunkt ¢o, und die Koordinaten z, y, z sind die Koordinaten des (mo-
mentanen) Ortes P von P zum Zeitpunkt .

Setzt man in der Bewegung r = k(P,t) die Anfangswerte ¢t := to und r := R
ein, so folgt

R = k(P ty) = ko(P) (3.3)

Dies bedeutet: jedem materiellen Punkt P € B lésst sich der materielle Ortsvek-
tor R, somit auch die materiellen Koordinaten X, Y, Z zuordnen. Umgekehrt
aber entspricht jedem Ortsvektor R genau ein materieller Punkt P, weil die
Materie undurchdringlich ist.

Deshalb kann (3.3)) stets nach P aufgelost werden, und wir erhalten die Funktion
P =k, (R). (3.4)

Dies bedeutet: Durch die Angabe des materiellen Ortsvektors R, bzw. der ma-
teriellen Koordinaten X, Y Z ist ein bestimmter materieller Punkt P eindeutig
festgelegt. Somit kann ein Koordinatentripel X, Y, Z als eine dreiwertige ,,Mar-
ke* des dadurch gekennzeichneten materiellen Punkts P aufgefasst werden. Der
materielle Ortsvektor R und seine Koordinaten X, Y, Z héngen wegen
nicht von der Zeit ¢, sondern nur von der Wahl des materiellen Punkts P ab.

Setzt man (3.4)) in (3.1) ein, so folgt
r = k(ry ' (R),t) = x(R,1). (3.5)

Diese Gleichung nennt man die materielle Parametrisierung der Bewegung.
Mit den Komponentendarstellungen (3.2)) von R und r in kartesischen Koordi-
naten erhélt man daraus die Darstellung

x=x.(X,Y, Z,t)

z = Xz(vazat)
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der Bewegung in Koordinatenschreibweise.

Léasst sich Gleichung (3.5) nach R auflésen, so erhilt man
R =x"'(r,t). (3.7)

Anmerkung. Die zur Kennzeichnung materieller Punkte eingefiihrten materi-
ellen Koordinaten X, Y, Z werden genauso wie die rdumlichen Koordinaten
in einem gemeinsamen, raumfesten Bezugssystem O, z, y, z definiert. Bei
zahlreichen kinematischen Betrachtungen, so z.B. in der Kinematik des star-
ren Korpers, ist es zweckméfig, die materiellen Koordinaten in bewegten Be-
zugssystemen und nicht im Zusammenhang mit der Anfangslage eines Korpers
einzufiihren.

3.3 Geschwindigkeits- und Beschleunigungsfeld eines Kor-
pers

3.3.1 Definition des Geschwindigkeits- und Beschleunigungsfeldes

Das Geschwindigkeits- und Beschleunigungsfeld eines Korpers wird analog zur

Geschwindigkeit v := 9* und Beschleunigung a := 4% ecines Massenpunkts

) dt dt
definiert.

Definition 3.8 (Geschwindigkeits- und Beschleunigungsfeld eines Kor-
pers)

Es sei B ein Korper und x(R,t) die Bewegung des materiellen Punkts P € B
in materieller Parametrisierung. Dann heif3t

1. die vektorwertige Funktion

Ox(R,t
w(R, 1) = 7 e XD (3.8)
ot
das Geschwindigkeitsfeld von B zum Zeitpunkt ¢ in materieller Para-

metrisierung und
2. die vektorwertige Funktion

. 0v(R,t)
Rt) =v:=——=
das Beschleunigungsfeld von B zum Zeitpunkt ¢ in materieller Parame-

trisierung.

Eine skalare, vektor- oder tensorwertige Funktion f(r,t) des Ortes und der Zeit
wird zeitabhéngige Ortsfunktion oder zeitabhingiges Feld (mit ¢ als Pa-
rameter) genannt. Bewegung, Geschwindigkeit und Beschleunigung des Korpers
sind Beispiele fiir zeitabhingige Vektorfelder.

Die Ableitungen

vi=7r = a—x und a := v = a—v
oot )y o \ot )R
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stellen Geschwindigkeit und Beschleunigung ein und desselben materiellen Punkts
dar, weil bei der jeweiligen partiellen Differentiation nach der Zeit der materielle
Ortsvektor R nicht mitdifferenziert wird. Deshalb werden v := # und a := v
auch materielle Ableitungen genannt.

Ersetzt man in den Feldern v(R,t) und a(R,t) den materiellen Ortsvektor R
durch x~1(r,t) gemi Gl. (3.7), so ergibt sich mit

’l_)(T,t) = 'U(Xil(rvt)vt)a
a(r,t) = a(x ' (r,t),t).

die rdumliche Parametrisierung des Geschwindigkeits- bzw. des Beschleuni-
gungsfeldes.

Wir kénnen die rdumliche Parametrisierung a(r,t) des Beschleunigungsfeldes
auch durch direkte Differentiation des Geschwindigkeitsfeldes o(r,t) nach der
Zeit gewinnen. Hierzu miissen wir beriicksichtigen, dass die raumlichen Koordi-
naten x, i, z von r wegen 7 d.h. wegenz = x.(X,Y, Z,t),y = xy(X,Y, Z, 1),
2z =x:(X,Y, Z,t), Funktionen der Zeit ¢ sind, und es gilt

(), (8], (B,
ot XY, Z v ot X,Y,Z . ot XY, Z :

Dies folgt nach Ausschreiben der Komponenten der Vektorgleichung ([3.8)).

Um aus v(r,t) = v(x,y, z,t) das Beschleunigungsfeld zu erhalten, bilden wir
zunédchst das vollstdndige Differential d v. Es folgt
ov ov ov ov
dv=—d —d —d —dt.
R e A L ALY
Division durch dt liefert

do _9vdz  0vdy  0vdz  0F

dt  dxdt  dydt  dzdt ' ot
woraus man mit @ := v = % die Beziehung

_ 0v_ v _ v _ ov

a= %Ux 8—yvy avz + ot
erhélt, wobei

U (2,9, 2,t) = v (X "z, y, 2, 1), 1),

Uy(@,y, 2,t) = v, (X (2,9, 2,1), 1),

v, (x,y, 2,t) = v.(x N, y, 2,1), 1)
einzusetzen ist. Der Anteil

RGN I

ay = axvx a—yvy + Evz

heifit konvektive Beschleunigung und der Anteil
_ ov
a = o

wird lokale Beschleunigung genannt. Damit gilt

a=ay+ a.
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3.3.2 Geschwindigkeits- und Beschleunigungsfeld des starren Kor-
pers

Wir betrachten den in Abbildung[3.4]skizzierten starren Kérper B3, wéihlen einen
beliebigen, aber korperfesten Punkt A und binden an A eine korperfeste, folglich
auch starre, orthonormierte Basis €, &,, €. Es entsteht dadurch das kérperfeste
Bezugssystem A, €., €,, €,. Den Ortsvektor eines beliebigen materiellen Punkts
P € B beziiglich eines raumfesten Punkts O bezeichnen wir — wie tiblich — mit »
und den relativen Ortsvektor von P beziiglich des korperfesten Punkts A mit R.

Abb. 3.4: Materielle Parametrisierung der Bewegung des starren Korpers.

Der Abbildung entnimmt man die grundlegende Beziehung
r=r4+R. (3.9)

Der relative Ortsvektor R lisst sich in der koérperfesten Basis €,, €,, €, in der
Komponentenform

R=Xé, +Yé, + Z&, (3.10)

darstellen. Die Koordinaten X, Y, Z von R bleiben fiir ein und denselben ma-
teriellen Punkt P im Laufe der Bewegung konstant, weil sich die relative Lage
von P im korperfesten Bezugssystem A, €,, €,, €, im Laufe der Bewegung nicht
dndert. Deshalb sind X, Y, Z zeitunabhiingig. Sie dndern sich nur beim Uber-
gang zu einem anderen materiellen Punkt. Wir stellen somit fest, dass X, Y, Z
die (in einem korperfesten Bezugssystem A, &, €,, €, gemessenen) materiellen
Koordinaten sind, weil sie die Lage des materiellen Punkts P in einem korper-
festen Bezugssystem beschreiben.

Sind in (3.10) die korperfesten Vektoren &, €,, €, als Funktionen der Zeit ¢
gegeben, so erhdlt man damit aus (3.10|) die Beziehung

R(X\Y,Z,t) = X&,(t) + Y&,(t) + Z&.(t). (3.11)
Ist auBlerdem in (3.9): 74 = r4(t), so erhdlt man mit (3.11):
x(X,Y,Z,t) =r(X,Y, Z,t) =ra(t) + R(X,Y, Z,1), (3.12)
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also die Bewegung eines starren Korpers in materieller Parametrisierung; vgl.
hierzu die allgemeine kinematische Bewegungsgleichung ((3.5)).

Aufgrund der Darstellung (3.12)) sind wir nun in der Lage, das Geschwindigkeits-
und Beschleunigungsfeld des starren Korpers mit den Mitteln der Relativkine-

matik (s. Abschnitt[2.2.3]) zu bestimmen. Aus den Gleichungen (2.24)) und (2.25)

folgt der Satz:

Satz 3.9 (Geschwindigkeits- und Beschleunigungsfeld des starren
Korpers)
Das Geschwindigkeitsfeld des starren Korpers ist

v(X,Y, Z,t) =vat) + w(t) x R(X,Y, Z,1) (3.13)
und das Beschleunigungsfeld ist

a(X,Y,Zt) =as(t)+w(t) x R(X,Y, Z,t)+w(t) x (w(t) x R(X,Y, Z,1)).
(3.14)
Dabei sind v4(t) und a4(t) Geschwindigkeit und Beschleunigung im kor-

perfesten Punkt A, w(t) ist die Drehgeschwindigkeit des starren Korpers
und R(X,Y, Z,t) der Ortsvektor von A zum Ort des materiellen Punkts P.

Beweis. Da der Korper starr ist, verschwinden v, und a.e. Die Gleichungen

folgen dann direkt aus (2.24) und ([2.25). [ ]

Die Geschwindigkeits- und Beschleunigungsanteile lassen sich wie folgt deuten:
1. Geschwindigkeit:
a) va(t): translatorischer Anteil der Geschwindigkeit des materiellen
Punkts P
b) w(t)x R(X,Y, Z,t): rotatorischer Anteil der Geschwindigkeit des ma-
teriellen Punkts P (Rotation um A)
2. Beschleunigung:
a) aa(t): translatorischer Anteil der Beschleunigung des materiellen Punkts
P

b) w(t) x R(X,Y, Z,t): rotatorischer Anteil aufgrund der Drehbeschleu-
nigung

¢) w(t) x (w(t) x R(X,Y, Z,t)): rotatorischer Anteil aufgrund der Zen-
tripetalbeschleunigung

Das gesamte Geschwindigkeitsfeld des starren Korpers lédsst sich aus der Ge-
schwindigkeit in einem Punkt und der Drehgeschwindigkeit bestimmen. Wir
fassen diese Grofien zur Kinemate zusammen.
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Definition 3.10 (Kinemate)

FEs sei A ein kérperfester Punkt, va(t) die Geschwindigkeit in diesem Punkt und
w(t) die Drehgeschwindigkeit. Die kinematisch-geometrische Grofie (va, A, w)
heiffit Kinemate zur Zeit t.

Zwischen zwei Kinematen desselben Geschwindigkeitsfeldes mit unterschiedli-
chem Bezugspunkt besteht ein Zusammenhang; denn aus Gl. (3.13) folgt:

Satz 3.11 (Kinematenversetzung)

Es seien A und B zwei kérperfeste Punkte eines starren Korpers. Zwischen
den Kinematen (v4, A,w) und (vp, B,w) des Geschwindigkeitsfelds besteht
die Beziehung

vp(t) = va(t) + w(t) x (re(t) —ra(t)).

Dabei sind rp(t) und r4(t) die von einem gemeinsamen Bezugspunkt aus
bestimmten Ortsvektoren der Punkte A und B zur Zeit t.

Zwei Kinematen heiflen dquivalent, wenn die Drehgeschwindigkeiten gleich sind
und die Geschwindigkeiten die Kinematenversetzungsgleichung erfiillen. Unmit-
telbar aus dem Satz {iber die Kinematenversetzung folgt, dass zwei Kinematen
desselben Geschwindigkeitsfelds eines starren Korpers dquivalent sind.

Wir wollen einige Spezialfélle der Kinemate betrachten:

1. Translatorische Bewegung: Bei einer reinen Translation ist (v, A, 0) fiir
jeden korperfesten Punkt A. Geschwindigkeit und Beschleunigung sind
daher raumlich konstante Vektorfelder.

2. Drehung um einen festen Punkt: Wird der feste Punkt als Bezugs-
punkt A gewahlt, verschwinden in den Gleichungen und auf
der rechten Seite die jeweils ersten Terme, da der Bezugspunkt seine Lage
nicht dndert und somit v4(¢) und a4(t) Nullvektoren sind. Die Kinemate
ist dort (0, 4, w).

3. Drehung um eine feste Achse: In diesem Fall ist es zweckméfig, als
korperfestes Bezugssystem Zylinderkoordinaten zu wahlen und die z-Achse
mit der Drehachse zusammenfallen zu lassen, so dass der Bezugspunkt
auf der Drehachse liegt. Fir alle Punkte A der Drehachse ist dann die
Kinemate (0, A, w).

Da sich der Bezugspunkt nicht dndert, entfallen die ersten Terme auf der
rechten Seite in den Gleichungen (3.13)) und (3.14)). Ferner ergibt sich mit
R=Regr+Ze,, w=uwe, und e, x er = e, der Geschwindigkeitsvektor
zZu

v(R,t) =wRe,.

Insbesondere haben alle Punkte mit gleichem Abstand von der Drehachse
auch den gleichen Betrag der Geschwindigkeit und der Betrag nimmt linear

57



0

feste Drehachse,
1s€
w = we,

Kreisbewegung von P

Punkt auf der Drehachse

Abb. 3.5: Drehung eines starren Korpers um eine feste Achse.

mit dem Abstand von der Drehachse zu. Zur Ermittlung des Beschleuni-
gungsvektors ist es erforderlich, diese Gleichung nach der Zeit abzuleiten.
Mit é, = —weg, s. Gl. (2.7), finden wir dann

a(R,t) =wRe, — w’Reg.

Auch die Beschleunigung ist daher unabhéngig von der Koordinate Z. Sie
andert sich ebenfalls linear in radialer Richtung, aber auch in Umfangs-
richtung, sofern die Drehgeschwindigkeit zeitlich nicht konstant ist.

. Ebene Bewegung: Fiihren wir auch hier wieder zylindrische Koordinaten
ein, so dass der Vektor der Drehgeschwindigkeit in Richtung der z-Achse
und die Bewegung in der durch er und e, aufgespannten Ebene liegt,
dann ist der Relativvektor durch R = R eg gegeben und die Gleichungen
fir die Drehung um eine feste Achse konnen formal tibernommen wer-
den, da dort ja Geschwindigkeit und Beschleunigung unabhéngig von der
Z-Koordinate waren; sie miissen allerdings noch um die Geschwindigkeit
und Beschleunigung des Punkts A ergénzt werden, der sich nun ebenfalls
bewegen kann. Insgesamt ergibt sich

v(R,t) =va +wRe,
a(R,t) =as+wRe, —w’Rep.

Ist fiir einen Punkt A zu einem Zeitpunkt ¢ die Kinemate (0, A, w), dann lisst
sich das Geschwindigkeitsfeld momentan, d.h. im Zeitpunkt ¢, als eine Rotation
um den Punkt A auffassen. Der Punkt A ergibt sich rein rechnerisch aus Glei-
chung ; es muss sich dabei also nicht um einen Punkt handeln, der auf dem
starren Korper liegt. Wir kénnen uns stattdessen diesen Punkt als momentanes
Zentrum der Rotation denken, das momentan starr (damit Gl. gilt) mit
dem Korper verbunden ist.
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Abb. 3.6: Ebene Bewegung des starren Korpers.

Definition 3.12 (Momentanpol)
Ein Punkt M eines starren Korpers, fiir den zu einem Zeitpunkt t der Geschwin-
digkeitsvektor vy (t) verschwindet, heifft Momentanpol.

Zur Ermittlung des Momentanpols setzen wir die linke Seite von Gl. (3.13)) zu
null:

0=va(t)+w x Rapm (3.15)

und 16sen nach dem Ortsvektor R 45, der vom korperfesten Punkt A zum Mo-
mentanpol M gerichtet ist, auf. Aus der Darstellung ([3.15) ist sofort ersichtlich,
dass die Lésung R 4p; nicht eindeutig ist; denn zu jeder Losung R s ist auch

Raiy +dw, AeR (3.16)

eine Losung von , da w x w = 0. Im Fall einer ebenen Bewegung und
w # 0 lasst sich jedoch ein eindeutiger Momentanpol finden, der in der Be-
wegungsebene liegt; denn die durch beschriebene Gerade steht senkrecht
auf der Bewegungsebene, da der Drehgeschwindigkeitsvektor w und damit der
Richtungsvektor der Geraden senkrecht auf der Bewegungsebene steht. Daher
betrachten wir im Folgenden nur noch die ebene Bewegung.

Wir wollen den Ortsvektor zum Momentanpol fiir eine ebene Bewegung be-
rechnen. Hierzu werten wir Gl. (3.15)) fiir die ebene Bewegung in kartesischen
Koordinaten aus:

0 _ | VAx _RAJVIy
M _ [A} tw [ ], (3.17)
Die beiden Gleichungen konnen leicht nach R4y und R, aufgeldst werden,

wenn v4 und w bekannt sind. Ist w nicht bekannt und sind stattdessen die
Geschwindigkeiten v 4 und v in zwei kérperfesten Punkten A und B des starren
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Korpers gegeben, so muss zunéchst Gl. (3.13) fiir die ebene Bewegung und die
Punkte A und B ausgewertet werden,

[UBx] _ |:UA$:| Y l:—RABy:| 7

UBy Vay Rapa

um mit Hilfe des bekannten Ortsvektors Rap die Drehgeschwindigkeit w zu
ermitteln. Anschlieflend kann dann mit Hilfe von (3.17) der Ortsvektor zum

Momentanpol bestimmt werden. Graphisch kann der Momentanpol wie folgt
ermittelt werden:

1. Sind die beiden Geschwindigkeitsvektoren v4 und v nicht parallel, dann
ist der Schnittpunkt der Senkrechten auf die Geschwindigkeitsvektoren der
Momentanpol, da aufgrund von Drehgeschwindigkeit, Geschwindig-
keitsvektor und Ortsvektor zum Momentanpol senkrecht aufeinander ste-
hen.

2. Sind die beiden Geschwindigkeitsvektoren parallel, aber nicht gleich grof},
dann ist der Momentanpol der Schnittpunkt der Senkrechten auf die Ge-
schwindigkeitsvektoren mit der Verbindungslinie der Endpunkte der Ge-
schwindigkeitsvektoren, da sich der Betrag der Geschwindigkeitsvektoren
linear mit dem Abstand vom Momentanpol verdndert.

3. Sind die beiden Geschwindigkeitsvektoren parallel und gleich grof3; dann
liegt eine rein translatorische Bewegung vor. In diesem Fall verschwindet
die Drehgeschwindigkeit und ein Momentanpol existiert nicht bzw. nur,
wenn die beiden Geschwindigkeitsvektoren Nullvektoren sind und somit
alle Geschwindigkeiten null sind.

Im Momentanpol verschwindet der Geschwindigkeitsvektor. Dies konnte leicht
zu der Vorstellung verleiten, dass der Momentanpol ruht — was aber nicht der
Fall ist. Der Momentanpol ist ja ein Punkt im Raum, fiir den formal GI.
erfiillt ist. Dieser Punkt verdndert im Laufe der Bewegung des starren Korpers
seine Lage und beschreibt dadurch eine Kurve im Raum. Diese Kurve kann nun
selbst wieder im raumfesten Bezugssystem oder im korperfesten Bezugssystem
betrachtet werden.

Definition 3.13 (Spurkurve, Rollkurve)

Die Kurve des Momentanpols im raumfesten Bezugssystem heifst Spurkurve
(oder Rastpolbahn, Polhodie), die Kurve des Momentanpols im kérperfesten Be-
zugssystem heifit Rollkurve (oder Gangpolbahn, Herpolhodie).

Beispiel 3.14
1. Rollendes Rad
Wir betrachten ein starres Rad, das entlang einer Geraden rollt. Im Kon-
taktpunkt P zwischen Rad und Gerade soll das Rad nicht gleiten, d.h., der
momentane Kontaktpunkt ist der Momentanpol der Bewegung. Im raum-
festen Bezugssystem ist die Gerade die Kurve der Momentanpole, also die
Spurkurve. Fiir ein mit dem Rad mitrotierendes Bezugssystem wird die
Kurve der Momentanpole durch den Rand des Rades gebildet, er ist daher
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Abb. 3.7: Rollendes Rad.

die Rollkurve.

Die Geschwindigkeit im Massenmittelpunkt C' ergibt sich mit vp = 0,
w = —we, und Rpc =re, zu

vo =vVp+wX Rpc =0+ wre,.
Daher gilt
ve = |lve|| = wr.

Bei Kenntnis der Geschwindigkeit v oder der Drehgeschwindigkeit w
kann die jeweils andere Grofle mit Hilfe dieser Gleichung leicht berech-
net werden. Fiir v ergibt sich

VA =vp+wX2re, =2wre; =2vce,.
Yy T C €x

Die Geschwindigkeit in A ist daher doppelt so grofl wie die Geschwindigkeit
im Massenmittelpunkt und gleich gerichtet. Genauso finden wir fiir vp:

vp=vp+wX (re;+rey) =wr(—e,+e;) =vc(e; —ey)

Die Geschwindigkeit in B hat eine Komponente in z- und in y-Richtung.

. Rollenbewegung

Fiir das skizzierte System mit drei starren Rollen seien die Radien der Rol-
len 71, ro und 73 sowie die Drehgeschwindigkeiten wy, we gegeben. Gesucht
ist die Bewegung der dritten Rolle in Form ihrer Drehgeschwindigkeit ws
und der Geschwindigkeit v ihres Mittelpunkts.

Fir die Geschwindigkeiten in A, B, D und E finden wir die Abrollbedin-
gungen fiir reines Rollen

VA = WiT1 €y,

VB = —WaT2 €y
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Abb. 3.8: System mit drei Rollen.

und die kinematischen Bedingungen
Vg = V4,
Vp = VpB.

Ferner lasst sich vp auch mit Hilfe von vg ausdriicken, da D und F
materielle Punkte des selben starren Korpers sind:

Vp = Vg + w3 X 27"3 €r = W1iT1 €y + 2(.4}37"3 €y = (w1T1 + 2W3T3) €y

Gleichsetzen mit vp (s. kinematische Bedingung) liefert die Drehgeschwin-
digkeit ws:

w1T1 + Wale

w1T1 + 2wsrg = —warsy, also wg = — >
T3

Bei bekannter Drehgeschwindigkeit w3 kann nun ve leicht aus der Ge-
schwindigkeit im Punkt E (oder auch D) ermittelt werden:

w11 + Wars

Vo = Vg + w3 X r3e, = wiri ey — 73 €y
27’3
- (w - wir1 W2T2)e - (erl W27"2)e
= (wir] — — = — .
2 2 Y 2 2 Y

Die Bewegungsrichtung der dritten Rolle wird von den Geschwindigkeiten
in den Punkten A und B bzw. von den Drehgeschwindigkeiten der ersten
beiden Rollen bestimmt.

. Viergelenk

Wir betrachten das Viergelenk in der skizzierten Lage; die geometrischen
Abmessungen r, ¢, b, der Winkel ¢ = 45° und die Drehgeschwindigkeit wy
des ersten Getriebeglieds seien gegeben. Gesucht sind die Drehgeschwin-
digkeiten der beiden anderen Getriebeglieder sowie die Geschwindigkeit
im Gelenk B.
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Abb. 3.9: Viergelenk.

%

Ausgehend von den Vorgaben kénnen wir die Geschwindigkeit im Gelenk
A zu

1 1
vy = —5\/§W1T e, + ix/iwlrey

ermitteln. Die Geschwindigkeit im Punkt B kénnen wir auf zwei Weisen,
einmal iber das mittlere Getriebeglied und einmal iiber das letzte Getrie-
beglied, berechnen:
1 1
vp =v4 —wale, = fix/iwlr e, + (5\/50017" —wal) ey,

v = wsbe,.

Der Koeflizientenvergleich liefert dann

1 1
—iﬂwlr =w3b= w3 = —5\@%(.01,

1 1
5\/5@117“ —wl =0=> wy = 5\/5“1%

und damit vg = wsbe, = f%\/iwlr e,.

3.4 Verzerrungszustand eines deformierbaren Korpers

Wir betrachten einen deformierbaren Kérper in seiner Bezugs- und Momentan-
konfiguration. Fiir die Bewegung des materiellen Punkts P gilt dann

r=R+u.

Der Vektor u := r — R heifit Verschiebung des materiellen Punkts P. Das
Verschiebungsfeld der materiellen Punkte kann wieder materiell oder rdumlich
parametrisiert werden.

Wir betrachten nun einen benachbarten materiellen Punkt Q. Ausgehend von P
kann er in der Bezugskonfiguration mit Hilfe des Relativvektors d R und in der
Momentankonfiguration mit Hilfe des Relativvektors d = beschrieben werden.
Aus dem Vektorparallelogramm in Abb. ergibt sich, dass beide Vektoren
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iiber d w zusammenhédngen: v +dr=dR+u +dwu, alsodr =d R+ du. Fir
den Léangenvergleich der beiden Relativvektoren d R und d r ergibt sich:

|[dr|*> = ||dR|*=dr-dr —dR-dR
=dr-dr—(dr—du) - (dr —du)
=dr-du+du-dr—du-du
=dr-du+du-dr—|dul*

(3.18)

Ist ||d || klein im Sinne von
[dul? < 2|du-dr|,

dann kann der letzte Term in Gl. (3.18)) vernachléssigt werdenﬂ und es ergibt
sich

|[dr|> = |[dR|?>=dr-du+du-dr. (3.19)

Aus u = r — R folgt wegen der Konstanz des Ortsvektors in der Referenzkonfi-
guration du = grad r - d r. Damit wird aus Gl (3.19):
|[dr|?> = |[dR||* =dr- (gradr - d7) + (gradr -dr) - dr
=dr-(gradr + (gradr)T) - dr.
Damit haben wir die Langendnderung der Relativvektoren durch ein Skalarpro-

dukt dargestellt, in dem neben den Differentialen d r noch ein Tensor zweiter
Stufe, grad r + (grad )T, auftritt.

Definition 3.15 (Linearisierter Verzerrungstensor)
Sei r der Ortsvektor des materiellen Punkts P € B in der Momentanlage. Der
Tensor zweiter Stufe

1
€:= i(gradr + (gradr)7).

heifit linearisierter Verzerrungstensor.

Der zuséatzliche Faktor % in dieser Definition ist in der Literatur so tiblich,

erforderlich ist er nicht.

5Wir werden uns im Folgenden stets auf diesen Spezialfall und damit linearisierte Verzer-
rungen beschranken.
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Abb. 3.10: Ortsvektoren des materiellen Punkts P in der Referenz- und Mo-
mentankonfiguration.
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4 Gefiihrte Bewegungen

4.1 Freiheitsgrade von Korpern und Korpersystemen

Werden einem Korper wahrend einer Bewegung keine geometrischen Einschran-
kungen auferlegt, kann er sich im Raum frei bewegen in dem Sinne, dass wir
ihn in jede beliebige Lage im Raum (z.B. durch Einwirken entsprechender Kréf-
te) bringen kénnen. So bewegt sich z.B. (in vereinfachender Idealisierung) eine
Fliege in der Luft oder ein Fisch im Wasser.

Definition 4.1 (Freie Bewegung)
Eine Bewegung, die keinen geometrischen FEinschrinkungen unterworfen ist,
wird freie Bewegung genannt.

Die Bewegung eines Korpers wird jedoch héufig dadurch eingeschriankt, dass
man verlangt, dass sich der Korper beispielsweise auf einer vorgegebenen Fléicheﬂ
oder Kurvd'| bewegen soll.

Definition 4.2 (Bindung, gefithrte Bewegung)

Bedingungen, welche die Bewegung eines Korpers einschrinken, werden Bin-
dungen oder Zwangsbedingungen genannt. Fine Bewegung, die Zwangsbe-
dingungen unterworfen wird, heifit gefithrt.

Bewegungsmoglichkeiten eines Korpers oder Korpersystems lassen sich mes-
sen (genauer gesagt: ziahlen). Die Mafleinheit fiir Bewegungsmoglichkeiten heifit
Freiheitsgrad.

Definition 4.3 (Freiheitsgrad)

Die Anzahl der voneinander unabhingigen Koordinaten oder Parameter,
die zu einer eindeutigen Bestimmung der momentanen Lage eines Korpers oder
Korpersystems notwendig sind, wird die Anzahl der Freiheitsgrade dieses
Kérpers oder Kéorpersystems genannt.

4.1.1 Freiheitsgrade des Massenpunkts
Demnach hat beispielsweise ein Massenpunkt

1. im Fall einer freien Bewegung drei Freiheitsgrade, weil in diesem Fall die
Koordinaten z, y, z seiner Momentanlage voneinander unabhéngig sind,

2. im Fall einer Bewegung auf einer Fliche zwei Freiheitsgrade,
3. im Fall einer Bewegung auf einer Kurve einen Freiheitsgrad,

4. im Fall einer Fixierung an einen Punkt null Freiheitsgrade, weil hier keine
der drei Koordinaten z, y, z von den iibrigen unabhéngig ist.

6S0 bewegt sich z.B. ein in einem Gebirge fahrendes und zu einem Massenpunkt idealisiertes
Geldndefahrzeug.
7So bewegt sich z.B. der zu einem Massenpunkt idealisierte Wagen einer Achterbahn.
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Definition 4.4 (Vollstdndige Bindung)
FEine Bewegung mit null Freiheitsgraden heifit vollstandig gebunden oder ein-

gepragt.

4.1.2 Freiheitsgrade deformierbarer Korper und materiell offener
Systeme

Ein Koérper ,,besteht“ aus unendlich vielen materiellen Punkten und jeder ma-
terielle Punkt eines deformierbaren Korpers kann sich unter Krafteinwirkungen
unabhéngig von anderen materiellen Punkten dieses Korpers bewegen, obwohl
seine Bewegung durch die Verschiebungen seiner Nachbarpunkte und durch die
Festigkeitseigenschaften des Stoffes beeinflusst wird. Weil ein materieller Punkt
im Raum drei Freiheitsgrade besitzt, besitzt ein deformierbarer Korper ,drei
mal unendlich“ Freiheitsgrade, also unendlich viele Freiheitsgrade.

Daraus folgern wir, dass ein beliebiges deformierbares Kontinuum (d.h. ein de-
formierbarer Korper oder ein deformierbares materiell offenes System) unendlich
viele Freiheitsgrade besitzt.

Dementsprechend besitzt ein beliebiges deformierbares Kontinuum im Fall einer
ebenen Bewegung ,,zwei mal unendlich®, also ebenfalls unendlich viele Freiheits-
grade.

4.1.3 Freiheitsgrade des starren Korpers

Per definitionem ist ein Korper starr, wenn fir den Abstand ¢(A, B) zweier
beliebiger materieller Punkte A4 und B dieses Korpers die Bedingung

{(A, B) = const. bzgl. t (4.1)

erfiillt ist, vgl. Definition [I.8] Diese Bedingung wird Starrheitsbedingung ge-
nannt.

Abb. 4.1: Starrheitsbedingung.
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Bezeichnet man die Ortsvektoren der Momentanlagen von 4 und B mit r4 =
ra(t) und rg = rp(t), so gilt £(A,B) = ||rg — ral| und damit folgt aus (4.1

|lrs — ra|l = const. bzgl. t. (4.2)

Nach dieser Vorbereitung beweisen wir den

Satz 4.5 (Freiheitsgrade des starren Korpers)
Ein sich frei im Raum bewegender starrer Korper besitzt sechs Freiheits-
grade.

Beweis. Wir wahlen im Korper drei nichtkollineare materielle Punkte A, B, C
mit den Ortsvektoren r4, rp, rc ihrer Momentanlagen. Wegen der Starrheit

des Korpers gilt nach (4.2))

|lrg — 7al| = const. bzgl. t,
|lrc — 7Bl = const. bzgl. t,

[ra —rc| = const. bzgl. ¢
und wir stellen fest:
1. Der materielle Punkt A hat drei Freiheitsgrade.

2. Durch die Hinzunahme von B kommen zwei Freiheitsgrade hinzu (drei
Freiheitsgrade von B abziiglich der Zwangsbedingung ||rg — 7 || = const.
bzgl. t).

3. Durch die Hinzunahme von C kommt ein Freiheitsgrad hinzu (drei Frei-
heitsgrade von C abziiglich der Zwangsbedingungen ||rc — rp|| = const.
bzgl. t und ||r4 — r¢|| = const. bzgl. t).

4. Durch die Hinzunahme eines weiteren materiellen Punkts P dndert sich die
Anzahl der Freiheitsgrade nicht, weil die drei zusétzlichen Freiheitsgrade
von P durch die Zwangsbedingungen ||rp — r4|| = const. bzgl. ¢, ||rp —
rg|| = const. bzgl. ¢, ||rp — rc|| = const. bzgl. t aufgehoben werden.

Daraus folgert man: ein sich frei bewegender starrer Kérper hat 3+2+1 =6
Freiheitsgrade. |

Korollar 4.6
Die Bewegung eines starren Kérpers wird im Raum durch die Bewegung
eines beliebigen kérperfesten Dreiecks festgelegt.

Im Spezialfall einer ebenen Bewegung des starren Korpers bewegen sich die
materiellen Punkte A, B, C in zueinander parallelen Ebenen. Deshalb existieren
jetzt die drei zusétzlichen Zwangsbedingungen

T4 -1 = const. bzgl. ¢
rp -1 = const. bzgl. ¢

rc - n = const. bzgl. ¢

wobei n der gemeinsame Normalenvektor der Bewegungsebenen von A, B, C ist.
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O (raumfest)

Abb. 4.2: Korperfestes Dreieck.

O (raumfest)

Abb. 4.3: Bewegungsebenen mit gemeinsamem Normalenvektor.

Folglich wird im Fall einer ebenen Bewegung des starren Korpers die urspriing-
liche Anzahl der sechs Freiheitsgrade um drei vermindert. Dies bedeutet:

Korollar 4.7
Ein starrer Kérper besitzt im Fall einer ebenen Bewequng 6 — 3 = 3 Frei-
heitsgrade.

Im Folgenden werden Zwangsbedingungen klassifiziert und anhand von Beispie-
len illustriert.
4.2 Bindungen

Bindungen schrinken die Bewegung des Korpers oder eines Korpersystems ein.
Die Lage eines Massenpunkts im Raum koénnen wir durch drei Koordinaten
beschreiben, die Lage eines starren Korpers durch drei Koordinaten und drei
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Winkel. Dies entspricht den drei Freiheitsgraden eines Massenpunkts und den
sechs Freiheitsgraden eines starren Korpers. Wir fassen fiir die folgenden Uberle-
gungen die Lagekoordinaten und -parameter zu einem Vektor r zusammen. Fiir
Systeme aus Massenpunkten und starren Koérper kénnen wir fiir jeden Korper
B; einen derartigen Vektor r; aufstellen und alle Vektoren zu einem gesam-
ten Vektor r zusammenfassen. Dieser Vektor hat die Dimension n = 3p + 6k,
wenn das System aus p Massenpunkten und k starren Korpern besteht (fir eine
ebene Bewegung betriigt die Dimension 2p + 3k). Die folgenden Uberlegungen
beschrénken sich auf derartige Korpersysteme (sog. diskrete Systeme), defor-
mierbare Koérper werden nicht betrachtet.

Ebenso lassen sich die Geschwindigkeiten — im Fall eines starren Kérpers der
Geschwindigkeitsvektor in einem Punkt und der Vektor der Drehgeschwindigkeit
— zu einem Vektor s zusammenfassen.

Definition 4.8 (Klassifikation von Bindungen)
1. FEine Ungleichung f(r,t) > 0 bzw. f(s,t) > 0 heifit einseitige Bindung,
eine Gleichung f(r,t) =0 bzw. f(s,t) =0 heifit zweiseitige Bindung.

2. FEine Bindung, die zeitabhdngig ist, heifst rheonom, eine zeitunabhdingige
Bindung skleronom.

3. Eine zweiseitige Bindung, die einen Lage- bzw. Geschwindigkeitsparameter
durch eine Funktion der anderen Lage- bzw. Geschwindigkeitsparameter
ausdriickt, heifit explizite Bindung, eine zweiseitige Bindung als Funktion
aller Lage- bzw. Geschwindigkeitsparameter heifit implizite Bindung.

4. Eine Bindung zwischen den Lageparametern heifit geometrische Bin-
dung, eine Bindung, die auch von den Geschwindigkeitsparametern ab-
hangt, heifst kinematische Bindung.

5. Geometrische Bindungen und kinematische Bindungen, die sich durch In-
tegration in eine geometrische Bindung tberfiihren ldssen, heifien holo-
nome Bindungen. Ldsst sich eine kinematische Bindung nicht durch
Integration in eine geometrische Bindung tberfihren, dann heifst diese ki-
nematische Bindung nichtholonom oder anholonom.

Die Anzahl der unabhéngigen Parameter zur Beschreibung der Bewegung wird
durch zweiseitige geometrische und zweiseitige holonome kinematische Bindun-
gen eingeschrankt. Ein Korpersystem mit n Lageparametern und m derartigen
Bindungen besitzt f = n — m Freiheitsgrade. Geeignete, voneinander unab-
héngige f GroBen qi, go, ..., ¢y, die die Momentanlage des Systems vollstandig
bestimmen, werden allgemeine Koordinaten oder generalisierte Koordi-
naten genannt.

Beispiel 4.9 (Mathematisches Pendel) o
Im Fall des mathematischen Pendels gilt: Abstand AP < ¢, also

(x—2a)®+ (y —ya)® + (2 — 2a)* < 17, (4.3)
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weil sich der Massenpunkt P zwar in das Innere der Kugel S hinein bewegen
kann, aber wegen der Undehnbarkeit des Seils AP die Kugeloberfliche nach au-
Ben nicht verlassen darf. Deshalb stellt eine einseitige skleronome geome-
trische Bindung dar. Das Ungleichheitszeichen legt die moglichen Bewegungs-
richtungen fest. Ist der Massenpunkt nicht mit einem Seil, sondern mit einer
starren Stiitze mit der Umgebung verbunden, dann liegt eine zweiseitige sklero-
nome geometrische Bindung vor. Der Massenpunkt bewegt sich dann auf einer
Kugeloberfliche und hat daher nur zwei Freiheitsgrade.

A(CCA, YA, ZA)

P(z,y,2)

Abb. 4.4: Geometrische Bindung beim mathematischen Pendel. o

Eine nicht-integrierbare kinematische Bindung ist eine Beziehung zwischen den
Differentialen d ¢; der generalisierten Koordinaten g; in der Gestalt

ardqi +asdga+...+ardgsr +apdt =0 (4.4)

in der ag, a1 , az , ..., ay gegebene Funktionen der Variablen q; , q2 , ..., g7, t
sind und die linke Seite von kein vollstédndiges Differential einer Funktion F’
ist. In diesem Fall liegt also eine nicht-holonome Bindung vor. Dies verdeutlicht
das folgende Beispiel.

Beispiel 4.10 (Bewegung einer Schneide oder Kufe)
Die Lage der Kufe, ein starrer Kérper in der Ebene, wird vollstdndig bestimmt
durch die drei Koordinaten

Q= @=y, q="1.

Abb. 4.5: Bewegung einer Schneide.

Sie sind global unabhéingig voneinander, denn die Kufe kann jede mdogliche
Lage in der Ebene einnehmen. Lokal existiert jedoch eine Bindung zwischen
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den Koordinaten (die Kufe kann sich nur tangential zur Bewegungsrichtung
fortbewegen, nicht aber bspw. in Querrichtung):
dy

tand = —, d.h. tangs =
dx

de
dqg

oder
tanqs dg; — dge = 0.

Wiére nun tan gs d g1 — d g2 tatséchlich ein vollstdndiges Differential einer Funk-
tion F(q1,¢2), dann liefe sich die Anzahl der Freiheitsgrade auf zwei (hier: ¢y,
g2) reduzieren. Die Gleichung d F' = tangqz d¢; — dgo fithrt auf die partiellen
Ableitungen

oF

— =tangqs und

-1
oq

dg2
Man sieht hier leicht, dass der Schwarzsche Vertauschungssatz fiir die zweiten
partiellen Ableitungen nicht erfiillt ist, denn es ist
0*F dtan q3 . O°F
= sowie =
0g20q1 9q2 9q10q2

und die Ableitung ataai;;% verschwindet i. Allg. nicht, sondern ist von der Bahn
der Kufe abhéngig.

Man sagt dazu: Im Groflen hat das System weiterhin drei Freiheitsgrade, aber

lokal - im Kleinen — liegt eine Bindung vor, die die Freiheitsgrade auf zwei
einschrénkt. <&
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5 Massenkinematische Grofien eines Korpers

Die Massenkinematik befasst sich mit Groflen, in denen die Masse bzw. eine
Dichte als Maf3 der Verteilung der Masse mit den kinematischen Groéflen, Bewe-
gung, Geschwindigkeit und Beschleunigung verkniipft wird.

Die vier grundlegenden massenkinematischen Gréfien sind:
1. das statische Massenmoment H®,
2. der Impuls I,
3. der Drall D%,
4. die kinetische Energie E.

Sie werden mit Hilfe von Volumengebietsintegralen definiert. Impuls und Drall
treten u.a. in den Newton-Eulerschen Bewegungsgesetzen (vgl. Axiom auf.
Das statische Moment wird u.a. bei der Herleitung des Massenmittelpunktsatzes
benétigt. Die kinetische Energie tritt u.a. in den Leistungs- und Arbeitssét-
zen sowie im Energiesatz auf. Sie wird in Abschnitt eingefiihrt.

5.1 Massendichte und Masse

Die Masse eines Korpers ist das Mafl der Materiemenge dieses Korpers. Sie lasst
sich mit Hilfe der Massendichte definieren, die axiomatisch eingefiithrt wird.

Axiom 5.1 (Existenz einer Massendichte)

Es ezistiert eine skalare Ortsfunktion, p = p(r), welche im Volumengebiet
V der Momentanlage eines Korpers B erkldrt ist und die Intensitdt der
Materieverteilung in V darstellt. Sie wird Massendichte oder kurz Dichte
genannt.

Abb. 5.1: Dichtefeld eines Korpers im materiellen Punkt P.
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Definition 5.2 (Masse)
Das Volumenintegral

m:z/vpdV7 (5.1)

erstreckt iber die Momentanlage V des Kirpers B, wird Masse von B genannt.

Demnach ist die Masse m ein physikalischer Skalar. Die Grole dm := pd V wird
Massenelement genannt. Damit kann die Definitionsgleichung (5.1]) auch in
der symbolischen Form

m:/dm
B

notiert werden, in der dm ,iiber den Korper B* integriert wird.

Die Dichte p(r) ldsst sich nidherungsweise bestimmen. Hierzu teilen wir den
Korper in n disjunkte Teilkorper AB; (i = 1,2, ..., n) und bezeichnen die Massen
von AB; mit Am; sowie die Momentanlage von AB; zum Zeitpunkt ¢ mit AV;.

Damit folgt aus (5.1):
Am; = / pdV mit p = p(P), P € AV,. (5.2)
AV

Sind die Teilkorper hinreichend klein, dann kénnen wir annehmen, dass die
Dichte p(r) innerhalb eines jeden Teilkérpers AB; ndherungsweise konstant ist.
Folglich gilt

p(P) =: p; = const. in AV;.
Deshalb kann in (5.2) die Dichte p =: p; vor das Integral geschrieben werden
und wir erhalten
Am; = Pz’/ dV = p; AV,
AV;
wobei AV, = [ AV, das Volumen des Teilkorpers AB; zum Zeitpunkt ¢ ist. Daraus
folgt

pPi = AV,

(i=1,2,...,n).

Die Grofie p; heiit mittlere Dichte im Raumgebiet AV;. Damit kann das
Dichtefeld im Rahmen der Messgenauigkeit ndherungsweise ermittelt werden.

5.2 Statisches Massenmoment und Massenmittelpunkt

Das statische Massenmoment wird zur Berechnung des Massenmittelpunkts be-
notigt.
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Definition 5.3 (Statisches Massenmoment)
Das statische Massenmoment H® eines Korpers B, bezogen auf einen belie-
bigen (d.h. auch bewegten) Punkt Q ist der durch die Gleichung

HQ:/V(T—TQ)pdV:/B(r—rQ)dm (5.3)

definierte physikalische Vektor.

Speziell fiir = O folgt daraus wegen rg = 0:

HO:/VrpdV:/Brdm (5.4)

Q_r—rg
rQ

rc

O (raumfest)

Abb. 5.2: Ortsvektoren zur Berechnung des statischen Massenmoments H?.

Spezialfille:
1. Fiir einen Massenpunkt mit Masse m und Ortsvektor r ist HO = msr.

2. Fiir einen Punkthaufen mit Massen Am; und den Ortsvektoren r;, i =
1, 2, N ist HO = Z?:l Amiri.

Bei zahlreichen mechanischen Betrachtungen spielt der Massenmittelpunkt eine
wichtige Rolle.

Definition 5.4 (Massenmittelpunkt)
Der Massenmittelpunkt eines Korpers B ist derjenige Punkt C, dessen Orts-
vektor ro die Gleichung

rcm:/rdm (5.5)
B

erfullt.

Mit (5.4) folgt daraus

rem = HC.
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Der Massenmittelpunkt kann sowohl innerhalb als auch auflerhalb des Korpers
liegen. In einem deformierbaren Korper dndert i. Allg. der Massenmittelpunkt
seine Lage beziiglich des Korpers. Dagegen ist der Massenmittelpunkt eines
starren Korpers ein korperfester Punkt, d.h. ein mit diesem Korper starr ver-
bundener Punkt.

Fiir das statische Massenmoment H¢ beziiglich des Massenmittelpunkts C' er-
halten wir aus (5.3)) mit 7g = r¢ die Beziehung

HC:/(r—rc)dm:/rdm—/rcdm,
B B B

und daraus wegen der Konstanz von r¢o:

HC:/rdm—rc/dm
B B
——

=m

und schliefflich mit der Definitionsgleichung (5.5):

HC® =0, also /
B

(r—rc)dm =0, bzw. /cdsz
B

mit

c=r—rC.

O raumfest; C' i. Allg. bewegt

Abb. 5.3: Relativer Ortsvektor des materiellen Punkts P bzgl. des Massenmit-
telpunkts C.

Damit gilt folgender

Satz 5.5 (Statisches Massenmoment bzgl. Massenmittelpunkt)
Das statische Massenmoment HC eines Korpers, bezogen auf den Massen-
mittelpunkt C, ist gleich dem Nullvektor.
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5.3 Impuls und Drall
Impuls und Drall sind zentrale physikalische Gréflen der Kinetik.

Definition 5.6 (Impuls)
Der Impuls I eines Korpers B ist der durch die Gleichung

I::/'r"pdV:/'Udm (5.6)
% B

definierte physikalische Vektor, wobei 7 = v das Geschwindigkeitsfeld von B und
V die Momentanlage von B zur Zeit t sind.

O (raumfest)

Abb. 5.4: Vektoren zur Berechnung des Impulses.

Im Fall eines Korpers, d.h. stets derselben Materiemenge, ist die Integration
iber den Korper von der Differentiation nach der Zeit unabhéngig; deshalb
diirfen die beiden Operationen in vertauscht werden und man erhélt fir
den Impuls I eines Korpers die Darstellung

I::/Bi"dm: % (/Brdm> = (rcm)'TmT‘c = muc. (5.7)

m=const. fiir einen Korper

Die Beziehung I = mw¢ wird u.a. bei der Herleitung des Massenmittelpunktsat-
zes fiir den Impuls (Abschnitt verwendet. Die Definition (5.6) des Impulses
gilt auch fir materiell offene Systeme, aber die Umformung (5.7) nur fir Kérper.

7



Definition 5.7 (Drall)

Der Drall D eines Korpers B, bezogen auf einen beliebigen (also auch einen
bewegten) Punkt Q, ist der durch die Gleichung

DQ;:/qx(jpdV:/qXQdm:/(r—rQ)X(’f’—’f'Q)dm (5.8)
v B B

definierte physikalische Vektor, wobei q := T — rq der relative Ortsvektor von
P beziiglich @ ist und folglich ¢ = v — r¢q die relative Geschwindigkeit von P
beziiglich @ ist.

Die Definition (5.8)) des Dralls gilt auch fiir materiell offene Systeme.

O (raumfest)

Abb. 5.5: Vektoren zur Berechnung des Dralls.

Zwei wichtige Spezialfille des Dralls:

1. Fir den Punkt O als Bezugspunkt erhalten wir aus (5.8) wegen Q = O,
also mit rg = 0, den Drall

DO::/rxfdm:/rxvdm,
B B

wobei v := 7 das Geschwindigkeitsfeld von B ist.

2. Fiir den Massenmittelpunkt C als Bezugspunkt erhalten wir aus (5.8)
wegen () = C, also mit rg = r¢, den Drall

D¢ = /B(r—rc)><(7'—7“0)'dm:/lgc><c'dm7 (5.9)

wobei ¢ = r — r¢ der relative Ortsvektor von P beziiglich des Massenmit-
telpunkts C' ist und folglich ¢ = 7 — 7¢ die relative Geschwindigkeit von
P beziiglich C ist.
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Satz 5.8 (Drall im Massenmittelpunkt)
Fir einen starren Korper besteht zwischen D und D€ die Beziehung

D° =ro x7em+ D = rox I+ DC. 5.10
C C C ( )

Beweis. Wir formen D, Gleichung (5.9)), mit » = r¢ + ¢ um:
D° :/7' ><7"dm:/(7'c+c) X (rc+c¢)dm
B B

:/rcxfcdm—i—/rcxédm—i—/cxﬁcdm—i—/cxc'dm
B B B B

:rcxrc/dm+rcxi(/cdm)+/cdmx1’*c+/cxédm
B B B B

=m =0 =0 =DC

O (raumfest)

Abb. 5.6: Berechnung des Dralls im Massenmittelpunkt C'.

und erhalten tatsichlich (5.10). ]
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6 Dynamische Grofien

Zu den dynamischen Groflen der Technischen Mechanik gehéren Kraftdichten,
Krifte und Momente. Sie sind physikalische Vektoren. Kraftdichten werden
axiomatisch eingefithrt und in

1. Flachenkraftdichten und
2. Volumenkraftdichten

eingeteilt in Abhéngigkeit davon, ob sich ihre Wirkung auf die Oberfliche S
oder auf die Momentanlage V eines Korpers erstreckt. Mit Hilfe von Flachen-
und Volumenkraftdichten werden Kréfte und Momente definiert. Krafte und
Momente sind messbare Eigenschaften der mechanischen Einfliisse der Aufleren
Umgebung auf den Koérper. Zur Betonung dieser Tatsache werden sie haufig
duflere Kréfte bzw. Momente genannt.

6.1 Kraftdichten, Krafte und Momente

Axiom 6.1 (Existenz einer Flichenkraftdichte)

Es emistiert ein Vektorfeld fs = fs(r), das auf der Oberfliche S eines
Korpers B erkldart ist und die Intensitdt der mechanischen FEinfliisse der
Umgebung auf die Oberfliche darstellt. Es wird Flachenkraftdichte oder
(dufSere) Spannung genannt.

fs=fs(r

0

Abb. 6.1: Flachenkraftdichte auf der Oberfliche eines Korpers.

Axiom 6.2 (Existenz einer Volumenkraftdichte)

Es existiert ein Vektorfeld fv = fv(r), das im Volumengebiet V eines Kor-
pers B erkldrt ist und die Intensitit der mechanischen FEinfliisse der Um-
gebung beziiglich der Momentanlage des Korpers darstellt. Es wird Volu-
menkraftdichte genannt.
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Abb. 6.2: Volumenkraftdichte im Volumengebiet eines Korpers.

Definition 6.3 (Flichenkraft, Volumenkraft)
Das Oberflichenintegral

Fs = / fsd S (S ist die Oberfliche von B ) (6.1)
s
heifit die (auf den Korper wirkende) Flachenkraft und das Volumenintegral
Fy = / fvdV (V ist die Momentanlage von B )
%

heifst die (auf den Korper wirkende) Volumenkraft.

Axiom 6.4 (Additivitdt von Fldchen- und Volumenkriften)
Fldchenkrdfte und Volumenkrifte sind addierbare Vektoren.

Definition 6.5 (Resultierende Kraft)
Der physikalische Vektor

F.=Fs+ Fy (6.2)

wird die resultierende Kraft oder kurz die Resultierende genannt. Sie ist
die gesamte auf den Korper wirkende Kraft.

FEin typisches Beispiel einer Flachenkraft ist die auf die Oberfliche unseres
Korpers wirkende Windkraft.

Ein typisches Beispiel einer Volumenkraft ist die Gewichtskraft eines Korpers
B der Masse m. Sie ist in guter Naherung mit der Schwerkraft identisch und

betragt G = mg bei konstanter Erdgravitationsfeldstirke g in V.

Die Erdgravitationsfeldstéarke ist stets zum Mittelpunkt der Erde gerichtet, und
der Betrag g := ||g|| ist in der Nihe der Erdoberfliche annidhernd konstant. Die
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Messungen von g in Héhe der Meeresoberfliche haben g ~ 9,815 ergeben.

Man beachte, dass g zwar die Einheit der Beschleunigung besitzt, dem Wesen
nach jedoch keine Beschleunigung ist. So gilt z.B. fiir einen ruhenden Klotz
v = 0, deshalb auch a = 0, jedoch G = mg mit g # 0.

v=20

SN S S
G =mg

Abb. 6.3: Klotz unter Einwirkung des Gravitationsfeldes.

Wegen der ndherungsweisen Konstanz von g innerhalb der Momentanlage V von
B gilt:

G:/gpdV:/gdm:mg,
% B

also insbesondere

G:/fVGdV
%

mit der Volumenkraftdichte fv., = pg.

Mit Hilfe von Flichen- und Volumenkraftdichten lassen sich weitere physikali-
sche Vektoren, Momente genannt, definieren.

Definition 6.6 (Moment einer Kraftdichte)
Das Moment M g’? der Flachenkraftdichte fg beziiglich des Punkts Q ist
der durch die Gleichung

MSQ = /S(’I'—’I'Q) X fs ds (63)

definierte physikalische Vektor. Das Moment M‘? der Volumenkraftdichte
fv beziglich des Punkts Q ist der durch die Gleichung

M\?/V(’I"I‘Q)Xf\/dv

definierte physikalische Vektor.
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@)

b)

Abb. 6.4: Moment einer Flachenkraftdichte (a) und einer Volumenkraftdichte

(b).

Definition 6.7 (Resultierendes Moment einer Kraftdichte)
Der Vektor

M® = MZ + M§ (6.4)

heif$t das resultierende Moment der Kraftdichten.

In den Spezialfillen des Bezugspunkts O bzw. C folgt daraus
Moz/rxfsds+/r><fvd1/,
S %
MC:/(r—rc) ><fsd5'+/(r—rc) X fyvdV.
S %

6.2 Dyname einer Kraftdichte

Wir fithren die nachstehenden Uberlegungen fiir Flichenkraftdichten (Spannun-
gen) durch. Die Ergebnisse gelten fiir Volumenkraftdichten entsprechend.

Wir betrachten die skizzierte Spannungsverteilung fs {iber dem Fléchenstiick
AS. Die Resultierende F von fg ist gemaf (6.1):

F=|[ fsd&s, (6.6)
AS

und das auf den Punkt A bezogene resultierende Moment M# ist nach (6.3):
M4 = / (r—mr4) x fgdS. (6.7)
AS

Die Resultierende F', Gl. , besitzt keinen Angriffspunkt, weil sie ein freier
Vektor ist. Im Hinblick auf die grundlegenden Betrachtungen tiber die Newton-
Euler-Bewegungsgesetze, Axiom [7.1] ist es jedoch zweckméaflig, F' an den Be-
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Abb. 6.5: Spannungsverteilung fs.

zugspunkt A des Momentes M zu binden, d.h. den Punkt A zum Angriffs-
punkt von F' zu machen, und die rein dynamische Grofie F', den (geometrischen)
Bezugspunkt A und die dynamisch-geometrische Grofe M4 zu einem Gebilde
zusammenzufassen:

Definition 6.8 (Dyname)
Die an den Punkt A gebundene Resultierende

F = fsdS,
AS

einer Spannungsverteilung fs und das auf den Punkt A bezogene resultierende
Moment

MA:/ (r—ra) x fsdS
AS

von fs bilden zusammen eine dynamisch-geometrische Grifie, welche Dyname
genannt wird und mit (F, A, M) bezeichnet wird. Es heifien F' der Kraftwert,
M* der Momentenwert und A der Angriffspunkt der Dyname (F, A, M4).

AS

Abb. 6.6: Grafische Darstellung einer Dyname.
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Die Dyname (F, A, M4) reprisentiert die auf den Punkt A bezogene dynami-
sche Wirkung der Spannungsverteilung fs. Ist fs gegeben, so ist die Dyname
(F,A, M*) eindeutig bestimmt. Umgekehrt lassen sich zu einer vorgebenen
Dyname unendliche viele Spannungsverteilungen fs konstruieren, deren Resul-
tierenden jeweils gleich F' und deren resultierende Momente jeweils gleich M4
sind.

6.3 Momentenversetzungsgleichung

Ein und dieselbe Spannungsverteilung fg besitzt eine eindeutig bestimmte Re-
sultierende F := [ s JsdS. Dagegen kénnen fiir fg beliebig viele verschiedene
Momente gebildet werden; denn ein Moment héngt i. Allg. vom Bezugspunkt
ab. Zwischen den Dynamen (F, A, M*) und (F, B, M?) derselben Spannungs-
verteilung fs besteht folgender Zusammenhang;:

Satz 6.9 (Momentenversetzungsgleichung)
Zwischen den Dynamen (F, A, M*4) und (F, B, MP) derselben Spannungs-
verteilung fs besteht die Beziehung

M?B = M* + (rp—rg) x F.

Diese Gleichung wird Momentenversetzungsgleichung genannt, das
Moment

Mf = (TA — T‘B) x F (68)

heifst Versetzungsmoment.

Beweis. Wir berechnen zunichst die Momente M4 und M?Z,
MA:/ (T‘—T‘A)stdS,
AS

M*B :/ (r—rp) x fsdS
AS
und erhalten nach seitenweiser Subtraktion

MB—MAZ/ (TA—’I“B)stdS,
AS
sowie daraus wegen der Konstanz von 74 — rp beziiglich S auch
MP —M*A=(ry—r ></ dS = (ra—rp)x F. 6.9
(ra—r7B) Asfs (A B) (6.9)
Somit besteht fiir die Momente M# und M® ein und derselben Spannungsver-
teilung fs die Beziehung
M?B = M* + (rp—rg) x F. [

GemiB der Momentenversetzungsgleichung setzt sich das ,neue® Moment M?Z
aus dem ,alten* Moment M4 und dem Versetzungsmoment zusammen, falls
der Momentenbezugspunkt von Punkt A zum Punkt B verlegt wird.
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Abb. 6.7: Bezugspunkte A und B.

Anmerkung. Die Dynamen fiir Volumenkraftdichten fy werden geauso wie die
Dynamen fiir Flachenkraftdichten fg berechnet. Deshalb gelten die nachste-
henden Betrachtungen iiber Dynamen, Einzelkrédfte und freie Momente sowie
die Momentenversetzungsgleichung auch fiir beliebige Resultierende ge-
méf Gleichung und fiir beliebige resultierende Momente geméfl Gleichung
7 d.h. fiir beliebige fs, fv-Kraftdichteverteilungen.

6.4 Versetzen einer Dyname und Dynameniquivalenz

Die Momentenversetzungsgleichung erlaubt es uns, aus der alten Dyname
(F,A, M*4) die neue Dyname (F, B, MPB) einer fs, fy-Kraftdichteverteilung
direkt zu ermitteln. Dieser Vorgang wird Versetzen der Dyname (F, A, M)
zum Punkt B genannt. Dadurch wird die zumeist umfangreiche Berechnung des
Momentes M ? mittels Integration gemifl Gleichung vermieden. Dabei gilt
die

Regel fiir das Versetzen einer Dyname:
Der Ubergang von einer Dyname (F', A, M4) zu einer Dyname (F, B, M B) ein
und derselben Kraftdichteverteilung geschieht in drei Schritten:

1. Die Kraft F' wird von A nach B parallel verschoben (,versetzt®).

2. Es wird das neue Moment M Z = M4+ M7 mit dem Versetzungsmoment
MZ% = (ra — rp) x F ermittelt.

3. Das neue Moment M? wird im Punkt B ,aufgepflanzt“, und das alte
Moment M4 | geloscht.

Wird insbesondere eine Dyname (F, A, M*) lings der durch den Punkt A und
die Kraft F' bestimmten Geraden versetzt, so hat die neue Dyname (F, B, M P)
wegen (ra —rp) | F, d.h. wegen (ra — rp) X F = 0 den unverédnderten Mo-
mentenwert M B = M#4; dies folgt unmittelbar aus der Momentenversetzungs-
gleichung MZ = M + (rs —rp) x F nach Einsetzen von (ra —rg) x F = 0.
Diese Eigenschaft heifit Linienfliichtigkeit einer Dyname (wobei zu beachten
ist, dass sich der Kraftwert einer Dyname bei einem beliebigen Versetzen nie
andert).
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AS

Abb. 6.8: Versetzungsmoment und Versetzen einer Dyname.

Definition 6.10 (Aquivalenz von Dynamen)

Zwei Dynamen (Fy, A, M*) und (Fy, B, MB), deren Resultierende Fy und F,
gleich sind (Fy = Fy =: F), und deren Momente M* und M®? die Momenten-
versetzungsgleichung MP = MA + (r, —rp) x F erfiillen, heifen dynamisch
dquivalent oder gleich; in Zeichen: (F1, A, M*4) = (Fy, B, MP).

Zwei Dynamen ein und derselben Kraftdichteverteilung haben stets die gleichen
Resultierende, und ihre Momente erfiillen die Momentenversetzungsgleichung.
Deshalb gilt der

Satz 6.11 (Dynameniquivalenz)
Zwei Dynamen ein und derselben Kraftdichteverteilung sind dynamisch
aquivalent.

Die Umkehrung des Satzes gilt nicht: Aquivalenten Dynamen konnen verschie-
dene Kraftdichteverteilungen zugrunde liegen.

6.5 Einzelkrafte und freie Momente

Bei den Dynamen unterscheidet man grundsétzlich zwei Spezialfélle:
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Definition 6.12 (Einzelkraft, freies Mloment)

1. Eine Dyname (F,A,0) =: (F,A) mit verschwindendem resultierenden
Moment, d.h. mit M4 = 0 heifit Einzelkraft. Es heiffen F der Kraft-
wert, A der Angriffspunkt und die durch A und F bestimmte Gerade
die Wirkungslinie der Finzelkraft (F', A).

2. Eine Dyname mit verschwindender Resultierender (0, A, M) =: M heifit
freies Moment.

Die Bezeichnung von M := (0, A, M*) als freies Moment liegt in der Tat-
sache begriindet, dass der Momentenwert M von M vom Bezugspunkt A
unabhiingig ist; denn versetzt man M := (0, A, M*) vom Punkt A zu einem
neuen Punkt B, so gilt wegen F = 0 fiir das Versetzungsmoment M% :=
(ra—mrp)x 0 =0, deshalb auch MZ = M4 40 = M*. Die versetzte Dyname
ist dann (0, B, MB) mit MP = M*, also (0, B, M) = M. Dies bedeutet in
der Tat, dass ein freies Moment M := (0, A, M) vom Bezugspunkt unabhén-
gig ist.

Jede Einzelkraft besitzt ihren Angriffspunkt. Dadurch ist es moglich, Einzel-
krafte grafisch darzustellen.

Beispiel 6.13

Ein moglicher Angriffspunkt der Schwerkraft eines Korpers ist der Schwerpunkt.
Fiir die Gewichtskraft des Korpers ist dies in guter Ndherung ebenfalls ein mog-
licher Angriffspunkt. Ist die Erdgravitationsfeldstirke innerhalb der Moment-
anlage des Korpers konstant, dann fallen Schwerpunkt und Massenmittelpunkt
zusammen. <&

Zur Vereinfachung der grafischen Darstellung schreibt man an den Pfeil, der
eine Einzelkraft représentiert, lediglich ihren Kraftwert; denn die Skizze selbst
gibt uns Auskunft iiber den Angriffspunkt der Einzelkraft. So sind z.B. in der
Abbildung [6.9] drei verschiedene Einzelkrifte (F, A), (F, B) und (F,C) mit
dem gleichen Kraftwert F' skizziert.

Im Hinblick auf die zahlreichen Anwendungen von Einzelkraften in der Mechanik
empfiehlt es sich, in Analogie zum Moment M® = [, o(r —rq) x fsd .S einer
Spannungsverteilung fs das Moment einer Einzelkraft einzufiihren.

Definition 6.14 (Moment einer Einzelkraft)
Das Vektorprodukt

MPB(F,A):=(ra—7p)x F (6.10)

wird das Moment der (im Punkt A angreifenden) Einzelkraft (F, A) beziig-
lich des Punkts B genannt.
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Wirkungslinie der

Wirkungslinie der
Einzelkraft (F, B)

Einzelkraft (F', A)
AN

Wirkungslinie der
Einzelkraft (F,C)

O

Abb. 6.10: Vektoren zur Berechnung des Moments einer Einzelkraft.

Der Vergleich von Gleichung mit Gleichung (6.10]) liefert
MB(F,A) =M%,

d.h. das Moment M B (F, A) der Einzelkraft (F, A) beziiglich des Punkts B ist
gleich dem Versetzungsmoment M ¥ := (r4 — r5) x F, wobei in der letzten
Beziehung die Resultierende F', Gleichung (6.2)), keinen Angriffspunkt besitzt.

Versetzt man eine Einzelkraft (F', A), d.h. die Dyname (F, A, M4) mit M4 :=
0, vom Angriffspunkt A zu einem neuen, beliebigen Angriffspunkt B, so ge-
winnt man die Dyname (F, B, M?) mit dem Momentenwert MZ = 0+ Mf =
(ra—rp) x F = MB(F,A).

Dies bedeutet: Beim Versetzen einer Einzelkraft (F', A) zu einem neuen, be-
liebigen Angriffspunkt B ist der neuen, in Punkt B angreifenden Kraft (F, B)
das Versetzungsmoment M ¥ hinzuzufiigen (das gleich dem Moment M (F, A)
der Einzelkraft (F', A) bzgl. B ist). Versetzt man insbesondere eine Einzelkraft
(F, A) lings ihrer Wirkungslinie, so liegt der neue Angriffspunkt A* auf die-
ser (unverénderten) Wirkungslinie, folglich ist (ra — 7 %) || F, also M A%
Mﬁ‘* = (ra — 7, ) x F = 0. Die neue Dyname ist dann (F', A*,0), also eben-
falls eine Einzelkraft, und die beiden Einzelkrifte (F', A) und (F', A*) sind gleich:
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Abb. 6.11: Versetzen einer Einzelkraft.

(F,A) = (F, A*). Das Moment M von (F, A*) ist gema8 (6.10):
MB(F,A*) = (’I"A*—T‘B) x F = (TA* —’I”A-i-’l"A—'I“B) x F
=k —ra)xF+(ra—rp)x F
=0+ MP(F,A).
Somit bleibt das auf ein und denselben Punkt bezogene Moment einer Einzel-
kraft beim Versetzen dieser Einzelkraft langs ihrer Wirkungslinie unverédndert.

Diese Eigenschaft wird Linienfliichtigkeit einer Einzelkraft genannt. Demnach
ist jede Einzelkraft linienfliichtig.

6.6 Einteilung der Dynamen
Die (duBeren) Kréifte werden in

1. eingeprigte Krifte und

2. Reaktionskrifte eingeteilt.

Reaktionskrifte rithren von den geometrischen Bindungen des Korpers her.
Die Reaktionskrifte werden entweder aus den Gleichgewichtsbedingungen oder
aus den Bewegungsgleichungen ermittelt.

Eingepriagte Krifte sind durch physikalische Gleichungen, Kraftgleichun-
gen genannt, gegeben.

Beispiele:
Die Haftkraft ist eine Reaktionskraft. Sie wird deshalb im Fall der Statik aus
den Gleichgewichtsbedingungen und im Fall der Kinetik aus den Bewegungsglei-
chungen ermittelt. Haften ist gewéhrleistet, wenn die ermittelte Reaktionskraft
H betragsméfig nicht grofler als die Grenz-Haftkraft Hy ist, wobei fir Hy die
Beziehung

Hy = pgN mit N > 0,
gilt. Hier ist IV die Normalkraft und po heifit Grenz-Haftzahl. Sie wird aus Ver-

suchen ermittelt und hangt im wesentlichen vom Material und dem Zustand der
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Eingeprégte Krifte Reaktionskrafte

Gewichtskraft G = mg Normalkraft N
Reibkraft R = uN Haftkraft H
Federkraft F' = cA/ Lagerreaktionskrafte

Auftriebskraft A = _’YMVBﬁ = pmVBg
Widerstandskraft W = —ﬁ(ao +ar||v|| + ... + anljv]|™)

Tab. 6.1: Einteilung der Dynamen.

Beriihrflichen der aneinanderhaftenden Kérper ab. Die Grenz-Haftzahl hangt
nicht von der Grofle der Berithrungsfliche und nicht von der Grofle der Kraft
N ab.

Die Haftbedingung lautet also
|H| < Hy.

Gilt o = const. in alle Richtungen der Beriihrebene, dann bestimmt pg einen
Haftkegel, dessen Offnungswinkel o durch tan S = po gegeben ist. Die resultie-
rende Berithrungskraft aus H und N muss im Haftkegel liegen, um Haften zu
gewahrleisten.

Im Fall |H| > Hy tritt Bewegung zwischen den Bertihrkoérpern auf. In diesem
Fall liegt eine Reibkraft R als eingepriagte Kraft vor, und es gilt dann R = uN
mit p < po.

Abb. 6.12: Haftkegel fiir den Klotz auf einer Beriihrebene.
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7 Dynamische Axiome der Mechanik

In den vorangegangenen Kapiteln haben wir fiir einen Kérper B die zwei grund-
legenden massenkinematischen Grofien

a) den Impuls

I::/f‘dm:/vpdV,
B %

b) den auf einen raumfesten Punkt bezogenen Drall

DO::/rxrdm:/rxvpdV,
B v

sowie die zwei grundlegenden dynamischen Gréfien

a) die resultierende Kraft

F:/stds+/vadv

B) das auf O bezogene resultierende Moment

MOZZ/TstdS+/TvadV
S 1%

definiert, wobei V die Momentanlage und S die Momentanoberfliche von
B zur Zeit t sind.

Zwischen diesen Groflen bestehen zwei fundamentale Beziehungen, Newton-
Eulersche Bewegungsgesetze genannt.

7.1 Impulsgesetz und Drallgesetz

Axiom 7.1 (Newton-Eulersche Bewegungsgesetze)

Fiir jede beliebige Bewegung eines Korpers in einem Inertialsystem gel-
ten die nachstehenden, voneinander unabhdingigen, dynamischen Bilanzglei-
chungen:

1. das Impulsgesetz
I=F (Newton, 1686), (7.1)

wonach die zeitliche Ableitung des Impulses I gleich der (duferen)
resultierenden Kraft F' ist, und

2. das Drallgesetz
D = M© (Euler, 1775),

wonach die zeitliche Ableitung des Dralls D© gleich dem (duperen)
resultierenden Moment MO ist; hier ist O ein im Inertialraum ru-
hender (also raumfester), aber sonst beliebiger Bezugspunkt.
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Anmerkungen:

1.

7.2

Die Newton-Eulerschen Gesetze I = F und D? = M© werden axio-
matisch eingefiihrt, d.h. als Grundtatsachen, die auf irgendwelche ur-
spriinglichere Aussagen nicht mehr zuriickzufiihren sind. Sie sind deshalb
physikalische Axiome, und stehen am Anfang mechanischer Untersuchun-
gen. Trotz ihrer Unbeweisbarkeit sind die aus ihnen gewonnenen Aussagen
durch wissenschaftliche Erfahrung und durch physikalische Experimente
hinreichend bestétigt. Deshalb wird die Giiltigkeit der Newton-Eulerschen
Gesetze im Rahmen der klassischen Mechanik als gesichert angesehen.

Die Newton-Eulerschen Gesetze I = F und D© = M© sind zunéchst fiir
Korper (d.h. materiell geschlossene Systeme) formuliert. Durch geeignete
Umformungen koénnen sie auch auf materiell offene Systeme iibertragen
werden (z.B. in der Stromungsmechanik).

Die Newton-Eulerschen Gesetze I = F und D© = MO gelten fiir alle
Korper, und zwar unabhéngig von irgendwelchen speziellen Eigenschaf-
ten dieser Korper, wie z.B. Festigkeitseigenschaften, elektrische oder ther-
mische Leitfahigkeit etc. Somit gehoren sie der Klasse der universellen
Gleichungen an.

Die Existenz eines Inertialraumes und der Inertialzeit ldsst sich nicht nach-
weisen, weil diese Begrife axiomatisch eingefiihrt wurden. Die Einfithrung
dieser Begriffe lisst sich jedoch durch eine gute Ubereinstimmung experi-
menteller Ergebnisse mit den rechnerischen Losungen durchaus rechtferti-
gen. Die Wahl eines geeigneten Inertialraumes und des mit ihm fest ver-
bundenen Inertialsystems richtet sich nach der Problemstellung. Werden
z.B. dynamische Probleme von Kérpern auf der Erdoberflédche betrachtet,
so kann héufig ein mit der Erdoberfliche fest verbundenes Koordinaten-
system als Inertialsystem aufgefasst werden. Werden dagegen die auf die
Erde wirkenden Kréifte und die Erdbewegungen unter dem Einfluss dieser
Kréfte untersucht, dann ist die Erde kein Inertialsystem mehr. In diesem
Fall ist es aber zuldssig und zweckméBig, die Sonne als ein Inertialsys-
tem zu wahlen. Die Richtigkeit der Wahl eines Inertialsystems kann erst
nachtréglich durch Vergleich der gewonnenen rechnerischen Losungen mit
experimentellen Ergebnissen bestétigt werden.

Die Newton-Eulerschen Gesetze I = F und D° = M© gelten nicht nur
flir einzelne Korper, sondern auch fiir beliebige Teile von Koérpern, wenn
man die durch Abtrennung von Teilen verlorenen mechanischen Einfliisse
nach dem Eulerschen Schnittprinzip, Axiom [7.2] durch die entsprechende
Fliachenkraft- und Volumenkraftdichten (bzw. die dynamisch dquivalenten
Krafte und Momente) ersetzt.

Schneiden, Freischneiden, Eulersches Schnittprinzip

Bei unseren bisherigen Betrachtungen tiber Kraftdichten, Krafte und Momente
haben wir stillschweigend angenommen, dass die betrachteten Kérper von ih-
rer Umgebung mechanisch vollstdndig abgetrennt werden. Meistens stehen aber
Korper mit den sie umgebenden Gegenstidnden in Kontakt. Bevor wir also an
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diesen Korpern Kraftdichten ansetzen, miissen wir diese Kérper von den sie um-
gebenden Gegenstianden abtrennen.

! = fs_;a Y

ANNNNNN\\N

Abb. 7.1: Schneiden eines masselosen Balkens.

Eine grundsétzliche Auskunft iber die Moglichkeit solcher Trennvorgénge liefert
das nachstende

Axiom 7.2 (Eulersches Schnittprinzip)

Jeder Koérper kann von seiner Umgebung mechanisch abgetrennt werden.
Ebenso kann jeder Teil des Korpers von seinem Rest mechanisch abgetrennt
werden. Die durch das Abtrennen verlorenen mechanischen FEinflisse wer-
den durch die entsprechenden Fldachenkraft- und Volumenkraftdichten bzw.
die dynamisch dquivalenten Krifte und Momente ersetzt.

Zwecks einer sprachlichen Vereinfachung ist es sinnvoll, die nachstehenden Be-
griffe einzufiihren.

Definition 7.3 (Schneiden)

Ein in Gedanken vollzogener Vorgang, durch den ein Korper bzw. ein Teil des
Korpers von seiner Umgebung teilweise abgetrennt wird, nennt man Schneiden.
Eine in Gedanken vollzogene, vollstindige Trennung eines Kérpers bzw. eines
Teils des Korpers von der Umgebung nennt man Freischneiden.

Durch Schneiden bzw. Freischneiden wird das System ,,Kérper-Umgebung® ver-
dndert. Die dadurch verlorenen mechanischen Einfliisse stellt man mit Hilfe von
Kraftdichten bzw. dynamisch dquivalenten Kréaften und Momenten wieder her.

Anmerkung. Das Eulersche Schnittprinzip gilt auch im Fall materiell offener
Bereiche.

Beispiel 7.4 (Schneiden eines Korpers)
Zur Veranschaulichung des Schneidens betrachten wir den in Abbildung
skizzierten Korper B, der von seiner Umgebung an seiner Obrfliche S freige-
schnitten wurde. Die (mit S identische) Schnittflache ist gestrichelt skizziert.

Der mechanische Einfluss der duleren Umgebung auf den Koérper ist durch die

Fliachenkraftdichte (= Spannungsfeld) fs und durch die Volumenkraftdichte fv
reprasentiert.
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Abb. 7.2: Schneiden eines Korpers.

In zahlreichen mechanischen Betrachtungen ist es notwendig, den Koérper B in
zwel Teilkérper By und Bs zu zerlegen, wie dies in Abbildung durch Schnei-
den von B an der Schnittfliche S geschehen ist. Der Teilkdrper B; hat das
Volumengebiet V; und die Oberflache S; U S.

Dementsprechend hat der Teilkérper Bs das Volumengebiet V5 und die Oberfla-
che S,US. Den durch das Schneiden an der Schnittfliche S verlorengegangenen
mechanischen Einfluss von By auf B; ersetzen wir durch das Vektorfeld der
Schnittspannungen ") und den Einfluss von B; auf By ersetzen wir durch das
Vektorfeld der Schnittspannungen £(2). <&

Axiom 7.5 (Cauchysches Spannungsprinzip)

Der Spannungsvektor in einem Punkt der Schnittfiiche ist nur vom Ort
und der Zeit sowie dem Normalenvektor in dem Punkt der Schnittfldche
abhdngig.

Eine Abhédngigkeit von anderen geometrischen Gréflen, bspw. der Schnittfla-
chenkrimmung, wird damit ausgeschlossen. In Abschnitt werden wir bewei-
sen, dass die Schnittspannungen linear vom Normalenvektor abhéngen und die
Beziehung () = —t(2) (,actio = reactio®) gilt.
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8 Dynamische Siatze der Mechanik

Mit Hilfe des Impuls- und Drallgesetzes ergeben sich die in diesem Kapitel zu-
sammengefassten Sétze.

8.1 Gegenwirkungssatz

Geméfl dem Cauchyschen Spannungsprinzip ist das Spannungsvektorfeld einer
Schnittfliche neben dem Ort und der Zeit auch vom Normalenvektorfeld der
Flidche abhingig. Wir werden im Folgenden zeigen, dass die Schnittspannungen
linear vom Normalenvektor abhdngen. Der Spannungstensor vermittelt die
lineare Abbildung zwischen dem Normalenvektor und den Schnittspannungen.

Satz 8.1 (Existenz des Spannungstensors (Satz von Cauchy))

Zu einer Schnittfliche sei t das Vektorfeld der Schnittspannungen. Dann
existiert ein eindeutiges Feld o von Tensoren 2. Stufe, so dass in jedem
Punkt der Schnittfliche

t=0c-n

mit dem Normalenvektor n der Schnitifiiche gilt. Das Tensorfeld o heifit
Spannungstensorfeld.

Abb. 8.1: Spannungsvektoren am Tetraeder.

Beweis. Zu einem festen Zeitpunkt ¢ und fiir einen festen materiellen Punkt
P € B mit Ortsvektor r in der Momentankonfiguration betrachten wir das in
Abbildung [8-1] skizzierte Tetraeder W C V mit Hohe ¢ und der eingezeichneten
Lage des materiellen Punkts. Wegen limy_,o % = 0 (das Volumen Vol(.)
geht in dritter Potenz mit ¢ gegen null, die Fliche F1(.) nur in zweiter Potenz)),
folgt aus dem Impulsgesetz, dass auch

-~ faw tr,t,n)ds _

£—0 Fl(&W)
gilt. Gemafl dem Mittelwertsatz der Integralrechnung existieren Punkte mit
Ortsvektoren z, z;, i = 1,...,3, auf den Tetraederflichen, so dass
faW t(r,t,n)ds 1 3
= t(z,t,n)F1(X t(z;,t,—m;)F1(X;) |,
W)~ Ty (1 R+ D te ) FIS)
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wobei —n,; der nach auflen gerichtete Normalenvektor von X; in z; ist. Auf der
rechten Seite der Gleichung ergibt sich

FI(S) ORI
W Fiiayyy — @ 7 O und lim gy = naes

wobei n = n;e; der Grenzwert des Normalenvektors ist, da Y; die Projektionen
von X ldngs der Basisvektoren sind. Damit liefert der Grenziibergang ¢ — 0:

3
0=t(r,t,n)a+ Z angt(r,t, —e;),
i=1

also

3 3
t(r,t,n) = — Znit(r,t, —e;) = Znit(r,t,ei).
i=1 i=1

Setzt man nun o (r,t) := Z?:1 t(r,t, e;)®e;, so leistet o (r, t) das Gewiinschte.ll

Korollar 8.2 (Gegenwirkungssatz fiir Spannungen)
Fir die in einem Punkt einer Schnitifiiche eines Kérpers wirkenden
Schnittspannungen t) und t2) gilt die Beziehung

t1) = 42 (8.1)

Beweis. Da der Spannungstensor nur von dem gewéhlten Punkt auf der Schnitt-
flache abhéngt, haben beide Schnittspannungen den gleichen Spannungstensor
0. Die Normalenvektor haben den gleichen Betrag, aber entgegengesetzte Rich-
tung: nV) = —n(®) . Damit gilt fiir die Schnittspannungen:

t(l) =0 - n(l) =0 - (_n(2)) = —0 - n(2) o —t(2). -

Anmerkung. Es lasst sich zeigen, dass der Gegenwirkungssatz auch an Schnitt-
flichen materiell offener Bereiche gilt.

Der Gegenwirkungssatz ist in der Literatur unter dem Namen ,,Drittes Newton-
sches Gesetz“ bekannt.

Korollar 8.3
Fiir die Schnittkrifte

FY .= / tWdS und F® = / t?Pds
S S
gilt die Beziehung
FO = _F®  (Gegenwirkungssatz fiir Schnittkrifte) (8.2)

und fir die Schnittmomente

M9! ::/(r—rQ) x tMd S und M?? ::/(r—rQ) xt?ds
s 8
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die Beziehung

M@l = —M@?  (Gegenwirkungssatz fir Schnittmomente).  (8.3)

Gleichungen (8.1)), (8.2) und (8.3) werden kurz als ,actio=reactio® bezeichnet.

8.2 Satze fiir den Massenmittelpunkt

Satz 8.4 (Massenmittelpunktsatz fiir den Impuls)
Fiir jeden Kérper gilt die Beziehung

mic = F, (8.4)

wonach das Produkt der Masse m des Korpers und der Beschleunigung ¥¢
des Massenmittelpunkts C' gleich der resultierenden Kraft F' ist.

Beweis. Fir einen Korper gilt m =const. und fiir den Impuls dieses Korpers

gilt geméaf :
I = mve = mre.

Dies, nach der Zeit differenziert, liefert
I = (mr¢) = mic.

m=const.
und damit folgt aus dem Impulsgesetz I = F der Massenmittelpunktsatz fiir

den Impuls(8.4). [ |

Anmerkung. Der Massenmittelpunktsatz m#c = F gibt nur Auskunft {iber
die Beschleunigung des Massenmittelpunkts C' des Korpers. Da C i. Allg. kein
korperfester Punkt ist, stellt die Funktion ro = r¢(¢) i. Allg. keine materielle
Bewegung dar.

Aus dem Massenmittelpunktsatz m#c = F folgt als Spezialfall der

Satz 8.5 (Gleichformige Bewegung kraftefreier Korper)
Der Massenmittelpunkt C eines krdftefreien Korpers bewegt sich gleichféor-
mig, d.h. geradlinig und mit konstanter Geschwindigkeit.

Beweis. Wegen der Kriftefreiheit gilt F' = 0. Damit folgt aus m#c = F', Glei-
chung (8.4)), die Beziehung

o =0,
und daraus nach Integration

rc=Aund rc =At+ B (8.5)
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mit den Integrationskonstanten A, B. Nach Einsetzen der Anfangsbedingungen
ro(t=0) =:vound ro(t =0) =7y

folgt dann A = vy und B = r( und damit aus :
o = vo und ro = vot + 9. (8.6)

Dies bedeutet, dass sich der Massenmittelpunkt C' des kraftefreien Korpers auf
der Geraden r¢ = 1o + vot (¢t Parameter) mit der konstanten Geschwindigkeit
vo bewegt. |

’U()t Vo

r
0, 7o

O

Abb. 8.2: Gleichférmige Bewegung des Massenmittelpunkts C.

Anmerkung. Die Aussage iiber eine gleichférmige Bewegung des Massen-
mittelpunkts C' eines kriftefreien Korpers stimmt iiberein mit dem Inhalt des
Galileischen Trégheitsprinzips, Axiom [2:2] wonach eine gleichférmige Bewegung
eines kriftefreien Massenpunkts axiomatisch postuliert wird. Damit wird nach-
traglich bestétigt, dass die Definition des Impulses I := vadm, Gl ,
widerspruchsfrei zum Galileischen Tragheitsprinzip gewahlt wurde.

Das Drallgesetz D° = M© wurde axiomatisch fiir einen raumfesten Punkt
O postuliert. Es behilt seine Form beim Ubergang von O zu dem (i. Allg.
bewegten) Massenmittelpunkt C' bei.

Satz 8.6 (Massenmittelpunktsatz fiir den Drall)
Bezogen auf den Massenmittelpunkt C gilt:

D¢ = M¢ (8.7)
mit
D¢ = / cxcedm
B
und

Mcz/cxfsd5+/c><fvdV
S %
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O raumfest; C' i. Allg. bewegt

Abb. 8.3: Berechnung des Dralls bzgl. des Massenmittelpunkts C'.

Beweis. Zwischen D und D¢ besteht die Beziehung
D® =rc x 7em + DC.
Dies nach der Zeit differenziert, ergibt

DO:’f'fo’cm+7’cX’i;Cm+DC. (88)
=0

Wir formen M€, Gl. (6.5), mit Hilfe von © = r¢ + ¢ wie folgt um:

MO = /(rc+c)xfgdS+/(rc+c)><fvdV

/fsd5+/fvdv /cxfst—i—/chfvdV

=:MC
Dies mit (| in das Drallgesetz D© = MO eingesetzt, ergibt
ro X (rcm F) +DC MC
—_———
~o. &1
also tatsichlich D¢ = MC. [ |

Anmerkung. Sowohl das Impuls- und Drallgesetz als auch die beiden auf den
Massenmittelpunkt bezogenen Sétze lassen sich so formulieren, dass sie rein
formal den aus der Statik bekannten Gleichgewichtsbedingungen (vgl. Abschnitt
entsprechen. Bezogen auf den Massenmittelpunkt ergibt sich bspw.

F —m7vc =0,
M - DC =0,

Die Bewegungsgleichungen werden dann so ermittelt, dass mit einem Freischnitt
analog zur Statik begonnen wird, in den dann zusétzlich als sog. ,, Triagheitsreak-
tionen“ die Tragheitsterme in negativer Beschleunigungsrichtung eingezeichnet
werden. Dieses Vorgehen bei der Auswertung des Impuls- und Drallgesetzes bzw.
der Sétze fiir den Massenmittelpunkt wird in der Literatur haufig als ,, Prinzip
von d’Alembert“ bezeichnet. Wir werden den Verweis auf d’Alembert hier nur
fiir den Freischnitt ibernehmen und von einem Freischnitt geméf (oder im Sinne
von) d’Alembert sprechen.
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Beispiel 8.7 (Feder-Masse-Dampfer-System)

FEin Beispiel moge die unterschiedlichen Vorgehensweisen erldutern. Betrachtet
wird das in Abb. 84 skizzierte System bestehend aus einem starren Korper
der Masse m, der reibungsfrei auf einer Unterlage gleitet, einem geschwindig-
keitsproportionalen Ddmpfer (Dampferkonstante k) und einer linear-elastischen
Feder (Federkonstante c), die fiir z = 0 entspannt sei. Die Variable x misst
dabei die Auslenkung des Massenmittelpunkts, in dem zusétzlich eine duflere
Kraft F(t) angreift.

k
M= m
I F (1: ) N
c ‘ T
AN A
2
z—0 keine Reibung

Abb. 8.4: Feder-Masse-Dampfer-System.

Abb. a) zeigt den Freischnitt im iiblichen Sinne und Abb. b) den Frei-
schnitt gemafl d’Alembert, also mit Darstellung der Trégheitsterme.

kd mg kz mg
F(t) i F'(t)
) N b) L

Abb. 8.5: Freischnitt (a) und Freischnitt gemaf d’Alembert (b) des Feder-Masse-
Déampfer-Systems.

Die Auswertung des Massenmittelpunktsatzes fiir den Impuls m#c = F liefert

[nﬂ _ [F(t;v_kqi ; cx} .

Wird hingegen der Freischnitt geméfl d’Alembert, Abb. b), wie in der Statik
ausgewertet, dann ergibt sich

—: —mi — ki —cx+ F(t) =0,
TN —mg=0.
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Offenbar erhélt man in beiden Féllen die Bewegungsgleichung
mi + ki + cx = F(t)

und die Zwangsbedingung N = mg. <&

8.3 Impuls- und Drallgesetz im bewegten Bezugssystem

Wir kénnen in die Definitionsgleichungen fiir Impuls und Drall die Darstellung
der Bewegung und der Geschwindigkeit im bewegten Bezugssystem einsetzen.
Damit lassen sich dann nicht nur das Impuls- und Drallgesetz im bewegten
Bezugssystem formulieren, sondern auch die Massenmittelpunktsétze aus Ab-
schnitt

€1

Abb. 8.6: Ortsvektoren eines materiellen Punkts im raumfesten und im bewegten
Bezugssystem.

Wird Gl. (2.24)) fir die Relativgeschwindigkeit in die Definition (5.6 des Im-
pulses eingesetzt, dann ergibt sich:

I:/Bvdm:/g(im(t)—&—wxf(t)+i§i(t)éi(t))dm
:f'A(t)m—i—waA—i—Irel,

wobei H# das statische Moment bezogen auf den Ursprung des bewegten Be-
zugssystems ist und der Impuls im Relativsystem durch

Ircl:/vrcldm
B

gegeben ist. Bei der Ableitung des Impulses nach der Zeit ist zu beachten, dass
H* und I, Vektoren im bewegten Bezugssystem sind und die zeitliche Ande-
rung der Basisvektoren daher bei der Ableitung zu beriicksichtigen ist. Da es
zweckméaBig ist, die entsehenden Ausdriicke mit Hilfe des Massenmittelpunkts
zu vereinfachen, bietet es sich an, als Ausgangspunkt direkt den Massenmittel-
punktsatz fiir den Impuls zu verwenden und dort die Beschleunigung gem.
Gl fiir den Massenmittelpunkt im bewegten Bezugssystem einzusetzen.
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Es ergibt sich dann der Massenmittelpunktsatz fiir den Impuls im bewegten
Bezugssystem:

Satz 8.8 (Massenmittelpunktsatz fiir den Impuls, bew. Bezugss.)
Fiir ein bewegtes Bezugssystem lautet der Massenmittelpunktsatz fiir den
Impuls

m(Fa(t) + a x Fo(t) +w x (w X Fo(t)) + 2w X vorel + acrel) = F.

Darin bezeichnen Tc, Vcyrel, @cre den Ortsvektor sowie die Vektoren
der Relativgeschwindigkeit und der Relativbeschleunigung des Massenmit-
telpunkts C' im bewegten Bezugssystem.

In einem bewegten Bezugssystem treten daher Tragheitsterme bedingt durch die
Fithrungsbeschleunigung, die Coriolisbeschleunigung und die Relativbeschleuni-
gung auf. Verschwinden die Fiithrungsbeschleunigung und die Coriolisbeschleu-
nigung, so ist der Massenmittelpunktsatz im bewegten Bezugssystem mit dem
im raumfesten Bezugssystem formal identisch. Bewegt sich das Bezugssystem
so, dass die Drehgeschwindigkeit (und damit auch die Drehbeschleunigung) des
bewegten Bezugssystems verschwinden und der Bezugspunkt gegeniiber dem
Inertialsystem nicht beschleunigt wird, so verschwinden auch die durch die
Fithrungsbeschleunigung und die Coriolisbeschleunigung hervorgerufenen Trag-
heitsterme. Gegeniiber dem raumfesten Bezugssystem kann daher im bewegten
Bezugssystem

1. der Bezugspunkt zu einem festen Zeitpunkt um einen Vektor verschoben
sein,

2. der Bezugspunkt sich dann mit konstanter Geschwindigkeit bewegen,

3. das System der Basisvektoren des bewegten Bezugssystems um eine zeit-
lich konstante Drehung gegeniiber dem raumfesten Bezugssystem verdreht
sein,

ohne dass im Massenmittelpunktsatz fiir den Impuls zusétzliche Tragheitsterme
auftreten. Beziehen wir ferner noch die Zeitmessung mit ein, so kann zwischen
beiden Bezugssystemen ein Zeitversatz T existieren, ohne dass zusétzliche Trag-
heitsterme hervorgerufen werden. Zwischen dem Ortsvektor 7(t) des raumfesten
und dem Ortsvektor 7#(t — 7) des bewegten Bezugssystems vermittelt dann die
Transformation

rt)=T (va - (t—7)+ra+7(t—r1)),

wobei die Verdrehung durch die Drehmatrix T" reprasentiert wird. Diese Trans-
formation hat zehn Parameter (drei Komponenten der Verschiebung 74, drei
Verdrehwinkel, z.B. Euler-Winkel in der Drehmatrix T', drei Komponenten der
konstanten Geschwindigkeit v sowie den Zeitversatz 7). Man bezeichnet sie
als Galilei-Transformation. Unterscheiden sich zwei Bezugssysteme und Be-
zugszeiten nur durch eine Galilei-Transformation, dann sind sie inertial (also
bzgl. der Tragheit) dquivalent. Der Massenmittelpunktsatz fiir den Impuls gilt
somit unverdndert fiir die im jeweiligen Bezugssystem gemessene Beschleuni-
gung des Massenmittelpunkts. Man sagt dazu auch, dass er invariant unter
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Galilei-Transformationen ist.

Beispiel 8.9
1. Bewegung eines Massenpunkts entlang einer pendelnden Koppel
Wir wollen die Bewegungsgleichung fiir den Massenpunkt bestimmen, der
sich im Schwerefeld entlang einer pendelnden Koppel bewegt. Die Winkel-
geschwindigkeit ¢ der Pendelbewegung sei konstant und vorgegeben.

Q
o

<

Abb. 8.7: Bewegung eines Massenpunkts entlang einer pendelnden Koppel im
Schwerefeld.

Hierzu verwenden wir wieder einen Freischnitt geméafl d’Alembert, in den
alle Trégheitsreaktionen eingezeichnet werden, vgl. Abb Diese erge-
ben sich (vgl. Beispiel unter Beachtung von ¢ = 0 aus der Fiih-
rungsbeschleunigung ap = —¢*(%€, + ré,), der Coriolisbeschleunigung
ACor = —Qfgbéy und der Relativbeschleunigung a,. = 7é,. Die Rich-
tung der Fiithrungsbeschleunigung ergibt sich nach Vektoraddition als die
Richtung der Verbindungslinie von P zum Lagerpunkt O.

Die Auswertung des Freischnitts erfolgt zweckmaéfigerweise im bewegten
A, é,, é,-Bezugssystem, da sich dann in Z-Richtung die Bewegungsglei-
chung und in §-Richtung die Zwangsbedingung ergibt. Gemafl d’Alembert
erhalten wir:

in Z-Richtung: — mZ + m@?% — mgsinp =0

in §-Richtung: — N + mgcos ¢ + mr@? + 2mgpi = 0
Die Bewegungsgleichung ist eine gewohnliche Differentialgleichung zweiter

Ordnung. Die Normalkraft N ist variabel und vom Bewegungszustand
abhingig.

2. Wirkung der Coriolisbeschleunigung

FEin erdfestes Bezugssystem ist ein bewegtes Bezugssystem. In ihm erfahrt
jeder Korper, der sich nicht exakt in Richtung der Erdachse bewegt, eine
Coriolisbeschleunigung. Wir betrachten die Wirkung der Coriolisbeschleu-
nigung auf einen Massenpunkt im Rhein bei Karlsruhe. Wir nehmen an,
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Abb. 8.8: Freischnitt des Massenpunkts nach d’Alembert.

dass der Rhein genau in Richtung Norden fliefit und rechnen vereinfachend
mit einer konstanten Flielgeschwindigkeit v. Das bewegte Bezugssystem
ist das erdfeste A, €., €,, €,-Bezugssystem, wobei die é,-Richtung zum
Léangenkreis von Karlsruhe zeigt und die €,-Achse nach Norden ausgerich-
tet ist, vgl. Abb. Die Coriolisbeschleunigung ist acor = 2w X D¢ re1, mit
w = weé,, der Vektor der Relativgeschwindigkeit verlduft tangential an den
Langenkreis (Fliefrichtung Norden) und ist 9¢ re1 = —v sin p€,+v cos €.
Die Auswertung des Vektorprodukts liefert dann

acor = —2wusing(é, x é,) = 2wvsin pé,

Die Coriolisbeschleunigung verlduft daher tangential zum Breitenkreis in
Richtung Westen, ihre Trégheitswirkung im Sinne d’Alemberts weist nach
Osten. Sie bewirkt bspw. einen grofleren Sedimentabbau am Ostufer im
Vergleich zum Westufer des Rheins.

<&

Wir wenden uns nun dem Drall zu. Fiir den Drall beziiglich eines raumfesten
Punkts O kénnen wir unter Verwendung des Ortsvektors # und des Geschwin-
digkeitsvektors v, der Relativbewegung des materiellen Punkts P im mit A
mitbewegten Bezugssystem

DO:/rxvdm:/(rA—i—?’)x(vA—l—wa—i—vrel)dm
B B

schreiben. Die Vektoren r4, v4 und w bezeichnen hierbei den Ortsvektor und
den Geschwindigkeitsvektor von A sowie die Drehgeschwindigkeit des bewegten
Bezugssystems bezogen auf das raumfeste Bezugssystem. Wir multiplizieren im
Integranden aus und berechnen sdmtliche Terme unter Einfithrung des Massen-
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W

Breitenkreis

Aquator Léngenkreis

Abb. 8.9: Erdfestes bewegtes Bezugssystem.

mittelpunkts:

/rAx(vA+wa+vrel)dm:rAx/(vA+w><1’+’vrel)dm
B B

=74 X (V4 +w X Fo+Vore)M=T4 X VoM

/vaAdm:/deva:mfcva
B B

/Fx(wxf—i—'urel)dm::DA
B

Dabei ist veo die Geschwindigkeit des Massenmittelpunkts im raumfesten Be-
zugssystem und D4 der Drall beziiglich des Bezugspunkts des bewegten Be-
zugssystems. Insgesamt erhalten wir somit

D® =7, x vem + Fo x vam + DA,

Fiir das Drallgesetz wird die zeitliche Ableitung dieses Ausdrucks bendétigt. Es
ergibt sich zunéchst

D° =vga Xvem—+1ra X acm+’l;’;c X vam + To X aAerDA.

Wegen ve = v4 + ¢ kann im dritten Term 7 durch ve — v4 ersetzt werden:
o xvam = (vo —va) X vam = (vo X V4 — 0)m = —v4 X VoM.

Der dritte Term hebt sich also mit dem ersten heraus, und es verbleibt
D° =7rys Xacm+ To X aAm+DA.

Drallgesetz, Momentenversetzung und Massenmittelpunktsatz fiir den Impuls
liefern nun
rA X acm + o X aAm—i-DA = D% = M°
=M*+ry,xF

:MA—i—rA X mac.
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Hier hebt sich der erste Term auf der linken Seite mit dem letzten Term auf der
rechten Seite auf. Es verbleibt daher

o x aam + D4 = M4,

Wir erhalten damit den Drallsatz fiir einen bewegten Bezugspunkt:

Satz 8.10 (Drallsatz fiir einen bewegten Bezugspunkt)
Beziiglich eines bewegten Punkts A gilt

fc xaAm+DA=MA~

Darin ist #¢ der Ortsvektor von A zum Massenmittelpunkt C' und a4 die
Absolutbeschleunigung von A.

Korollar 8.11
Gilt fiir einen bewegten Punkt A

1. A=C (A fallt mit dem Massenmittelpunkt zusammen),
2. as =0 (Der Bezugspunkt bewegt sich unbeschleunigt) oder
3. fc H aap,

dann ist DA = M#.

Beweis. In allen drei Féllen verschwindet das Vektorprodukt 7 X a 4. |

Der erste Fall des Korollars ist mit der Aussage des Massenmittelpunktsatzes
fir den Drall identisch. Der zweite Fall des Korollars besagt, dass auch das
Drallgesetz invariant in unbeschleunigten Bezugssystemen (also unter Galilei-
Transformationen) ist und daher in Einklang mit dem Galileischen Tréagheits-
prinzip steht.

8.4 Réaumliche Dynamik des starren Korpers

Beim starren Korper bleibt der Massenmittelpunktsatz fir den Impuls m7c = F
unverdndert; im Unterschied zu beliebigen Korpern ist jedoch der Massenmit-
telpunkt C des starren Korpers ein korperfester Punkt.

Im Gegensatz zum Massenmittelpunktsatz fiir den Impuls m#c = F lisst sich
der Massenmittelpunktsatz fiir den Drall D€ = M€ und insbesondere der dar-
in auftretende Drall D im Fall des starren Korpers umformen und wesentlich
vereinfachen.

8.4.1 Drall und Massentrigheitstensor des starren Korpers

Wir betrachten einen starren Koérper B und wéhlen einen korperfesten Punkt A
sowie eine an A gebundene orthonormierte korperfeste Vektorbasis €1, és, €3,
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die dann das korperfeste Bezugssystem A, €1, és, €3 bildet. Der Vektor R ist
der relative Ortsvektor des zugehorigen materiellen Punkts P beziiglich A:

R=17r—ry4. (8.9)
Stellt man R in der korperfesten Vektorbasis €1, és, €3 dar, so folgt

R=Xée1+ X6+ X3e3=X;6é;

P
\
\
\
\
\\\Xg
R -
€ N
1
3 = \\ 1X1
T T €2_ Yy
~ [ A .-
€] ’,,)’(
T JPtae 2
€3
€o

e1 ) O (raumfest)

Abb. 8.10: Materielle Koordinaten des starren Korpers.

Die Koordinaten X;, X5, X3 heiflen materielle Koordinaten, weil sie den zu-
gehorigen materiellen Punkt P markieren. Im Gegensatz dazu heiflen die Koor-
dinaten z, y, z des Ortsvektors

r=x1€ +r2€e2+1r3€3 =71;€;
der Momentanlage von P raumliche Koordinaten.
Fiir die materiellen Koordinaten X5, Xo, X3 gilt:

X; = const. bzgl. ¢ (8.10)
und fiir den Ortsvektor R gilt:

[IR|| = const. bzgl. .

Deshalb erhilt man fiir die Ableitung R mit Hilfe der Euler-Poissonschen Dif-
ferentiationsformel

d(l;i()\/\) = w(A) x b(\) fir ||b|| = const.

nach Einsetzen von b = R und A\ = ¢ die Beziehung

R=wxR. (8.11)
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Damit lasst sich der auf den koérperfesten Punkt A bezogene Drall

DA:/B(T—TA)x(r—rA)'dm = Rx(wxR)dm

RxRdm = /
B B
wie folgt umformen:
DA:/Rx(wa)dm:/ w (R-R)— R(R-w)dm
B B_\/E S—r
=w: —w-(ROR)

:/w~(E(R-R)fR®R)dm:w-/(E(RoR)fR®R)dm.
B B

=:04

Hierbei wurden der durch Ev = v definierte Einstensor und das durch (u ®
v)-w = (v-w)u erklirte dyadische Produkt (u, v, w sind beliebige Vektoren)
verwendet. Wir erhalten dann

DY =w.-04=w- 04, (8.12)

also eine Produktdarstellung von D4 mit dem durch
04 .= / (E(R-R)—R®R)dm
B

definierten, symmetrischen Tensor 2. Stufe. Der Tensor @4 verdeutlicht, dass
D# linear vom Drehgeschwindigkeitsvektor w abhéngt. Anders als beim Im-
puls, wo ja ebenfalls ein linearer Zusammenhang zur Geschwindigkeit des Mas-
senmittelpunkts besteht, wird der lineare Zusammenhang nicht durch einen Ska-
lar, sondern durch einen Tensor 2. Stufe vermittelt. Wahrend daher der Impuls
und die Geschwindigkeit des Massenmittelpunkts stets die gleiche Richtung ha-
ben, ist dies beim Drall D# und der Drehgeschwindigkeit w nicht der Fall.

Definition 8.12 (Massentrigheitstensor)
Sei B ein starrer Korper und A ein korperfester Punkt. Der Tensor 2. Stufe

o4 :z/(E(R-R)—R@R)dm (8.13)
B

heifit Massentragheitstensor von B beziglich A.

Setzen wir die Komponentendarstellungen
E:(Suéz@éj undR:Xiéi:Xjéj

mit

1, fallsi=j,
dij = L
0, fallsi#j

ein, dann erhalten wir

e :/ (X7 + X3 + X5)di; & @ & — X, X; € ® &) dm
B
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also

o :/ (X?+ X3+ X3)0;; — X;X;)dm & ® &,
B

=04
ij
d.h. die Komponentendarstellung
o4 = 92 e ® éj

des Massentrigheitstensors @4, bezogen auf den korperfesten Punkt A in der
korperfesten Vektorbasis €; mit den durch

B

definierten korperfesten Koordinaten 9;3

Definition 8.13 (Massentrigheitsmomente)

Die Koordinaten 5;3 des Massentrigheitstensors @4 heiflen Massentriagheits-
momente. Firi = j heiffen sie axiale Massentrigheitsmomente, firi # j
Deviationsmomente.

Wegen (8.10) gilt

éf} = const. bzgl. t. (8.14)

Die Koordinaten 07} lassen sich in der Matrixform

- fB(XQQ—i—Xg)dm —fBQXlXQQdm —fBXngdm
[9”] = —fBXQXl dm fB(Xl +X3)dm —fBXngdm
—[pXsXidm - [ XsXodm  [H(XT+X3)dm

iibersichtlich darstellen. Diese Matrix ist symmetrisch, weil @4 symmetrisch ist.
Deshalb hat @4 drei Hauptrichtungsvektoren €y, , fiir die die Komponentendar-
stellung

A _ pA 5 ~
0" = GH(” ey, ¥ ey,

von @4 gil Die Grofen 07} heifien Haupttréigheitsmomente. Dies sind
diejenigen axialen Massentrigheitsmomente, fiir die die Deviationsmomente ver-
schwinden.

Analog zu (8.13) lisst sich der Massentrigheitstensor @€ beziiglich des Mas-
senmittelpunkts C' in der Form

oc ::/(E(c-c) —ec@e)dm (8.15)
B

8Um die Notation iibersichtlich zu halten, verwenden wir folgende Erweiterung der Ein-
steinschen Summationskonvention: Tritt in einem Produkt ein Index dreifach auf und wird
ein Index in Klammern gesetzt (=nicht mitgezahlt), ist ebenfalls zu summieren.
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darstellen, wenn man in (8.13) R durch c rein formal ersetzt. Analog zu (8.12)
gilt dann

D¢ =w-6°.

O (raumfest)

Abb. 8.11: Ortsvektoren zur Berechnung der Massentrigheitstensoren @4 und
ec.

Beispiel 8.14

Wir wollen fiir einige Kérper mit homogener Materieverteilung das Massentrag-
heitsmoment bei Drehung um eine Hauptachse berechnen. Fiir den Fall, dass
épn, diese Hauptachse ist, miissen wir das Integral fB(Xl2 +X2)dm = fB R*dm
bestimmen.

1. Vollzylinder mit Radius r, Dicke D, Masse m

dm

Hohe A

S

U

Abb. 8.12: Rotierender Vollzylinder.

) f f h
933 :/RQdm:/R227rth-dR:27rph/R3dR: %r‘l
B 0 0
2 2
5 T mr
= h— =
2% 7

=m
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2. Stab, der um ein Stabende rotiert, Linge ¢, Masse m

I
L/(p

e dm
i
: /, m

Abb. 8.13: Rotierender Stab.

14 0
50 _ 2 _ 2m _m 2 _ﬂﬁ
9H3—/R dm—/R ng—g/RdR_g?)
B 0 0
62
:mg

Verlauft die Drehachse durch die Stabmitte, so ist égg = m%.

3. Rotierende Kugel mit Radius » und Masse m

Kreisscheibe,

Radiusv/ r2 — 22

““““~Drehachse

Abb. 8.14: Rotierende Kugel.

Wir zerlegen die Kugel in rotierende Vollzylinder mit Hohe d z und Radius
V12 — 22 und integrieren die Massentriagheitsmomente

2
dm% = pr(r® — z2)d27(
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dieser Vollzylinder:

) - 2 -
9%3 :/71';)(7“2 - ZQ)MdZ =P /(7‘4 —2r?22 4 2 dz

2 2
_Tp 4_223 15T_8 5__ % 34 2
—2(rz 37 % —|—52) = gTPT = gmert 2T
=m
2
=—mr
5

8.4.2 Anderung des Bezugspunkts: Satz von Steiner

Bei zahlreichen dynamischen Problemen des starren Korpers, so z.B. in der
Maschinendynamik beim Auswuchten starrer Rotoren, ist es zweckméfig, die
Beziehung zwischen dem Massentrigheitstensor @4 bezogen auf einen beliebi-
gen korperfesten Punkt A und dem Massentrigheitstensor @° bezogen auf den
Massenmittelpunkt herzustellen.

Satz 8.15 (Satz von Steiner)
Zwischen dem Massentrigheitstensor @4 bezogen auf einen beliebigen kor-

perfesten Punkt A und dem Massentrigheitstensor @F bezogen auf den Mas-
senmittelpunkt gilt

04 =0° + (E(Rc - Rc) — R ® Re)m,

wobei Ro der Ortsvektor von A nach C' ist.

Beweis. Wir entnehmen der obigen Abbildung die Beziehung
R=R¢c +c
und setzen sie in (8.13)) ein. Es folgt

eA:/B(E(Rc+c)~(Rc+C>*(RCH)@(RC“))dm

und daraus nach Umformung unter Beriicksichtigung von [, gcdm = 0 die Be-
ziehung

@A:/B(E(RC-RC)—RC®RC)dm+/B(E(c-c)—c®c)dm

konstant bzgl. Integration

=0,
also tatséchlich
04 = (E(R¢c-R¢) — Ro ® Ro)m + Q¢ [

Beispiel 8.16 ~
Fiir das axiale Massentrigheitsmoment 3} lautet der Satz von Steiner

035 = 053 + (RE1 + Rew + Ry — Reg)m = 053 + (RE, + Reo)m.
Damit ergibt sich:
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1. Fir einen Stab der Lange ¢, wenn A am Stabende liegt:

~ ~ 4 22 2
A e} 2 —
933—933+(2)m—m12+4m m3,

also das in Beispiel [8.14] berechnete Ergebnis.

2. Fir einen Vollzylinder, wenn als Bezugspunkt A ein Punkt auf der Zylin-
dermantelfliche gewahlt wird:

2
~ < 3
f55 = 0% +r°m = m% +rim = imrg. &

8.4.3 Drehung der Basisvektoren

Im Hauptrichtungssystem verschwinden die Deviationsmomente des Massen-
tragheitstensors. Jedoch ist die Wahl des Hauptrichtungssystems zur Ermittlung
der Bewegungsgleichungen nicht immer zweckméfig, beispielsweise, wenn bei
einem Rotor die Drehachse nicht mit einer Hauptrichtung zusammenfallt. Wir
beschrianken uns hier auf den Fall, dass das Bezugssystem um einen Basisvektor
des Hauptrichtungssystems, vgl. Abbildung [B.15] gedreht wird und bestimmen
die Anderungen der Massentriagheitsmomente gegeniiber den Haupttriagheits-
momenten.

€3 = €H,

Abb. 8.15: Drehung des Hauptrichtungssystems mit Winkel o um die ép,-
Richtung.

Satz 8.17 (Massentrigheitsmomente bei gedrehten Basisvektoren)
Es sei €1, €z, éu, ein Bezugssystem, das gegeniber dem Hauptrichtungs-
system um die €y, -Richtung mit Winkel o gedreht ist. Dann ist

~ 1 ~ ~ 1 ~ ~
0t = 5B, +0t,) — S04, — ) cos(20),

- 1 - - 1 - -
O3z = 5 (0, +0ir,) + 5 (0%, — Oir,) cos(2a),

- - 1 - - )
07y =05, = 5(0{{‘2 — 0{1,)sin(20),
05 = 011,

07y = 05, = 055 = 035, = 0
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Beweis. Mit Hilfe der Koordinatentransformation
f(l = X;jcosa + Xy sina,
Xy = — X, sina + X5 cos a,
X3 = X3
zwischen den Koordinaten X, X», X3 eines materiellen Punkts im gedrehten

Bezugssystem und den Koordinaten X7, X5, X3 im Hauptrichtungssystem ergibt
sich fiir die weiteren Massentrigheitsmomente:

o8 :/(X22+X§)dm:/(XQQCOSQa—2X1X2sinacosa+X12sin20z+X§)dm
B B

:/B(XQQ+X§)dmcosza+/B(Xf+X§)dmsin2a—029§1 cos2a+§ﬁ2sin2a,

95‘2:/(Xf+X§)dm:/(Xfcos2a+2X1X2sinozcosoz+X22sin2a+X??)dm
B B

:/(X12+X§)dmcos20z—|—/(X22—|—X§)dmsir1204—|—O:@ﬁ2 c032a+§§1 sin? o,
B B

04, =05, = 7/ X1 Xodm = 7/ X1 Xy dm(cos® a —sin® a) + / (X? — X2)dmcosasina
B B B
=0+ /(Xl2 + X7 — X2 — X2)dmecosasina = (51‘5}2 - éﬁl)cosasina
B
Nach Anwenden der trigonometrischen Beziehungen
9 1
cos® o = 5(1 + cos 2a),
1
sin? a = 5(1 — cos 2a),
. 1.
sin o« cos o = B sin 2«
folgen dann die behaupteten Gleichungen.

Da das Bezugssystem um die ég,-Achse gedreht wird, ist f55 = éﬁs und die De-
viationsmomente éﬁ und éé% verschwinden auch im gedrehten Bezugssystem.Hl

Wird der Drehwinkel « als variabel aufgefasst, so lassen sich die beiden axia-
len Massentragheitsmomente 5{‘1 und 9~2A2 sowie das Deviationsmoment éf‘z am
Mohrschen Kreis mit Mittelpunkt %(éfﬁ}l +9~é2) und Radius %\éﬁl - 9~§2| ablesen,
vgl. Abbildung [8:16]

8.4.4 Eulersche Kreiselgleichungen

Aus dem Massenmittelpunktsatz fiir den Drall D€ = M lassen sich unter
Verwendung der Darstellung

D¢ =w.0°=0° w (8.16)

des Dralls D¢ eines starren Korpers beziiglich des Massenmittelpunkts C' dyna-
mische Gleichungen gewinnen, die die Drehgeschwindigkeit des starren Korpers
beschreiben und Eulersche Kreiselgleichungen heifien.
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Abb. 8.16: Mohrscher Kreis zur Bestimmung der Massentragheitsmomente im
gedrehten Bezugssystem.

Satz 8.18 (Eulersche Kreiselgleichungen)

Es sei C der Massenmittelpunkt des starren Korpers und OF der Massen-
tragheitstensor des Kérpers in einem an C gebundenen aber sonst belie-
bigen Bezugssystem (C, €;). Zwischen der Drehgeschwindigkeit w und dem
resultierenden Moment MC gilt die Differentialgleichung

w-0°—w- 0% xw=MFC. (8.17)

Beweis. Zur Herleitung der Gleichung miissen wir nur DC. nach der Zeit diffe-
renzieren und in den Massenmittelpunktsatz fiir den Drall D¢ = M einsetzen.
Die Differentiation von (8.18)) nach der Zeit ergibt

DY =4.-0°+w-06°. (8.18)
Aus

e°¢ = ég e ® éj
erhalten wir mit Hilfe der Produktregel:

O° =0 & e +0é®é; + 056 ®é;.
Aus (8.14) folgt, dass die Koordinatfsn ég zeitunabhingig sind. Deshalb ist ég =
0 und wir erhalten damit und mit &; = w x é; aus (?7?):

Gczeg(wxéi)®éj+95éi®(wxéj)
——
—€; Xw
:wxégé1®éj—§géz®éj Xw
—_——
Y] —ac¢
=wx 0 -0 x w.
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Dies in eingesetzt, liefert
Dczw~@c+w~!ﬁ?f)—w-ecxw
—(wxw)-0C
und damit erhalten wir aus D¢ = M die Gleichung
w-0%—w 0% xw=M° |
Fiir den Spezialfall, dass @ in der Hauptrichtungsbasis éy,, also durch
e°¢ = éﬁ(i) en, ® eq,
dargestellt wird, erhalten wir aus
W = W éx,
die Ableitung
W= ey, + 0 én, =i éy, + @ (WX én,)
—wX @&, =wXw=0
Deshalb gilt in :
w-0° =& éu, - 04 éu, ® én, = 0ibyy, ém,
und analog dazu
w-0° = &,0f  én,.
Nach Berechnung des Vektorprodukts w - @¢ x w erhilt man die Kreiselglei-
chungen im Hauptrichtungssystem in der Form
10, — @ows (0, — 0f,) = MY,
020, — wsin (0, — 05,) = MY, (8.19)
5305, — onioa (05, — 05, = NIC.
Anmerkung. Werden die Eulerschen Kreiselgleichungen fiir einen kérperfesten

Bezugspunkt A aufgestellt, der nicht der Massenmittelpunkt ist, dann gilt fir
die Ableitung des Dralls analog zum obigen Satz:

D=6 04 —w 0” x w.

Es muss jedoch der Drallsatz fiir einen bewegten Bezugspunkt, Satz [8:10] be-
achtet werden. Demzufolge lauten die Kreiselgleichungen fiir einen beliebigen
korperfesten Bezugspunkt A:

Rexaam+w-04 —w- -0 xw=M?*,

wobei Rc der Ortsvektor von A nach C ist, vgl. Abb. Der Zusatzterm
R x aam verschwindet, falls Rc = 0 (A ist der Massenmittelpunkt), ay = 0
(A bewegt sich unbeschleunigt, z.B. feste Drehachse durch A) oder R¢ || a4,

vgl. auch Korollar

Die Eulerschen Kreiselgleichungen kénnen prinzipiell auch beziiglich eines raum-
festen Punkts formuliert werden. Da i. Allg. der Massentriagheitstensor bezuglich
eines raumfesten Punkts zeitlich nicht konstant ist, ist diese Formulierung meist
unvorteilhaft.
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Im Spezialfall einer ebenen Starrkorperbewegung mit és = const. verein-
fachen sich die Eulerschen Kreiselgleichungen wegen @, = &9 = 0, folglich
w1 = Wy = 0 zum Massenmittelpunktsatz fiir den Drall bei ebener
Bewegung:

0= M,

0= My,

= 3C vie
W39H3 = M3 .

Beispiel 8.19 (Starres Rad auf schiefer Ebere)
Fiir das starre Rad auf schiefer Ebene, Abb. |8.20 liefert der Freischnitt nach
d’Alembert die folgenden Gleichungen

Gsina — Fr —mic =0,
Gceosa— N =0, (8.20)
aFp — 03 =0.

Die ersten beiden Gleichungen folgen aus dem Massenmittelpunktsatz fiir den
Impuls, die letzte Gleichung ergibt sich aus dem Massenmittelpunktsatz fiir den
Drall im Fall einer ebenen Bewegung, wobei @3 = ¢ ist und zur Vereinfachung
der Notation hier und im Folgenden ¢ = égs fiir das Massentragheitsmoment
um die Drehachse bezogen auf den Massenmittelpunkt geschrieben wird. Sofern,
wie hier angenommen, keine weiteren zeitabhédngigen Gréflen auftreten, liegt
eine Bewegung mit konstanter Beschleunigung vor. Wir wollen die Bewegung
weiter untersuchen und unterscheiden dabei zwischen reinem und gleitendem
Rollen.

e

[e3%

Abb. 8.17: Starres Rad auf schiefer Ebene. Freischnitt nach d’Alembert fur reines
Rollen.

1. Reines Rollen

In diesem Fall ist der Kontaktpunkt zwischen Rad und schiefer Ebene
der Momentanpol. Im Kontaktpunkt ist die Relativgeschwindigkeit zwi-
schen Rad und Ebene daher null; es tritt dort Haften auf. Das Rad hat
einen Freiheitsgrad, denn es besteht eine kinematische Bindung zwischen
Massenmittelpunkts- und Drehgeschwindigkeit:

ic = ag. (8.21)
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Wird diese Beziehung nach der Zeit abgeleitet und in die erste Gleichung
von (8.20) eingesetzt, dann ergibt sich

Gsina — Fpr —mag = 0.

Mit Hilfe der letzten Gleichung in (8.20) kann hier die Tangentialkraft Frp
durch
ec .
Fp=-2
a

ersetzt werden:
06’
Gsina — ( —|—ma> @ =0.
a

Werden hier noch G = mg und 09 = Za? (Kreisscheibe) eingesetzt, dann
ergibt sich die konstante Winkelbeschleunigung zu

. 2gsin «
 3a

und die konstante Beschleunigung des Massenmittelpunkts entlang der
Ebene zu

2
Lo =ap = ggsina.

Diese Losung ist aber nur dann korrekt, wenn der Kontaktpunkt zwischen
Rad und schiefer Ebene der Momentanpol ist. Hierzu muss die Tangenti-
alkraft kleiner als die Grenz-Haftkraft sein, d.h., es muss

Fr < poN

gelten (vgl. Abschnitt , mit der Grenz-Haftzahl pg. Aus der mittleren
Gleichung von ([8.20)) ergibt sich N = G cos @ = mg cos @ und somit

B 6 p __ mgsina

Ir = < jgMmg cos a
a 3

die Voraussetzung dafiir, dass reines Rollen vorliegt. Dies begrenzt den
Winkel der schiefen Ebene auf

tana < 3ug. (8.22)

. Gleitendes Rollen

Ist der Winkel der schiefen Ebene so grof, dass die Bedingung
nicht erfillt ist, dann gleitet der Kontaktpunkt entlang der Ebene und
ist daher nicht mehr der Momentanpol. Damit gilt auch die kinematische
Bindung nicht mehr. Das Rad besitzt zwei Freiheitsgrade. Mit Hilfe
des Reibgesetzes

FT:,U'Na
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wobei 1 < g der Reibbeiwert ist, lassen sich dann aus (8.20)) die konstante
Beschleunigung des Massenmittelpunkts und die konstante Drehbeschleu-
nigung ermitteln. Die mittlere Gleichung fithrt weiterhin auf

N = mgcosa.
Daher ist
Fr = pmgcos a.

Aus der ersten und letzten Gleichung von (8.20) resultieren dann die Be-
schleunigungen

o = g(sina — peosa) = gcosa(tan o — p),
. 2ugcosa
$="——.
a

Wegen tana > 3pp > 3p und 0 < o < 7 ist die Beschleunigung &¢
entlang der Ebene stets positiv, also abwarts gerichtet. &

Anmerkung. Eine analoge Uberlegung gilt fiir das durch ein Moment angetriebe-
ne starre Rad. Reines Rollen ist dann nur fiir ein hinreichend kleines Antriebsmo-
ment moglich. Bei deformierbaren Rédern (z.B. Fahrrad- oder Autoreifen, aber
auch Réder von Schienenfahrzeugen) existiert stets eine Kontaktflache zwischen
Rad und Untergrund, iiber die Kraftdichten in Normalrichtung (Kontaktdruck)
und Tangentialrichtung der Bewegung iibertragen werden. Die Haftbedingung
gilt dann lokal und begrenzt den Betrag der Tangentialkraftdichte. Innerhalb
der Kontaktfliche konnen daher Gebiete existieren, in denen Haften auftritt,
wahrend in anderen Gebieten bereits Gleitreibung vorliegt.

8.5 Raumliche Dynamik deformierbarer Kontinua

Fiir deformierbare Kontinua lassen sich lokale Formen des Impuls- und Drallge-
setzes angeben.

Satz 8.20 (Lokale Form des Impulsgesetzes)
Es gilt:

pv = fy +divo.

Beweis. Fiir einen beliebigen zusammenhidngende Teilmenge &4 C V der Mo-
mentanlage folgt aus dem Impulsgesetz

d
— vpdV:/deV+/ oc-ndS
u au

dt Jy
:/deV+/div0dV,
u u

wobei bei der Umformung des letzten Integrals der Satz von Gaufl verwendet
wurde. Auf der linken Seite ist

d vpdV:i/ vdm = 'inm:/i)pdV7
dt u dt Bu Bu u
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wobei die materielle Zeitableitung des Geschwindigkeitsfeldes zu bilden ist. Das
Impulsgesetz lautet daher

/(1'}/)— fv—dive)dV =0.
u

Da diese Gleichung fiir eine beliebige Teilmenge U gilt, muss der Integrand
verschwinden. Damit ist die behauptete Gleichung bewiesen. |

Satz 8.21 (Lokale Form des Drallgesetzes)
Der Spannungstensor o ist symmetrisch.

Beweis. Wir betrachten wieder eine beliebige zusamenhdngende Teilmenge U C
V der Momentanlage. Aus dem Drallgesetz folgt dann

i/r><vpdV:/r><fvdV—&—/ rxo-ndS. (8.23)
dt u u ou

Der letzte Term wird wieder mit dem Satz von Gaufl und einer Produktregel
umgeformt:

/ r><a~ndS:/V~(r><a')dV
ou u

:/ %UljkeiXej(ek'el)dv—i_/{r‘Xdiva-dV
U xl Zi

:/aaixgjkejdV/rxdiva'dV.
u 9Tk u

Auf der linken Seite werden wieder Zeitableitung und Integration vertauscht:

d d
—/rxvpdVZ— rxvdm= (rxvydm= rxovdm
dt u dt Bu Bu Bu
:/'rxifpdV.
u

Werden diese Ergebnisse in Gl. (8.23)) eingesetzt, dann ergibt sich

/rx('i)pffvfdiva')dV:/aa—rxajkejdv.
u u 9Tk

Da diese Gleichung fiir eine beliebige Teilmenge U gilt, muss der Integrand
verschwinden. Damit ist

or
— X o;rpe; = 0.
axk IR=J

Fiir die partielle Ableitung finden wir wegen r = z;e;: 597’; = e}. Somit ist
Ojk€L X €5 = 0.
Wegen der Eigenschaften des Vektorprodukts folgen daraus die Gleichungen

ojk — 0kj = 0, also die Symmetrie des Spannungstensors. |
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8.6 Statik als Spezialfall der Dynamik

Die Statik ist ein Teilgebiet der Mechanik, in dem Koérper und Koérpersysteme
behandelt werden, die sich im Zustand der Ruhe befinden.

Definition 8.22 (Zustand der Ruhe)

Ein Korper B befindet sich zu einem Zeitpunkt t =ty im Zustand der Ruhe,
wenn die Geschwindigkeiten aller materiellen Punkte des Korpers zu diesem
Zeitpunkt gleich dem Nullvektor sind, d.h. wenn v(P,ty) = 0 fir alle P € B
gilt.

Daraus folgt, dass die Grundgleichungen der Statik aus den Grundgleichun-
gen der Dynamik, d.h. aus dem Impuls- und Drallgesetz durch Einsetzen von
v(P,tg) = 0 gewonnen werden kénnen.

Im Folgenden untersuchen wir Bedingungen, unter denen Koérper und Korper-
systeme sich in Ruhe befinden. Fiir alle Korper gilt der

Satz 8.23 (Gleichgewichtsbedingungen im Zustand der Ruhe)
Befindet sich ein Korper in einem Zeitintervall im Zustand der Ruhe, so
gelten im Inneren des Zeitintervalls die nachstehenden Gleichungen

F=0,

MC =0,
Gleichgewichtsbedingungen genannt. Hierin bezeichnen F die resultie-
rende Kraft auf den Korper und M© das resultierende Moment auf den

Korper beziiglich eines beliebigen, raumfesten Punkts O in einem Inertial-
raum.

Beweis. Diese Gleichungen folgen direkt aus dem Impulsgesetz I = ( /, gvd m) =
F und dem Drallgesetz D° = (fBr X vdm)' = MO nach Einsetzen von
v=v(P,t) =0. [ ]

Anmerkung. Die Gleichgewichtsbedingungen F' = 0, M© = 0 sind notwendig,
aber nicht hinreichend fiir den Zustand der Ruhe; denn der o.a. Satz sagt
lediglich aus: ,,Ein Kérper befindet sich in Ruhe = F = 0, M© = 0%, aber
nicht umgekehrt. Setzt man ndmlich in den Bewegungsgesetzen die Bedingungen
F =0, M© = 0 ein, so erhilt man I = 0, D° = 0, folglich sind I und D?
konstante Vektoren, also i. Allg. v # 0.
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9 Analytische Methoden der Mechanik

9.1 Kinetische Energie, Leistung

Mit dem vorangegangenen Kapitel ist die Entwicklung der Dynamik abgeschlos-
sen. Gestiitzt auf Axiome wurde zunéichst die Kinematik entwickelt, anschlie-
Bend wurden massenkinematische und dynamische Gréflen eingefiithrt und durch
Axiome miteinander verkniipft, woraus dann die dynamischen Sétze der Mecha-
nik abgeleitet wurden. Mit ihrer Hilfe ist es moglich, die Bewegungsgleichungen
von Korpern und Korpersystemen herzuleiten. Dazu muss allerdings jeder ein-
zelne Korper freigeschnitten werden, und fir jeden einzelnen Kérper miissen die
Massenmittelpunktsétze ausgewertet werden. Liegen Bindungen vor, dann tre-
ten die entsprechenden Schnittreaktionen in den Massenmittelpunktsétzen auf,
die noch eliminiert werden miissen.

Dieses Vorgehen nennt man die synthetische Methode. Sie bietet einen sys-
temorientierten Zugang zur Losung dynamischer Probleme, bei dem ein Kor-
persystem zunéchst zerlegt und die Gleichungen dann synthetisiert werden. Die
synthetische Methode ist besonders vorteilhaft, wenn neben den Bewegungsglei-
chungen auch die Reaktionskréfte und -momente zu bestimmen sind (bspw. zur
Lagerdimensionierung). Ist allerdings nur die Bewegung gesucht, dann ist die
Elimination der Schnittreaktionen umstéandlich und fehleranfillig.

Das Ziel der analytischen Methoden ist es, die Bewegung mit Hilfe von Funk-
tionalen zu beschreiben, in denen die Schnittreaktionen infolge von Bindungen
nicht auftreten. Funktionale sind skalare Funktionen, deren Argument wieder
Funktionen sind, wie bspw. das bestimmte Integral. In der Mathematik sind sie
Gegenstand der Funktionalanalysis.

Um geeignete Funktionale zu finden, werden die kinematischen und dynami-
schen Feldgrofien mit Hilfe des Skalarprodukts auf kinematische Gréfien proji-
ziert, anschliefend wird iiber die Momentanlage integriert. Dadurch verschwin-
den die Schnittreaktion, da sie senkrecht zur Bewegungsrichtung stehen. Wird
auf das Geschwindigkeitsfeld projiziert, dann ergeben sich Leistungsbilanzen,
wird hingegen auf die Bewegung selbst projiziert, dann ergeben sich Arbeitsbi-
lanzen und als Spezialfall der Energiesatz.

Neben der Projektion auf die tatséchlichen kinematischen Grélen kann auch auf
mogliche kinematische Groflen, die sogenannten virtuellen Geschwindigkeiten
und Verschiebungen, projiziert werden. Dies erdffnet einerseits die Moglichkeit
zur Entwicklung numerischer Verfahren. Die virtuellen Gréen sind dann Test-
funktionen, auf die die kinematischen und dynamischen Feldgroflen projiziert
werden. Auf diese Weise kann getestet werden, wie gut eine numerische Losung
die Bewegungsgleichungen erfiillt. Andererseits kénnen durch systematische Va-
riation der virtuellen Gréflen Differentialgleichungen fiir die Funktionale herge-
leitet werden, aus denen sich dann die Bewegung ergibt. Dies ist die Grundidee
der Lagrange-Gleichungen 2. Art, die eine sehr effiziente Moglichkeit zur Her-
leitung von Bewegungsgleichungen darstellt.

In diesem Kapitel werden zunéchst die Leistungs-, Arbeits- und Energiebilanzen
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betrachtet. AnschlieSend werden die virtuellen Leistungsbilanzen (die Methode
der virtuellen Geschwindigkeiten) und die virtuellen Arbeitsbilanzen (die Me-
thode der virtuellen Verschiebungen) entwickelt. Abschliefiend leiten wir durch
Variation des Verschiebungsfeldes die Lagrange-Gleichungen 2. Art zur Beschrei-
bung der Bewegung von diskreten Systemen mit holonomen Bindungen her.

9.1.1 Kinetische Energie

Unter Verwendung der Newton-Eulerschen Bewegungsgesetze lassen sich einige
Beziehungen gewinnen, welche Leistungsbilanzen genannt werden. Zu ihrer
Formulierung ist es jedoch notwendig, drei physikalische Skalare einzufiihren.
Sie heiflen: kinetische Energie, duflere Leistung und innere Leistung. Sie wer-
den nachstehend definiert. Wir fithren zunéchst die kinetische Energie ein und
bestimmen dann ihren translatorischen und — fiir einen starren Korper — ihren
rotatorischen Anteil.

Definition 9.1 (Kinetische Energie)
Die kinetische Energie eines Korpers B ist der durch die Gleichung

1 1
E::f/v-vpdV:f/vgdm (9.1)
2 Jy 2 /s

definierte physikalische Skalar, wobet v := 7 das Geschwindigkeitsfeld von B
und v = v - v = ||v|]? ist.

Fiir einen starren Korper kann die kinetische Energie weiter umgeformt werden:

Satz 9.2 (Kinetische Energie des starren Korpers)
Fiir einen starren Kérper und einen beliebigen korperfesten Punkt A lautet
die kinetische Energie:

1 1
E:iva-'uA—l—m'uA-(wXRC)+§w~OA~w,

wobei Re den Ortsvektor von A zum Massenmittelpunkt C bezeichnet.

O (raumfest)

Abb. 9.1: Ortsvektoren fir die Berechnung der kinetischen Energie des starren
Korpers.
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Beweis. Wegen r =714+ Rgilt 7 =74+ R, dh. v =v4+ R mit R=w x R.
Damit lasst sich die kinetische Energie E zunéchst wie folgt umformen:

1 1
E:f/v-vdm:f/(vA+w><R)~(vA—|—w><R)dm
2 /s 2 /s

zl/vA~vAdm+/vA-(w ><R)dm—|—1/(w x R)-Rdm.

2 Js B 2Js

Die Geschwindigkeit v, ist beziiglich der Integration iiber B konstant und
kann deshalb vor das erste und zweite Integral gesetzt werden. Da w eben-
falls konstant ist, kann auch dieser Faktor im zweiten Term vor das Integral
gezogen werden. Im letzten Term ist mit den Rechenregeln fiir das Spatprodukt
(wx R)-R=w-(Rx R), so dass auch hier w vor das Integral geschrieben
werden kann. Es ergibt sich dann:

1 1 .
E:va~vA/dm+vA'(w></Rdm)—b-fow/Rdem.
2 B B 2 B

Mit [, dm =m, [; Rdm = Rcm und fBRdem:DA ist dann

1 1
E:iva~vA+va~(wac)+§w'DA,

was nach Einfilhrung des Massentréigheitstensors iiber D4 = @4 - w schlieBlich

die gesuchte Darstellung

1 1
E:iva-vA+va~(w><Rc)—|—§w~6A~w

liefert. [ |

Definition 9.3 (Anteile der kinetischen Energie des starren Korpers)
Der Term By, := %mv A - V4 wird als translatorischer Anteil und der Term
FE.ot = %w - @4 . w als rotatorischer Anteil der kinetischen Energie des
starren Korpers bezeichnet, mvy - (w x R¢) heifit Wechselenergie.

Fiir den Spezialfall, dass A der Massenmittelpunkt C' ist, gilt Rc = 0 und die
Mischenergie verschwindet. Es ist dann

1 1 1 1
E:Etr+Erot:im’l}C'Uc—‘r‘i(M'@C'w:§UC'I+§W'DC. (9.2)

Translatorischer und rotatorischer Anteil sind also bis auf den Vorfaktor % die
Projektionen des Impulses auf die Geschwindigkeit des Massenmittelpunkts bzw.
die Projektion des Dralls im Massenmittelpunkt auf die Drehgeschwindigkeit.

Fiir den Spezialfall einer ebenen Bewegung mit einer Drehung um die é3-Richtung
folgt fiir den Drall D¢ wegen @ = @ = 0 die Beziehung

DC:(:)?, (ég(,jlél +é?%é2+9~%é3)
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Fiir den rotatorischen Anteil F,o = %w -@% . w ergibt sich dann
1. . . 0. o - O -
FEiot = 5&)363 - W3 (9%61 + 9:%62 + 9;?363) )

was sich mit Hilfe der Orthonormalitdtsbedingungen €; - €3 = é5 - €3 = 0 und
és - ez = 1 der Basisvektoren zu

1 -
Erot = §UJ§9%

vereinfacht. Dies ist der rotatorische Anteil der kinetischen Energie eines starren
Korpers im Fall einer ebenen Bewegung.

Ist A der Momentanpol M, dann verschwindet vy; und die kinetische Energie
ergibt sich allein aus dem rotatorischen Anteil:

1
E:Erotzéw-@M~w.

Diese Gleichung ist insbesondere dann zweckméflig, wenn der starre Kérper um
eine feste Drehachse rotiert.

9.1.2 AuBlere Leistung

Wir fiithren nun die Leistung der dufleren Kraftdichteverteilungen ein.

Definition 9.4 (AuBere Leistung)
Die Leistung P, der (Guferen) fs, fv-Kraftdichteverteilung wird durch die Glei-
chung

P, :Z‘/S’U~fsds+‘/v’v'fvdv (9.3)

definiert. Py, wird auch kurz Auflere Leistung genannt.

O (raumfest)

Abb. 9.2: Berechnung der dufleren Leistung.

126



Beispiel 9.5
1. Leistung P, der Gewichtskraft G eines Korpers B:
Mit fv = pg folgt aus (9.3)):

P = . d V = d . — . _ ) _ . G.
e /Vv P9 g konstant /B’U m-g vcm-g = vc-mg = vc
(9.4)

G =mg
Abb. 9.3: AuBere Leistung der Gewichtskraft.

2. Leistung P, einer diskreten Einzelkraft Fg:

Einzelkrifte haben wir in Abschnitt als spezielle Dynamen kennengelernt.
Die Einzelkraft ergab sich dabei stets aus der Integration von Kraftdichte-
verteilungen. Zur Berechnung der dufleren Leistung einer derartigen Ein-
zelkraft muss daher prinzipiell Gl. flir die zugrunde liegende Kraft-
dichteverteilung ausgewertet werden. In vielen Féllen, z.B. bei masselosen
Verbindungselementen wie Federn, Dampfer etc., treten jedoch diskrete
Einzelkrifte auf. Thnen liegen ebenfalls Kraftdichteverteilungen zugrun-
de, deren Gebiet jedoch sehr klein ist. Zur Berechnung der dufleren Leis-
tung koénnen wir daher annehmen, dass im Fall einer diskreten Einzelkraft
die Geschwindigkeit in diesem Gebiet konstant und gleich der Geschwin-
digkeit v im Angriffspunkt der Einzelkraft ist. Fiir eine diskrete Einzelkraft
F%, die an der Oberflache des Korpers angreift, erhalten wir daher:

REE::/ ’U~fst:’U~/ fst:’U'FE.
AS AS

fs

v v

=

AS AS

Fg

Abb. 9.4: Auflere Leistung einer diskreten Einzelkraft.
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Anmerkung. In analoger Weise kann die duflere Leistung fiir ein freies
Moment M ermittelt werden, das durch ein Paar diskreter Einzelkrafte Fg
(z.B. durch eine Drehfeder) aufgebracht wird, vgl. Abbildung Es gilt
dann M = 2r x Fg und fiir die Geschwindigkeit gilt v4 = vp +w X (—7)
sowie vg = vp + w X 7, wobei w die Drehgeschwindigkeit des durch den
Ortsvektor r repriasentierten starren Hebels bezeichnet. Damit ist dann

PaM:/ v-deS+/ v-fsdS
ASa

ASp

=va - fsdS+vp- fsdS
AS 4 ASp
=(wptwx(—r)) (—Fg)+ (vp+wxr) Fg=2wxr)- Fg

=2w-(rx Fg) =w- M.

Abb. 9.5: Aulere Leistung eines freien Moments.

3. Leistung P, einer Dyname (F', A, M 4) (A korperfest) am starren Korper:
Mit v = v4 + R erhélt man fiir die &uere Leistung, Gl. (9.3):

Pa:vA-F+/R-deS+/R-deV. (9.5)
S %

O raumfest; A korperfest

Abb. 9.6: Ortsvektoren zum korperfesten Punkt A und zum materiellen Punkt
P.
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Fiir einen starren Kérper gilt R = w x R. Damit erhilt man fiir den zweiten
und dritten Summanden

/SR-deS—k/VR-deV:/S(wxR)-fst—&-/v(wa)-deV
:/w(Rxfs)dS—i-/w(Rva)dV
S v

:w~</SR><deS+/VR><deV>

=MA

und damit folgt aus Gl. (9.5) fiir die &uBere Leistung der Dyname (F, A, M)

am starren Korper:
Po=v4-F+w- - M & (9.6)

9.1.3 Innere Leistung

Aus dem Massenmittelpunktsatz fiir den Impuls moc = F' folgt nach skalarer
Multiplikation mit veo:

m’l')c Vo = Vo F. (97)

Die linke Seite ist gleich Em weil die Differentiation von Ei, = %mvc -ve nach
der Zeit

EtrzQm(’l')c“vc—l-'vc-’l')c):m'i)c"vc

ergibt. Damit und mit ve - F =: P,, folgt aus (9.7)) die Beziehung
Etr = P,,, also Etr — P, =0.

Dies bedeutet, dass die Grofien F und P,,., folglich auch E und P, addierbar
sind.

Durch Versuche stellt man fest, dass fiir einen deformierbaren Korper P, # E
ist. Weil aber P, und E addierbar sind, ist es zuléssig und sinnvoll, die Differenz
von P, und E zu bilden. Wir gelangen auf diesem Wege zu der folgenden

Definition 9.6 (Innere Leistung)
Die innere Leistung P, ist der durch die Gleichung

P:=P,—E (9.8)

definierte physikalische Skalar.

Experimente haben gezeigt, dass stets P, > E, d.h. P, > 0 gilt.
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Fiir die in der Definitionsgleichung auftretende zeitliche Ableitung E der
kinetischen Energie E := % /, 5 Vv dm eines Kérpers B folgt nach Differentiation
von F nach der Zeit die Beziehung

E:(i(;/gv-vdm> T;/B('u-'u)'dm:;/B('b-v—i-v-'b)dm,

dm=const. bzgl. t

also schliefflich
E:/v-bdm, (9.9)
B

wenn man beriicksichtigt, dass im Fall eines Korpers die Differentiation nach
der Zeit mit der Integration iiber den Korper vertauscht werden kann.

Die Differentiation von (9.2)) ergibt unter Ausnutzung der Symmetrie des Mas-
sentriagheitstensors speziell fiir einen starren Korper

E=ve-I+w-D°. (9.10)

9.2 Mechanische Leistungs-, Arbeits- und Energiebilan-
zen

9.2.1 Der allgemeine Leistungssatz

Wir formulieren diesen Satz zunéchst fiir einen Korper.

Satz 9.7 (Innere Leistung eines Korpers)

Teilt man einen Korper B inn Teilkorper By, (k = 1,2,...,n) und bezeichnet
P, die innere Leistung des kten Teilkorpers, so gilt fiir die gesamte innere
Leistung P; des Korpers B:

n
P=) P, (9.11)
k=1

Beweis. Wir beweisen diesen Satz zunéchst fiir eine Zerlegung des Korpers B
in zwei Teilkérper B und Bs.
Die innere Leistung P; des Korpers B ist

Pi::Pa—E":/v-deS+/'u-fvdV—/'u-'bdm. (9.12)
S v B

Die inneren Leistungen P, von B; und F;, von By sind

Pil::Pal—Elz/ v-fst+/v~t(1)dS+/ v-fydV — [ v-ddm,
S S Vi B

RzzzPaz—Egz/ v-deS+/v~t(2)dS+/ v fydV — v-vdm.
So S Vs B2
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t(2)
Sz

fs

a) b)

Abb. 9.7: Zerlegen eines Korpers in zwei Teilkorper.

Die seitenweise Addition der beiden Gleichungen ergibt unter Beriicksichtigung
des Gegenwirkungssatzes (1) = —t(2):

Pil—&—PiQ:/ v-deS+/ v~deV—/ v-vdm
S1USs V1UVs BiUBs

und der Vergleich mit (9.12)) liefert wegen S = S; U Sz, V = Vi U Vs und
B = By U B, die Beziehung P, = P, + P,,. Damit ist Gleichung (9.11) fir n = 2
bewiesen. Der Beweis von (9.11)) fiir beliebige n verlduft entsprechend. u

Der allgemeine Leistungssatz (firr beliebige Systeme) lautet:

Satz 9.8 (Allgemeiner Leistungssatz)
Die gesamte innere Leistung P, eines Systems ist gleich der Summe der in-
neren Leistungen P, P,, ..., P, seiner n Teilsysteme, d.h. es gilt genauso
wie im Fall eines Korpers: P, =% ;_, P, .

n

Der Beweis dieses Satzes verlduft genauso wie im Fall eines Korpers.

Aufgrund des allgemeinen Leistungssatzes diirfen die inneren Teilleistungen zu
der gesamten inneren Leistung addiert werden.

9.2.2 Spezielle Leistungssatze

Mit Hilfe der kinetischen Energie (9.1), der &uBeren Leistung P,, Gl. (9.3)), und
der inneren Leistung P, := P, — FE, Gleichung , lassen sich — gegebenenfalls
unter Verwendung der Newton-Eulerschen Gesetze und der aus ihnen hergelei-
teten Sétze — verschiedene spezielle Leistungssétze, d.h. gesonderte Aussagen
fiir die innere Leistung P, fiir verschiedene Spezialfille, so z.B. fiir ein masselo-
ses deformierbares Element sowie fiir starre Korper und deformierbare Medien
herleiten.

1. Der Leistungssatz fiir ein masseloses deformierbares Element lautet:

Satz 9.9 (Leistungssatz, masseloses deformierbares Element)
Fiir ein masseloses Element ist E =0, d.h. P, = P,.
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Beweis. Aufgrund der Masselosigkeit gilt p =0, d.h. F = % fB v-vpdV =
0, deshalb auch E = 0. [ |

. Der Leistungssatz fiir einen starren Korper lautet:

Satz 9.10 (Leistungssatz, starrer Korper)
Fiir einen starren Korper ist P, =10, d.h. E = P,.

Beweis. Fiir die dufere Leistung der Dyname (F,C, M“) im Massenmit-
telpunkt C folgt aus fir A= C:

P,=ve -F+w-MC°.

Nach Einsetzen dieser Gleichung und von (9.10)) in P, := P, — E, GL. ,
folgt

P =vo-(F—1I)+w- (M- DY),
N—_—— N———’
=0, (T1) =0, B1)

und damit aus dem Impulsgesetz und dem Massenmittelpunktsatz fir den
Drall die zu beweisende Beziehung P, = 0. |

. Der Leistungssatz fiir ein deformierbares Kontinuum lautet:

Satz 9.11 (Leistungssatz fiir ein deformierbares Kontinuum)
Fiir ein deformierbares Kontinuum ist P, = fvo --DAV mit dem
Cauchy-Spannungstensor 0 und dem Verzerrungsgeschwindigkeitsten-
sor

1
D= i(gradv + (gradv)).

Beweis. Wir multiplizieren das Impulsgesetz skalar mit dem Geschwin-
digkeitsfeld und integrieren tiber die Momentanlage des Korpers:

/V'b-vpdV:/va-'udV—&—/vdiv(a)-vdV. (9.13)

Auf der linken Seite erhalten wir die zeitliche Ableitung der kinetischen
Energie, vgl. Gl. . Auf der rechten Seite ist das zweite Integral noch
weiter umzuformen, um ein Oberflichenintegral und damit die Leistung
der Flachenkraftdichte zu erhalten, so dass sich auf der rechten Seite die
gesamte duflere Leistung gemafl Gl ergibt. Die Umformung in ein
Oberfliachenintegral gelingt mit dem Satz von Gauf}. Hierzu benétigen wir
im Integranden die Divergenz einer Feldgréfle, weshalb wir auf den Inte-
granden noch die Produktregel

div(e -v) =div(o) v+ 0 - -gradv

anwenden miissen. Wegen der Symmetrie des Spannungstensors kann der
zweite Faktor im letzten Summanden durch seinen symmetrischen Anteil
ersetzt werden:

1
o -gradv=o- E(gradv + (gradv)’) =0 - -D.

132



Es ergibt sich dann

/Vdiv(a).vdv/vdiv(a-v)dv/a.-odv.

%

Wir kénnen nun den Satz von Gaufl auf das erste Integral der rechten
Seite anwenden und erhalten

/Vdiv(a)mdv/S(cr~v)~nd5/vcr~~DdV

:/fs~vd5—/a'~~DdV.
S %

Wird dies wieder in Gl. ([9.13]) eingesetzt und fiir die linke Seite die zeitliche
Ableitung der kinetischen Energie verwendet, so ergibt sich

E:/fv~vdV+/fs-vdS—/cr--DdV.
% S %

=:P,

Damit ist

Pi:Pa—E:/auDdV. [ |
%

Die speziellen Leistungssétze verdeutlichen das Auftreten von dynamischen und
kinematischen Gréflen als Faktoren in einem Skalarprodukt. Man bezeichnet die
Faktoren im Skalarprodukt (Vektor und Covektor) als dual zueinander. Demzu-
folge sind allgemein Kraftdichte und Geschwindigkeitsfeld dual zueinander. Fiir
einen deformierbaren Korper sind Spannungen und Verzerrungsgeschwindigkeit
dual zueinander, fiir einen starren Korper Einzelkraft und Geschwindigkeit des
Massenmittepunkts sowie Moment beziiglich des Massenmittelpunkts und Dreh-
geschwindigkeit. Dyname und Kinemate sind daher dual.

9.2.3 Arbeit, Arbeitssitze und Energiesatz

Wir wollen die innere Leistung nach der Zeit integrieren. Aus Gleichung (9.8)
erhalten wir dann eine Gleichung zwischen der kinetischen Energie der Anfangs-
und Endlage und den Leistungsintegralen:

tg tg
B(te) — E(ta) = Padt—/ Pt (9.14)

ta ta

Den ersten Term auf der rechten Seite formen wir mit (9.3) wie folgt um:

tg tg tg
/ Padt:/ /v~deSdt+/ /v-deth
ta ta S ta Vv
tr te
:// v~fsdtdS+// v fydtdV
S Jta V Jita
t 3

:/ fs~'l)dtd5+/ fv-vdtdV
S Jta

VJta

:LKfs~drdS+AAfV~drdV

133



wobei das innere Integral ein Kurvenintegral entlang der Bahn r» = x (R, t) der
Bewegung des einzelnen materiellen Punkts zwischen ¢4 und tg ist.

Definition 9.12 (Auflere Arbeit)
Die Arbeit W, der (dufleren) fs, fv-Kraftdichteverteilung wird durch das In-
tegral

W, ::/S/rfs-drdS—k/v/rfv-drdV (9.15)

definiert. W, wird auch kurz duflere Arbeit genannt.

Die duflere Arbeit ist i. Allg. vom Integrationsweg abhingig.

Beispiel 9.13 (Aulere Arbeit einer diskreten Einzelkraft)
Fiir eine diskrete Einzelkraft Fg erhalten wir aus (9.15)) unter Beriicksichtigung
der nédherungsweisen Konstanz von r beziiglich AS:

WaE:/ /fs.drds*:/ fsds.dr:/FE.dr.
AS Jr rJAS r

Der zweite Term auf der rechten Seite ist die innere Arbeit:

Definition 9.14 (Innere Arbeit)
Die innere Arbeit W, ist der durch

tg
Wi = / Pidt
ta

definierte physikalische Skalar.

Mit Hilfe der Additivitat des Integrals folgt aus dem allgemeinen Leistungssatz
sofort die Additivitdt der inneren Arbeit fiir Korpersysteme.

Satz 9.15 (Allgemeiner Arbeitssatz)

Die gesamte innere Arbeit Wi eines Systems zwischen zwei Zeitpunkten ta
und tg ist gleich der Summe der inneren Arbeiten Wi,, Wi,, ..., Wi, seiner
n Teilsysteme: Wi = >} _, W, .

Ahnlich wie beim Leistungssatz lassen sich wieder spezielle Arbeitssiitze als ge-
sonderte Aussagen fiir verschiedene Spezialfélle herleiten. Dabei kann nun aber
auch auf die Uberlegungen zu den speziellen Leistungssétzen zuriickgegriffen
werden.

1. Der Arbeitssatz fiir ein masseloses deformierbares Element lautet:
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Satz 9.16 (Arbeitssatz, masseloses deformierbares Element)
Fiir ein masseloses deformierbares Element ist Wy = W,.

Beweis. Wegen E = 0 verschwindet in (19.14) die linke Seite, woraus nach
Verwendung der Definitionen fiir die &uflere und innere Arbeit die Be-
hauptung folgt. |

. Der Arbeitssatz fir einen starren Korper lautet:

Satz 9.17 (Arbeitssatz, starrer Korper)
Fiir einen starren Korper ist E(tg) — E(ta) = Wa.

Beweis. Die Aussage folgt unmittelbar aus dem Verschwinden von P; und
damit auch Wj fiir einen starren Korper. |

Wir wollen fiir den starren Korper noch die duflere Arbeit W, berechnen.
Dazu integrieren wir die duflere Leistung, GI. , zwischen tp und tg:

tr tg
W, = vC-th+/ w- M dt. (9.16)

ta ta

Das erste Integral kann als Kurvenintegral fiir die Bahn des Massenmit-
telpunkts zwischen tp und tg geschrieben werden:

tg
/ 'vC-th:/ F-dr.
ta rC

Beim zweiten Integral ist zu beachten, dass die Drehgeschwindigkeit w i.
Allg. nicht integrabel ist; das Integral

tg
/ wdt:/dcp (9.17)
ta "3

mit dem (i. Allg. nicht vollstdndigen) Rotationsdifferential dp = wdt
ist daher i. Allg. wegabhingig. Die Wegabhéngigkeit des Integrals (9.17))
lasst sich durch die Nichtkommutativitédt endlicher Drehungen veranschau-
lichen.

Ist die Drehgeschwindigkeit jedoch stets nur in einer Richtung von Null
verschieden, wie etwa bei einer ebenen Bewegung oder der Drehung um
eine feste Achse, dann ist das Rotationsdifferential vollstdndig mit der
Winkelgeschwindigkeit als Drehgeschwindigkeit: w = ¢.

Unter Anwedung von (9.17) lautet dann das zweite Integral in (9.16)):

tg
/ w~MCdt:/MC~d<p,
ta "

so dass sich insgesamt

Wa:/ F-dr+/Mc-d<p
TCc 4

fir den starren Korper ergibt.
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Abb. 9.8: Nichtkommutativitat endlicher Drehungen am Beispiel eines Wiirfels.
Obere Reihe: Drehung aus der Ausgangslage zunéchst um die Hochachse, dann

um die Querachse. Untere Reihe: Drehung aus der Ausgangslage zunéchst um
die Querachse, dann um die Hochachse. Die Endlagen unterscheiden sich.

3. Der Arbeitssatz fiir ein deformierbares Kontinuum lautet:

Satz 9.18 (Arbeitssatz fiir ein deformierbares Kontinuum)
Fir ein deformierbares Kontinuum ist Wi = [, [ a--dedV mit dem
Cauchy-Spannungstensor @ und dem linearisierten Verzerrungstensor
€.

Beweis. Wegen

= %(gradib + (gradw)”) = %(grad(f' ~ R) + (grad(* — R))")
_ %(grad?" + (grad fa)T) = %(gradv + (grad v)T) =:D

ist der Verzerrungsgeschwindigkeitstensor die zeitliche Ableitung des li-
nearisierten Verzerrungstensors €. Damit lasst sich die innere Leistung fiir
ein deformierbares Kontinuum als

R:/cr--édV
v

schreiben. Wird hier auf beiden Seiten wieder nach der Zeit integriert,
dann erhalten wir die innere Arbeit

it tg
Wiz/ /0'-~édth:// o--édth://a~-dedV.
ta Vv VYV Jita vJr

Das Differential o - - d € ist i. Allg. nicht vollstdndig und die innere Arbeit
daher i. Allg. vom Weg abhéngig. ]

Die Integration von GI. nach der Zeit ist dann besonders einfach, wenn

sich sowohl die duflere Leistung P, als auch die innere Leistung P, als zeitliche
Ableitungen reiner Ortsfunktionen V; bzw. V, darstellen lassen.
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Definition 9.19 (Potential)

Es seien P, die dufere Leistung und P; die innere Leistung. Die Ortsfunktion
Vi mit V; = P, heift das innere Potential, und die Ortsfunktion V, mit V, =
fPaﬂwird das dullere Potential genannt. Die Funktion V :=V;+V, heifit das
(gesamte) Potential oder die potentielle Energie.

Wir erhalten dann die Beziehungen
ViJrVa+E-‘:ObZW. V+E=0
oder auch nach Integration
V + E = const.

Wir fassen dieses Ergebnis im folgenden Energiesatz zusammen:

Satz 9.20 (Energiesatz)
Besitzt die Leistung ein Potential V', dann gilt der Energiesatz in diffe-
rentieller Form

V+E=0
bzw. der Energiesatz in integraler Form

V + E = const.

Nicht immer besitzen Kréafte eine Potentialfunktion.

Definition 9.21 (Konservative Kréfte)
Krifte, deren Leistungen Potentiale besitzen, heiffen Potentialkrifte oder kon-
servativ.

9.2.4 Potentielle Energie konservativer Dynamen

Satz 9.22 (Potential der Gewichtskraft)
Die Gewichtskraft G = mg ist konservativ. Sie besitzt das duflere Potential
Vae = mgz + C, wobei C' eine Konstante ist.

aG

Beweis. Die dufiere Leistung P, von G ist geméaf (9.4)):
PaG = vc G.
Mit

vo:=rc=(re,+ze,) =te,+ e,

9Das Vorzeichen wird aus ZweckmaBigkeitsgriinden gewshlt.
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€,

[

O e

Abb. 9.9: Ermittlung des Potentials der Gewichtskraft.

und
G =mg = mg(—e.)
folgt dann
P,, = (tes+ze,)  (—ey)mg = —mgz.
Es gilt daher wegen mg = const.:
Pa = ~(mgz +C),
also

P,

aG

= Vi und Vi, = mgz + C. n

Fiir ein masseloses, deformierbares Verbindungselement, dessen Kraftgesetz nur
von einer skalaren Auslenkung (z.B. der Verschiebung in Léngsrichtung) ab-
héngt, liefert die Stammfunktion des Kraftgesetzes ein inneres Potential:

Satz 9.23 (Potential eines masselosen Verbindungselementes)

Es sei F(x) das Kraftgesetz eines masselosen, deformierbaren Verbindungs-
elementes, wobei x eine skalare Auslenkung bezeichnet, so dass die dujfSere
Leistung durch P, = F(x)4 gegeben sei. Existiert zu F(z) die Stammfunk-
tion Fy(x), dann ist das innere Potential des Verbindungselementes durch
die Stammfunktion geben, es gilt also

Vip = st(x)-

Beweis. Geméafl dem Leistungssatz fiir ein masseloses deformierbares Verbin-
dungselement gilt

P, = P, mit P, = F(x)i.
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Das innere Potential V;, des masselosen Verbindungselements muss dann

d

Vi, = B = Fla)i

erfiillen. Unter Anwendung der Kettenregel ergibt sich auf der linken Seite der
Gleichung

d d dz
VT

Da fir die Stammfunktion Fy(z) von F(x) die Ableitung

dFSt(l')

dz Flw)

ist, folgt mit Vi,, = Fs(z) insgesamt

d dx
Vi = F(z)=—
0 = P g
und somit F(x)t = P, = P,. [ |

Ein Beispiel fiir die Anwendung dieses Satzes ist die in einer linear-elastischen
masselosen Feder gespeicherte Forménderungsleistung. Mit der Federkonstanten
c lautet das Kraftgesetz F = cAl, vgl. Abb. Es besitzt die Stammfunktion
%C(Aé)z—i—C , wobei die Konstante C' zweckméfigerweise fiir die entspannte Feder
(A = 0) zu null gesetzt wird.

Korollar 9.24 (Potential der Federkraft)
Die linear-elastische Federkraft mit Betrag F = cAL, c: Federkonstante, AL:
Lingendnderung, ist konservativ. Sie besitzt das innere Potential

1
‘/iF = §C(A€)2

Al

Abb. 9.10: Potential der Federkraft.
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Analog erhélt man fiir eine Drehfeder mit Federkonstante c¢p das innere Poten-
tial Vi, = %CD(AQD)Q, wobei Ay die Winkeldnderung beschreibt. Ist hingegen
wie beim dissipativen Dampfer das Kraftgesetz des Verbindungselementes nicht
nur von der Auslenkung, sondern auch von der Geschwindigkeit abhéngig, dann
existiert in der Regel kein Potential.

Beispiel 9.25
Die folgenden Beispiele verdeutlichen Anwendungsméglichkeiten der Leistungs-,
Arbeits- und Energieséatze.

1.

Klotz auf schiefer Ebene

Der Neigungswinkel a der Ebene, der Gleitreibbeiwert 4 und die Anfangs-
geschwindigkeit vy des Klotzes seien bekannt. Gesucht ist die Geschwin-
digkeit vy im Abstand s; von der Anfangslage des Klotzes. Fassen wir s;
als variabel auf, so erhalten wir die Abhéngigkeit der Geschwindigkeit vom
Weg.

Abb. 9.11: Klotz auf schiefer Ebene.

Zunéchst liefert das Kréftegleichgewicht vertikal zur Gleitebene die Be-
ziehung N = G cos a mit der Gewichtskraft G = mg, woraus sich fiir die
Reibkraft R = puG cosa ergibt. Entlang der Ebene wirkt auf den Klotz
insgesamt die Kraft F' = G(sina — prcosa). Diese Kraft verrichtet am
Klotz zwischen sy und s; die duflere Arbeit

W, = /G(sina —pcosa)ds =G(sina — pcosa)(s1 — sp).

S0

Abb. 9.12: Freigeschnittener Klotz.

Die kinetische Energie fiir den Klotz ist
. Lo o
in der Anfangslage: Ey = 505

1
in der Endlage: Eq = imv%
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Der Arbeitssatz fiir einen starren Korper liefert dann

1
Ey - Ey = im(vf )
s1
= /G(sina —pcosa)ds = G(sina — pcosa)(sy — So)-

S0

Nach der gesuchten Geschwindigkeit v, aufgeldst, ergibt sich

v1 = /8 + 2g(sina — pcosa)(sy — so).

Das Ergebnis ist unabhéngig von der Masse des Klotzes. Das Beispiel illus-
triert die typische Vorgehensweise bei der Anwendung des Arbeits- oder
Energiesatzes. Es werden zwei Zustinde betrachtet (von denen einer vari-
bel sein kann). In der Gleichung treten Geschwindigkeiten und Wege (bzw.
Drehgeschwindigkeiten und Winkel) auf, aber keine Beschleunigungen und
keine Zeit. Die Ermittlung der Bewegungsgleichung erfolgte ohne Elimi-
nation der Reaktionskréfte; lediglich aufgrund des Kraftgesetzes fiir die
eingeprigte Kraft R war die Ermittlung der Normalkraft erforderlich.

. Mathematisches Pendel

Wir untersuchen die Bewegung des skizzierten Pendels ohne Beriicksich-
tigung von Luftwiderstand und Reibung. Das Ziel ist die Bestimmung der
Winkelgeschwindigkeit ¢ in Abhéngigkeit von der Lage ¢.

1)
8 L

m

Nullniveau

* e

vl

Abb. 9.13: Mathematisches Pendel.

Da die Gewichtskraft als einzige hier auftretende dufere Kraft ein Potenti-
al besitzt, konnen wir den Energiesatz anwenden. Fiir die Kreisbewegung
der Pendelmasse ergibt sich die kinetische Energie zu

m
E:—'U2:

232,
2 2" ¥

Wird das Nullniveau des Potentials der Gewichtskraft bei ¢ = 0 gewéhlt,
dann ist die potentielle Energie

V = mgh = mgl(1 — cos p).
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Der Energiesatz in integraler Form liefert dann £+V = E,es = const., wo-
bei sich die Konstante aus der Summe der kinetischen und der potentiellen
Energie im Anfangszustand ergibt. Damit ist insgesamt

%€2ng + mgl(1 — cos ) = Eges

bzw.

1 /2
w= 6\/m (Eges — mgl(1 — cos p)).

Aufgrund der Energieerhaltung kann die Konstante Eges auch aus dem
maximalen Pendelwinkel ¢; (Umkehrpunkt der Bewegung, nur potentielle
Energie) zu

Eges = 04 mgl(1 — cos ¢1)

bzw. aus der Maximalgeschwindigkeit ¢ (¢o = 0, nur kinetische Energie)
m o .
Eges = 562@8 + 0

bestimmt werden. Gleichsetzen der beiden Ausdriicke liefert die Beziehung
zwischen dem maximalen Pendelwinkel und der Maximalgeschwindigkeit:

2
mﬁcﬁ% = mgl(1 — cos¢r) oder pg = Tg(l — Cos p1).

Es findet ein permanenter Wechsel zwischen kinetischer und potentieller
Energie statt.

. Bewegung einer Stange zwischen zwei Walzen

Gesucht ist die Bewegungsgleichung der Stange bei gegebenen Massen
mi, meo, mg, der drei Korper, gegebenen Federsteifigkeiten ¢; und co so-
wie gegebener konstanter Kraft F'. Das System hat einen Freiheitsgrad.
ZweckméBig ist die Wahl der Stangenverschiebung « als Freiheitsgrad. Die
kinematischen Beziehungen lauten dann:

Fir die obere Walze:

o x
w1 = %7
. T T
1’120017“1:5, .’E1:§.

Fiir die untere Walze:

&
Wz = _277,27
i T x
1‘2:70027”2:5, 1'215.

Die gesamte kinetische Energie und die gesamte potentielle Energie des
Systems lauten:

1 1 1 1 1
FE = *mlilf12 + 50101(012 + 7’)’)12.%"22 + §9§QUJ22 + *mg"j?Q,

2 2 2
V= lew?+ tom? - F
= —C1T —CoX — rrx.
211 222
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reines Rollen

Federn entspannt fiir
1 =20 =x3 =2 =0

C1 Cl

Ca

reines Rollen

Abb. 9.14: Stange zwischen zwei Walzen.

Mit den Massentrigheitsmomenten 6$" = 2myrf und 052 = imard der

Walzen und unter Verwendung der kinematischen Beziehungen ergibt sich
daraus
1@ 1 rq? i?

E=-m 4 om
gy Ty s

3
16 16 2
2 2
c1x Co T 1 9
V=57 +357 T 8(61—1-02)30 T

Der Energiesatz in integraler Form, E' + V =const., liefert dann

3 3 1
(lﬁml + Tsz + n;?’) 2+ g(cl + 02)362 — Fx = const.,

woraus nach Ableitung der Energiesatz in differentieller Form zu

1
<zm1 + 2m2+m3> 4+ Z(Cl +e)r—F=0

folgt. Dies ist die gesuchte Bewegungsgleichung der Stange. Sie ist unab-
héngig von den Radien der Walzen.

<

9.3 Virtuelle Leistungs-, Arbeits- und Energiebilanzen

Mit den Leistungs-, Arbeits- und Energiebilanzen ist es bereits moglich, Bewe-
gungsgleichungen ohne die Ermittlung von Schnittrekationen bei Vorliegen von
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Bindungen herzuleiten. Allerdings liefern diese Bilanzen nur eine skalare Glei-
chung. Dies ist fir Systeme mit mehr als einem Freiheitsgrad nicht ausreichend.
Wir wollen daher diese Methoden noch weiter verallgemeinern, indem nicht auf
die wirklichen kinematischen Feldgréfien, sondern auf mogliche Feldgrofien, die
virtuellen Geschwindigkeiten oder die virtuellen Verschiebungen, projiziert wird.

9.3.1 Die Methode der virtuellen Geschwindigkeiten

Die Herleitung der Methode der virtuellen Geschwindigkeiten verlduft analog
zur Gewinnung der Leistungsséitze in Abschnitt Als eine Vorbereitung zur
Formulierung der Methode wird zunéchst fiir einen beliebigen Korper in seiner
Momentanlage ein virtuelles Geschwindigkeitsfeld © = ©(P,t) eingefiihrt, von
dem lediglich verlangt wird, dass es einmal stiickweise differenzierbar beziiglich
der Ortskoordinaten ist. Sonst kann das Geschwindigkeitsfeld beliebig gewéhlt
werden. Es gilt also

V=,
wobei v = v(P,t) das wirkliche Geschwindigkeitsfeld des Korpers ist und des-
halb die Eigenschaft v := 7 besitzt.

Beispiel 9.26
1. Starrer Klotz auf starrer schiefer Ebene.
Fiir den Massenmittelpunkt C' des Korpers gilt

r=1xe,,
deshalb ist die wirkliche Geschwindigkeit v von C":

s dr
Tode

Te,.

Sie verlauft also parallel zur schiefen Ebene. Wihlt man dagegen die in
der Abbildung skizzierte virtuelle Geschwindigkeit @, so erlaubt man dem
starren Klotz, virtuell in die starre Ebene einzudringen.

]

Abb. 9.15: Wirkliche und virtuelle Geschwindigkeit an einem Klotz auf der schie-
fen Ebene.

2. Kreisbewegung eines materiellen Punkts P eines starren Korpers.
Fiir die wirkliche Bewegung P gilt

r = Ry er(t) mit Ry = const.
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Deshalb ist die wirkliche Geschwindigkeit

_dr deg

=Ry = Ropey(t).

vis g ~ oy

Wahlt man dagegen die in der Abbildung skizzierte virtuelle Geschwindig-
keit © von P, so erlaubt man dem starren Korper, sich in Radialrichtung
virtuell auszudehnen.

Abb. 9.16: Wirkliche und virtuelle Geschwindigkeit fiir die Kreisbewegung des
materiellen P Punkts eines starren Korpers.

Mit Hilfe von v definiert man virtuelle Leistungen.

Definition 9.27 (Virtuelle Leistungen)
Es sei © ein virtuelles Geschwindigkeitsfeld. Dann ist

1. die virtuelle Leistung der Massenbeschleunigungen definiert als
Py, = / o-vdm (analog zu E := / v-vdm),
B B
2. die virtuelle duflere Leistung definiert als

P, :=/f)~fsd5+/f)-fvdV (analog zu P,),
S %

3. die virtuelle innere Leistung definiert als

P:=P, - Py (analog zu P; := P, — E) (9.18)

Analog zum allgemeinen Leistungssatz beweist man den
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Satz 9.28 (Addierbarkeit der virtuellen inneren Leistungen)
Die wvirtuelle innere Leistung eines Systems aus n Kérpern ist gleich der
Summe der virtuellen inneren Leistungen der einzelnen Kérper.

Die Methode der virtuellen Geschwindigkeiten beruht darauf, dass man fiir ver-
schiedene Strukturen (so z.B. fiir starre Korper, masselose Verbindungselemente
und deformierbare Korper) die jeweilige virtuelle innere Leistung P, bestimmt.
Sind wieder nur die Bewegungsgleichungen, nicht aber die Reaktionskréfte an
den Bindungen von Interesse, dann werden die virtuellen Geschwindigkeiten so
gewahlt, dass sie dort den wirklichen Geschwindigkeiten oder wenigstens ihrer
Richtung entsprechen, wo bspw. durch Bindungen der Geschwindigkeitszustand
bereits bekannt ist. Man sagt dazu, die virtuellen Geschwindigkeiten sind mit
den Bindungen vertréglich.

Wir gehen von der allgemeinen Definition ((9.18))
P =P, - P\, (9.19)

der virtuellen inneren Leistungen P, aus und bestimmen P, fiir die zwei wesent-
lichen Teilsysteme eines diskreten Systems, d.h. fiir einen starren Koérper und
ein masseloses Verbindungselement. Dabei nehmen wir nicht notwendigerwei-
se, jedoch zweckmaéafligerweise an, dass bei einem starren Korper das virtuelle
Geschwindigkeitsfeld die Bedingung

¥ =0¢c + @ X ¢ (analog zu v = vo + w X ¢)

erfiillt. Demnach wird der starre Koérper auch virtuell als starr angenommen
und die virtuellen Geschwindigkeitsfelder sind mit den inneren Bindungen des
Korpers vertraglich. Substituiert man damit in den Ausdriicken fir P,, P, und
E in den Abschnitten [9.1.2] und [0.1.3] die dort auftretenden wirklichen Grofen
v, ve, w, B, FE und P, durch die entsprechenden virtuellen GréSen o, o¢, @,

P,, Pyp und P, so gewinnt man die folgenden Beziehungen:
1. Fiir den auch virtuell starren Kérper gilt
Pup =9¢ - I +@- D¢ (analog zu E = vo - I +w - DY) (9.20)
und
P,=vc-F+& M€ (analog zu P, =ve - F+ w - MC). (9.21)

Folglich gilt unter Beriicksichtigung von I = F und D¢ = M€ in diesem
Fall

P, =P, — P\, =0, d.h. P, = Pyp.
2. Fiir ein masseloses Verbindungselement gilt
Pup =0 (analog zu E= 0)

somit auch

P, = P, (analog zu P, = P,)
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Wird die Wirkung des masselosen Verbindungselements durch eine Ein-
zelkraft Fg reprasentiert, dann ist

R:Pa:Ai}FEH

wobei A? die virtuelle Relativgeschwindigkeit, also die Differenz der vir-
tuellen Geschwindigkeiten am End- und Anfangspunkt des Verbindungs-
elementes ist, wahrend fiir ein freies Moment M

P=P=A0-M

gilt, wobei A& die virtuelle relative Drehgeschwindigkeit, also die Diffe-
renz der virtuellen Drehgeschwindigkeiten am End- und Anfangspunkt des
Verbindungselementes ist.

. Mit und gewinnt man fiir die Beschreibung der ebenen Be-
wegung eines diskreten Systems von n starren Korpern unter Einwirkung
von M diskreten Einzelkraften und jeweils hochstens einem freien Moment
pro starrem Kérpeﬂ die Beziehungen

n n n n
~ ~ . ~ ~C ~ . ~ Cy +
Py, = E Ve, -MEVo, + E wi-Dr = E Ve, -MEVo, + g WO wy,
k=1 k=1 k=1 k=1

und

M n
Po=) m-Fn+ Y wp M

m=1 k=1

wobei ?,, die virtuelle Geschwindigkeit des Angriffspunkts der diskre-
ten Einzelkraft F,, ist, die mit Hilfe der Geschwindigkeitsbeziehung fiir
den starren Korper aus dessen virtueller Geschwindigkeit des Massenmit-
telpunkts und der virtuellen Drehgeschwindigkeit berechnet wird. Damit

folgt aus (9.19)
n

M n
S o FutY @My =Y (ﬁck e, + @ @,(jkwk)JrPi, (9.22)
m=1 k=1 k=1

wobei P, die virtuelle innere Leistung der masselosen Verbindungselemente
umfasst. Diese Gleichung bildet die Grundlage der Methode der virtuellen
Geschwindigkeiten fiir die ebene Bewegung eines diskreten Systems.

9.3.2 Methode der virtuellen Verschiebungen

Analog zu einem virtuellen Geschwindigkeitsfeld © = ©(P,t) filhrt man in der
Momentanlage eines Korpers ein virtuelles Verschiebungsfeld

7 =7(P,t)

ein. Mit Hilfe von 7 definiert man:

10Liegen mehrere freie Momente vor, so kénnen sie durch Addition zu einem freien Moment
zusammengefasst werden; greift an einem starren Korper kein freies Moment an, so ist das
freie Moment durch den Nullvektor zu ersetzen.
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1. die virtuelle Arbeit der Massenbeschleunigungen

Wb ::/f-i;dm (analog zu dE::/dr-inm)
B B

2. die virtuelle auflere Arbeit
W, = / - fsd5'+/ 7 fydV (analog zu d W,)
S v
3. die virtuelle innere Arbeit
Wi = W, — W, (analog zu dW; :=dW, —d E)

Direkt aus Satz folgt der

Satz 9.29 (Addierbarkeit der virtuellen inneren Arbeiten)
Die virtuelle innere Arbeit eines Systems aus n Korpern ist gleich der Sum-
me der virtuellen inneren Arbeiten der einzelnen Koérper.

Die Methode der virtuellen Verschiebungen beruht darauf, dass man fiir ver-
schiedene Strukturen — analog zu P; — die jeweilige virtuelle innere Arbeit W;
bestimmt. Sie wird auch als Prinzip der virtuellen Arbeit und vor allem in der
Dynamik, wenn die Tragheitsterme geméafl d’Alembert wie Krafte und Momente
behandelt werden, auch als Prinzip von d’Alembert in der Fassung von Lagran-
ge bezeichnet In diesem Fall wird mit Wy, = — Wy, die virtuelle Arbeit der
d’Alembertschen Tragheitsreaktionen eingefiihrt, so dass dann Wi = Wa + WTr
gilt.

Wegen der Analogie zwischen den virtuellen Geschwindigkeiten und den Ver-
schiebungen stellt die Methode der virtuellen Verschiebungen lediglich eine an-
dere, jedoch dquivalente Formulierung der Methode der virtuellen Geschwindig-
keiten dar. Auch hier gilt: Ist man nur an den Bewegungsgleichungen interessiert,
dann werden die virtuellen Verschiebungen so gewéhlt, dass sie dort den wirk-
lichen Verschiebungen oder wenigstens ihrer Richtung entsprechen, wo bspw.
durch Bindungen der Verschiebungszustand bereits bekannt ist. Man sagt da-
zu, die virtuellen Verschiebungen sind mit den Bindungen vertraglich.

Analog zum vorherigen Abschnitt gehen wir von der allgemeinen Definition
Wi == Wa — Wan (9.23)

der virtuellen inneren Arbeit Wi aus und bestimmen Wi fiir einen starren Kor-
per unter Beachtung der zur Geschwindigkeitsformel fiir den starren Korper
analogen Gleichung

F=fo+@xc (9.24)

" Der Begriff ,,Prinzip* deutet darauf hin, dass die Methode axiomatischen Charakter hat
und auch anstelle der Newton-Eulerschen Gesetze zum axiomatischen Aufbau verwendet wer-
den kann. Hierfiir miissen aus der Integralformulierung wieder die Differentialgleichungen fir
Impuls und Drall der Newton-Eulerschen Gesetze hergeleitet werden. Dies gelingt mit dem
Fundamentallemma der Variationsrechnung.
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sowie fiir ein masseloses Verbindungselement. Nach formalem Ersetzen der vir-
tuellen Geschwindigkeiten ©, 9¢, @ durch die entsprechenden virtuellen Ver-
schiebungen 7, ¢ und die virtuelle Drehung ¢ sowie der virtuellen Leistungen
Puib, P,, P durch die entsprechenden virtuellen Arbeiten Wi, Wa, Wi in
bis gewinnen wir die nachstehenden Beziehungen:

1. Fiir den starren Korper unter Beachtung von GL gilt
Wwp = 7¢ - I +@- D¢ (9.25)
und
W,=7c-F+¢ MC. (9.26)
Folglich gilt (unter Beriicksichtigung von I =F ud D° = M ) in
diesem Fall
Wi = W, — Wa, =0, d.h. W, = Wan.
2. Fiir ein masseloses Verbindungselement gilt

W, = 0, d.h. W; = W,

Wird die Wirkung des masselosen Verbindungselements durch eine Ein-
zelkraft Fg reprasentiert, dann ist

I/T/i:‘/T/a:A'F'I;‘E7

wobei A7 die virtuelle Relativverschiebung, also die Differenz der virtuel-
len Verschiebungen am End- und Anfangspunkt des Verbindungselementes
ist, wiahrend fir ein freies Moment M

Wi=Ww=A4¢ M

gilt, wobei A¢ die virtuelle relative Drehung, also die Differenz der vir-
tuellen Drehungen am End- und Anfangspunkt des Verbindungselementes
ist.

3. Mit und gewinnt man fiir die ebene Bewegung eines diskre-
ten Systems von n starren Korpern unter Einwirkung von M diskreten
Einzelkréaften und hochstens einem freien Moment pro starrem Koérper die
Beziehungen

n n
Wb = Y o, - made, + > @k - O
k=1 k=1
und
M n
Wa=> #m-Fn+ > @ My,
m=1 k=1
wobei 7, die virtuelle Verschiebung des Angriffspunkts der diskreten Ein-

zelkraft F;, ist. Sie wird aus einer zur Geschwindigkeitsermittlung analo-
gen Formel ermittelt. Greift die Kraft am k. Korper an und ist 7y, der
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Ortsvektor vom Bezugspunkt des korperfesten Koordinatensystems zum
Angriffspunkt der Kraft, dann ist

Tm = TC, + Pk X Tkm.

Damit folgt aus ((9.23])

M n n
> Bt > @ M= Y (Fe, - mrie, + @i - OF i) + W,
m=1 k=1 k=1

wobei W; die virtuelle innere Arbeit der masselosen Verbindungselemente
umfasst. Diese Gleichung lésst sich auch direkt aus herleiten nach
formalem Ersetzen von © durch #, @ durch ¢ und }51 durch Wi. Sie bildet
die Grundlage der Methode der virtuellen Verschiebungen fiir die ebene
Bewegung eines diskreten Systems.

Beispiel 9.30 (Schiefe Ebene mit Umlenkrolle)

Die Methode der virtuellen Verschiebungen ist besonders geeignet fiir dis-
krete Systeme mit einem Freiheitsgrad. Zur Illustration untersuchen wir
die Bewegung eines Klotzes auf einer schiefen Ebene mit Umlenkrolle und
Gegengewicht. Das System hat einen Freiheitsgrad.

undehnbares Seil

Abb. 9.17: Klotz auf schiefer Ebene mit Umlenkrolle und Gegengewicht.

Wir wéhlen y = y; = y» als Freiheitsgrad. Es ist dann §; = g2 = g. Die
virtuelle Arbeit am Klotz mit Masse mq ist

Wa, + Wy, = —Rifii — magsina g1 — maijiin
mit Ry = pmqgcosa. Fir den Klotz mit Masse my ergibt sich
Way + W, = —Roffa + magsin § o + Foflz — maijz3o

mit Ry = pmagcos 8. Die Methode der virtuellen Verschiebungen erfor-
dert

Woa, + Wy, + Wa, + Wiy, =0
und somit
0 =(—pumigcosa —mygsina — my§ — pmag cos B

+ maogsin § + Fy — maj) §.
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Da g eine beliebige virtuelle Verschiebung ist, muss der Vorfaktor ver-
schwinden. Wir erhalten dann die Bewegungsgleichung

(m1+ma)i+ pg(my cos a+msg cos f)+g(my sinae—mgsin f) — Fy = 0

Mit der Methode der virtuellen Verschiebungen lasst sich die Bewegungs-
gleichung mit relativ wenig Aufwand herleiten. Ist jedoch die Seilkraft ge-
sucht, dann muss mit Freischnitt und Massenmittelpunktsatz gearbeitet
werden. <&

9.4 Lagrange-Gleichungen 2. Art

Die zuvor vorgestellten Methoden eignen sich bereits als Grundlage fiir nu-
merische Berechnungsverfahren. Die Festlegung der einzelnen virtuellen Ver-
schiebungen oder Geschwindigkeiten und die Zurtickfithrung auf geeignete Ko-
ordinaten fiir die Freiheitsgrade sowie die Ordnung der Terme zur Herleitung
von Bewegungsgleichungen ist jedoch insbesondere bei Mehrfreiheitsgradsyste-
men aufwindig und fehleranféllig. Wir wollen daher diese Schritte bereits vorab
ausfithren und hierzu die virtuellen Verschiebungen durch eine Variation des
Verschiebungsfeldes nach den generalisierten Koordinaten ersetzen. Dazu be-
schranken wir uns auf diskrete Systeme mit holonomen Bindungen.

Abb. 9.18: Diskretes System mit holonomen Bindungen.

Die Bewegung r = k(P,t) des Systems lisst sich als Funktion der generalisierten
Koordinaten ¢; auffassen:

r=17r(P,t,q;) mit ¢; = ¢;(t).

Um hier die Anderung der Bewegung in Abhéngigkeit der generalisierten Koor-
dinaten ausdriicken zu kénnen, benétigen wir eine Ableitung. Dabei ist jedoch
zu beachten, dass das Argument ¢;(¢) keine Variable, sondern selbst eine Funk-
tion ist. Die Ableitung einer Funktion nach einer anderen Funktion kénnen wir
aber nicht ohne Weiteres mit Hilfe der klassischen Definition

df . fa+h) - f@)

dx ~ h=0 h
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der Ableitung bilden, denn wie wére dann h — 0 fiir Funktionen z(¢) als Argu-
ment zu verallgemeinern? Ein dhnliches Problem tritt bereits bei der Ableitung
von Funktionen mit Vektoren als Argument auf. Auch hier kann ja nicht einfach

fl@+h) - f(z)
h

gebildet werden, da die Division durch einen Vektor nicht erklért ist. Einen
Ausweg lieferte hier die Richtungableitung

Dof(@) = ti [EHI 1@ _ 0

:l?+h’U)|h:0.

Damit konnte fiir jede Richtung v die Anderung der Funktion in diese Richtung
bestimmt werden. Genauso lasst sich nun auch fiir Funktionen von Funktionen
vorgehen.

Definition 9.31 (Gateaux-Differential, erste Variation)
Es sei f(x(t)) eine Funktion der Funktion x(t) und v(t) eine weitere Funktion.
Die Ableitung

0

Suey f((t)) = %

((t) + hv(t))h=0

heifst das Gateaux-Differential oder die erste Variation von f(x(t)) an der
Stelle x(t) in Richtung der Funktion v(t).

Beispiel 9.32

Wird die Variation des Identitatsfunktionals Iy, (z(t)) = z(fo) in Richtung einer
Funktion v(t) gebildet, wobei t; fest aber beliebig gewihlt ist, dann erhalten
wir

0

= g, Lo (@(t) + hv(t))[n—0 = 9 (a(to) + holto) o = vito).

oty Leo (2(t)) o

Da dieses Ergebnis fiir beliebige Werte t( gilt, wird in der Literatur dafiir auch
kurz 2 = v geschrieben; statt der Funktion v(t) verwendet man also das Symbol
dx, um die Variationsrichtung zu kennzeichnen. O

Die Richtungsableitung D,, f () lasst sich mit Hilfe der partiellen Ableitungen
der Funktion f(x), also der Richtungsableitung in Richtung der Koordinaten
ausdriicken. Es gilt
0
Dyf(x)=grad f -v = 8—3{1@1
Genauso ist dies auch durch Anwendung der Kettenregel fiir die erste Variation
moglich:

of
alL’i x(t)

9t a(t) + ho(t))neo =

Vi (t)
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Dabei bedeutet die Schreibweise

of
axi

w(t)’

dass nach den Argumenten z; der Funktion wie nach Variablen abzuleiten ist
und anschliefiend die Variable & durch die Funktion x(¢) zu ersetzen ist. Mit
der symbolischen Notation aus dem Beispiel erhalten wir damit

_of
o aLI}Z‘

6f(x(t)) oi(t).

x(t)

Sind hier die Funktionen x;(¢) unabhéngig voneinander, so erhilt man eine
Entwicklung der Variation von f(z(t)) nach den voneinander unabhéngigen
dx;(t) mit den Entwicklungskoeffizienten

of
a.’l,'i

a:(t).

Hat man mehrere Terme in einer Gleichung nach dx;(t) entwickelt, dann ldsst
sich bspw. ein Koeffizientenvergleich durchfiihren.

Wir wollen diese Uberlegungen fiir holonome Systeme auf den Ortsvektor (P, t, ¢;),
i = 1,...,f, f: Anzahl Freiheitsgrade, anwenden, dessen einzelne Koordinaten
Funktionale der generalisierten Koordinaten ¢;(t) sind, die die Bewegung be-
schreiben. Wir wollen den Ortsvektor nach den generalisierten Koordinaten g;,
die ja im Fall holonomer Bindungen unabhéngige Funktionen darstellen, vari-
ieren und diesen Ausdruck dann fiir die virtuelle Verschiebungen einsetzen. Die
Variation dr der Verschiebung ist:

or = ——bq;. (9.27)

Beispiel 9.33 (Mathematisches Pendel mit Fu3punktverschiebung)

Ist der Fuipunkt des Pendels elastisch mit der Umgebung befestigt, dann hat
das System zwei Freiheitsgrade. Wir wihlen die Verschiebung y des Pendelfuf3-
punkts und den Pendelwinkel ¢ als generalisierte Koordinaten: g1 = y, g2 = ¢.

Fiir den Ortsvektor ro; der Pendelmasse erhalten wir

| f£sinp | ¢ sin go _

Wird hingegen der Fulpunkt gefiihrt, z.B. durch eine harmonische Bewegung
y = yo sin (wt), dann hat das System nur noch einen Freiheitsgrad und somit
eine generalisierte Koordinate go = ¢. Der Ortsvektor rgs der Pendelmasse
dieses Systems ist dann

¢sin ¢ _ ¢ sin go
"~ |yo sin

Teet = [yo sin (wt) + £ cos ¢ (wt) 4+ £ cos qz| Ter (42, 1)-

Der Ortsvektor ist aufgrund der Fufpunktbewegung in diesem Fall explizit von
der Zeit abhéngig.
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Ausgangslage allg. Lage

ANV
BN
|

Abb. 9.19: Mathematisches Pendel mit Fupunktverschiebung.

Wir wollen nun fiir beide Félle die virtuelle Verschiebung berechnen. Im ersten
Fall erhalten wir

8’1"61 6’1"61

ore(q1, q2) = 37(]1 oq1 + 37(]2 0q2

und somit

10 £ cos qo _ £ cos qs 6go
e T el E A P

Wird der Fuipunkt gefiihrt, dann ist

a?“gef 5

Orier(a2,1) =

da die Zeit t als Variable nicht mitvariiert wird und daher die partielle Ableitung
nach der Zeit nicht berticksichtigt wird (§¢ = 0!). Es ergibt sich dann

| lcosqo | £cosqa0qo
OTger = [—6 sin qg} 0q2 = [—€ singo dqa |

An diesem Beispiel wird deutlich, dass die Variation des Ortsvektors nicht mit
seinem Differential identisch ist. Fiir das Differential der Funktion rget(go,t)
erhalten wir

 Orger Orget ., [ Lcosqy 0
drgef(q27t> - 8(]2 dQQ + ot dt = *ESiHQQ dQ2 + Yow COS(Wt) dt

_ lcosqe dgs
" | —{sings dgo + yow cos(wt) dt

also einen vollig anderen Ausdruck, bei dem zudem ¢, als eine Variable und
nicht als eine Funktion angesehen wird. <&
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9.4.1 Generalisierte Krifte

Ersetzen wir nun das virtuelle Verschiebungsfeld durch die Variation (9.27)) der
Verschiebung, dann erhalten wir aus der Methode der virtuellen Verschiebungen
die Beziehung

6Wi = (SWa — 6WMb bzw. 5WMb = 6Wa — (SVV1 (928)

wobei die virtuellen Arbeiten ebenfalls durch Variationen der Arbeiten ersetzt
wurde. Die Variation der Arbeit der Massenbeschleunigungen lautet

Wty = </ gr ~’i)dm> 5qi, (9.29)
B 94

wobei B im Fall von Kérpersystemen die materiellen Punkte aller Kérper um-
fasst. Dieser Ausdruck wird im néichsten Abschnitt weiter untersucht. Die Va-
riation der dufleren Arbeit lautet

5Wa::( o sas+ 8r-fvdV>6qi,
s 94; v 0¢;

wobei § im Fall von Kérpersystemen die materiellen Punkte aller Oberflachen
umfasst. Speziell fiir eine Einzelkraft Fg ist

5Wa = FE . (57’}?,

wobei sich die Variation drp geméafl Gl. (9.27)) zu drp = %%5(]1' ergibt, so dass
die Variation der aufleren Arbeit die Gestalt

5Wa = FE : %5(]2
dqi
annimmt. Analog ergibt sich fiir ein freies Moment M
SWo = M6 = M- 2254
Jq;

Zur Ermittlung der partiellen Ableitungen muss dabei die Verschiebung r¢ bzw.
die Verdrehung ¢ mit Hilfe der generalisierten Koordinaten ausgedriickt werden.

Im Fall von Starrkérpersystemen mit masselosen, deformierbaren Verbindungs-
elementen umfasst 6W; nur die Variation der inneren Arbeit der Verbindungs-
elemente. Wird die Wirkung eines Verbindungselements durch eine Einzelkraft
Fg, reprasentiert, dann ist

0A
SWi = == . Fudq,,
9q;
wahrend bei Darstellung durch ein freies Moment M
0A
Wi = 222 Mog
9qi

gilt. Man beachte, dass Ar bzw. A die tatsdchlichen Relativverschiebungen
bzw. relativen Drehungen zwischen End- und Anfangspunkt des Verbindungs-
elementes sind, die mit Hilfe kinematischer Beziehungen als Funktion der gene-
ralisierten Koordinaten ausgedriickt werden miissen.
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Insgesamt lasst sich damit die Differenz aus W, — §W; als eine Linearkombina-
tion der Variation der generalisierten Koordinaten ausdriicken:

(5Wa - (5VV1 = Q,ﬂqi. (930)
Die f Koeffizienten (); werden generalisierte Krifte genannt.

Beispiel 9.34 (Elastisch aufgehingtes Pendel mit duflerer Kraft)
Wir betrachten wieder das Pendel mit elastischer Fufipunktverschiebung. Fiir
die an der Pendelmassen angreifende duflere Kraft

| Fycosyp
F= |:F0 sin cp]

wollen wir die generalisierten Kréfte ermitteln.

Abb. 9.20: Elastisch aufgehdngtes Pendel mit duflerer Kraft F'.

Die Berechnung der generalisierten Kréafte erfolgt in folgenden Schritten:

Zunéchst bilden wir unter Verwendung der vorab ermittelten Variation der Ver-
schiebung der Pendelmasse die Variation der &uere Arbeit der Kraft

P {Focoscp] _ |:FOCOS(]2:|

—Fysing| | —Fysing

und erhalten

B [ Focosqo £ cos q2 6q2
oW =F - 01 = [FO sin qz} [5111 — {singz 6qz

= —Fysings 6q1 + Fol dgs.

Anschlieend schreiben wir die Variation der Arbeit mit den generalisierten
Kréften und den Variationen der generalisierten Koordinaten aus:

oW = Qidqi = Q10q1 + Q20¢2.
Der Koeflizientenvergleich liefert dann:

Q1 = —Fpsin ¢o,
Q2 = Fyl.
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9.4.2 Herleitung der Lagrange-Gleichungen 2. Art

Nach Einsetzen der Variationsformulierungen (9.29)) und (9.30) f auf der linken
und rechten Seite von Gleichung (9.28)) folgt

(/ 8’!’ . ’Udm) 5(]1' = Qidqi.
B 0

Diese Gleichung gilt fiir beliebige dg;. Im Fall holonomer Bindungen, auf die
wir uns ja beschridnken wollen, sind nicht nur die generalisierten Koordinaten
voneinander unabhéngig, sondern auch die Variationen dg;. Deshalb miissen
auch die f Gleichungen

0
/—T-i;dm:Qi (i=1,2,..f) (9.31)
5 9g;
gelten. Den auf der linken Seite stehenden Integranden formen wir wie folgt um:
or d [or d (or
D= — NPT [— .. 9.32
8qi v dt <8qi 'U> dt <(Q)ql> v ( )
Wegen

_dr  Ordg;  Or .

VTt T 0 dt 0

gilt
ov or

A4 0g;

und dies, mit
Aoy _ o (dry_ow
dt 8qi T 8qi dt o aqi

(Vertauschungssatz von Schwarz)

in (9.32)) eingesetzt, ergibt

814.1_)_3 81)'” _81).”
dq; ~  dt \9¢ 9q;

Damit wird auf der linken Seite von (9.31)):

L vam =i (fag (55)am) - [ (57 am

Die Differentiationen (% und 3%_ sind von der Integration iiber B unabhéngig.

Deshalb gilt

5 g; odm = % (azi /B (vév)dm) - a?]i /B (%) dm

=FE
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und damit gewinnen wir schlieflich aus (9.31)) f Gleichungen

d [OF OF .

Sie werden Lagrangesche Gleichungen 2. Art genannt.

Séamtliche in (9.33) auftretenden generalisierten Kréfte @; sind dufiere, an den
einzelnen starren Korpern angreifende Kraft- bzw. Momentenkomponenten. Wir
zerlegen @Q; geméaf

Qi =QY +Qf (9.34)

in die konservativen generalisierten Krifte QY und die dissipativen generalisier-
ten Krifte Q¢. Fiir die konservativen generalisierten Krifte QY existiert eine
Potentialfunktion

V= V(Qlaq% EEE) Qf)
mit der Eigenschaft

_ oV
0q; ’

Q! -

wobei das Minuszeichen aus Zweckméafigkeitsgriinden gewahlt wurde. Dies, mit
(19.34) in ([9.33)) eingesetzt, liefert die Lagrangeschen Gleichungen in der Gestalt

d(@E) OE 0oV

4 -
_ + = Q5 =1,2,.... f.
dt aqz 8q1 8ql v ¢ B 7f

Diese Gleichungen kénnen wegen

v
oq;

0

auch in der Form

d (OL\ 0L . .
dt(aql) - = i77’_]"2""’f'

mit der durch
L=FE-V

definierten Lagrange-Funktionals L notiert werden.

Beispiel 9.35
1. Physikalisches Pendel

Das physikalische Pendel hat einen Freiheitsgrad. Wir wahlen den Pendel-
winkel ¢ als generalisierte Koordinate.

Fir die kinetische Energie erhalten wir

1 1 1
E == <\2 79C-2:790-2'
Lm(ap)+ 2096 = 20
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Abb. 9.21: Physikalisches Pendel.

Wird das Nullniveau der potentiellen Energie zweckméfligerweise in Hohe
des Auflagepunkts gelegt, dann ist die potentielle Energie

V = —mgacos p.

Weitere potentiallose Kréfte existieren nicht, d.h. @), = 0. Damit lautet
die Lagrange-Funktion

1
L=FE-V= 500¢2 + mga cos .
und die Lagrange-Gleichung 2. Art
d oLy or_
dt \ 9p dp

Die benoétigten Ableitungen lauten:

oL d (oL
7:90. a oL :90..
55~ ai(as) =e
oL .

—— = —mgasin p.

I

Werden die Ableitungen in die Lagrange-Gleichung 2. Art eingesetzt, dann
ergibt sich

0° % + mgasin p = 0.

. Pendel mit Gleitbuchse

Fir das skizzierte Pendel mit einer Gleitbuchse soll die Bewegungsglei-
chung ermittelt werden. Der Einfluss der Gewichtskraft soll dabei ver-
nachléssigt werden. Das System hat wieder einen Freiheitsgrad, die gene-
ralisierte Koordinate ist auch hier der Pendelwinkel ¢.

Die kinetische Energie ist
1
E=269¢"
g

Die potentielle Energie setzt sich aus der potentiellen Energie der beiden
Federn zusammen:

_Leap2 i 1 a2
V=05 (A0? + (AL,
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Abb. 9.22: Pendel mit Gleitbuchse.

mit Al = atan ¢. Somit lautet die Lagrange-Funktion
Lo.o €a. o
L=E-V=-0"9*— —a”tan“p
2 2
und die Lagrange-Gleichung 2. Art ist wieder
d oLy oL
dt \ 9¢ dp

da keine potentiallosen Kréfte zu beriicksichtigen sind. Die benétigten
Ableitungen lauten:

oL d (0L

OL _go, 4 (98 _ o
o "7 dt(&b) -
oL 5 sing

Ao a cos3 ¢’

so dass sich die Bewegungsgleichung zu

69 + caZSm% =0
cos3 ¢

ergibt. Wir wollen das Ergebnis mit dem Drallgesetz iiberpriifen. Dazu
werten wir den dargestellten Freischnitt geméafl d’Alembert aus.

LN Sae
2

e |/t

Abb. 9.23: Freischnitt geméafl d’Alembert fiir den Pendelstab.

Es ergibt sich dann die Bewegungsgleichung

0903 + (gAH §A€> a=0
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mit Al = atan ¢, also insgesamt

60 + ca? sing 0
cos

Wie erkldren sich die Unterschiede in den erhaltenen Bewegungsgleichun-
gen?

Um den Punkt in y = a zu halten, wird eine Fiithrung benétigt bzw. eine
Kraft, die so einzustellen ist, dass die Lage stets eingehalten wird. Dadurch
wirkt eine Kraft auf die Buchse, die eine Komponente in Stabrichtung

besitzt.

oder /r— rp)
Fihrung des Massenpunkts erforderliche Kraft zum Ausgleich
fiir Kréftegleichgewicht der Federkraft entlang des Pendels

(abhingig von der Bewegung)

Abb. 9.24: Fiihrung der Gleitbuchse.

Berticksichtigen wir die Gleitbuchse, dann muss der Freischnitt in [9.23
angepasst werden. Buchse und Pendelstab miissen separat freigschnitten
werden, die Federn greifen wie skizziert an der Buchse an, zwischen Buch-
se und Pendelstab sowie zwischen Buchse und Fithrung wirken Reaktions-
krafte. Diesen Freischnitt zeigt Abbildung [9.25)

Abb. 9.25: Freischnitt geméfl d’Alembert fiir Pendelstab und Gleitbuchse.

Das horizontale Kraftegleichgewicht fiir die Buchse liefert dann

Nicosp —cAL=0
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bzw.

Fiir den Pendelstab erhalten wir dann aus dem Drallgesetz fiir den Dreh-
punkt:

093 + Ny =0

cos

und somit ebenfalls die Bewegungsgleichung
69 2 SINY. =0.
ptea cos3
Da die Normalkraft N7 eine Reaktionskraft ist und daher senkrecht zur
Bewegungsrichtung der Buchse steht, hat sie keine Auswirkung bei der
Ermittlung der Lagrange-Gleichung 2. Art.

3. Relativbewegung: Massenpunkt in rotierendem Rohr

Fiir die Bewegung eines Massenpunkts mit Masse m, der in einem rotieren-
den Rohr gefiihrt wird und mit dem Drehpunkt des Rohrs tiber eine Feder
(Federkonstante ¢) und einen Dampfer (Dampferkonstante k) verbunden
ist, wollen wir die Bewegungsgleichung herleiten. Da die Bewegung des
Rohrs vorgegeben ist, hat das System einen Freiheitsgrad. ZweckméBig ist
die Wahl der Koordinate Z im mitgedrehten Bezugssystem als generali-
sierte Koordinate.

Y

=2

@g m n=1q =27

¢ = wt, w = konst.

Feder entspannt
beiz =0

Abb. 9.26: Bewegung eines Massenpunkts in einem rotierenden Rohr.

Die kinetische Energie ist

1
Ezimv-v.

Den Geschwindigkeitsvektor berechnen wir durch Ableitung des im raum-
festen Bezugssystem aufgestellten Ortsvektors

| % cos(wt)

" [ sin(ww}
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des Massenpunkts. Damit ergibt sich

# cos(wt) — Fwsin(wt)
T sin(wt) + Fw cos(wt)

und daraus
1 1 e =2
E:§mv-v:§m(x + (Zw)?)

Die potentielle Energie der Feder ist V' = %0572. Die Déampferkraft besitzt
hingegen kein Potential und muss daher durch eine generalisierte Kraft
beriicksichtigt werden. Aus der Variation der inneren Arbeit des Dampfers
ergibt sich

—(SWi = —kfc&f = Q55£7 also Q:Z’ = —k‘.’i
Die Lagrange-Funktion ist

1. 1
L=E-V= §m(az2 + (Fw)?) — §c:52

und die Lagrange-Gleichung 2. Art lautet

ALy oL _
dt \ 9z x Y

wobei auf der rechten Seite der Gleichung mit @)z die potentiallose Damp-
ferkraft berticksichtigt wurde. Die bendtigten Ableitungen sind:

OL _ o d (OLY _ .
o " ai\ez) ™M

OL Y
— = MW T — cZ.
0z

Somit ergibt sich die Bewegungsgleichung

mi + ki + (¢ — mw?)i = 0.

. System mit zwei Freiheitsgraden

Fir das in Abb. skizzierte System sollen die Bewegungsgleichun-
gen mit der Methode der virtuellen Verschiebungen und den Lagrange-
Gleichungen 2. Art hergeleitet werden. Als generalisierte Koordinaten wer-
den die Auslenkung x und der Verdrehwinkel ¢ gewéahlt.

Ausgangspunkt fiir die Methode der virtuellen Verschiebungen ist das Ge-
samtsystem, wobei fiir eine Vorgehensweise geméafl d’Alembert zusétzlich
die Trégheitsreaktionen eingezeichnet wurden. Zweckméfligerweise fithren
wir die virtuellen Verschiebungen wieder auf Variationen nach den gene-
ralisierten Koordinaten zuriick und ersetzen daher auch die virtuellen Ar-
beiten durch Variationen der Arbeit nach den generalisierten Koordinaten.

Die Methode der virtuellen Verschiebungen lautet fir das Gesamtsystem

OW; = oW, + Wy
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z
mo, 0
g9
2FHG : z,¢
n=2
q1 =T q2 =@
c
u(t)
z
g
T
2FHG : z,¢
n=2

g1 =2 q2 =@

c

u(t) i G F@) @

Abb. 9.28: System mit zwei Freiheitsgraden und eingezeichneten Tragheitsreak-
tionen.

mit
OW; = e(x — u)dx + kqpdp,
Wy = F(t)dx — magdza, (9.35)

5WTr = —mldﬁ,&v - m2i’26$2 - mQZQ(SZQ — GCgaégo,

wobei noch die virtuellen Verschiebungen dzo und dz auf dz und dp zu-
riickzufithren sind und auch die Beschleunigungen # und 25 durch Aus-
driicke mit den beiden Freiheitsgraden x und ¢ und ihren Ableitungen zu
ersetzen sind. Wir bilden hierfiir den Ortsvektor des Massenmittelpunkts
des Stabs:

0 .
T+ 5sin
TCQZ[ £c2os ]
2 ¥

Fiir die virtuellen Verschiebungen erhalten wir daraus:

Sre, = [5””2] _ e, 9o,

022 ox o
1 £cosg oz + £ cos pdyp
= 2 — 2
[O] 0z + {—5 sin J op [ —% sinpdp |
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Nun miissen wir den Ortsvektor r¢, noch zweimal nach der Zeit ableiten,
um die beiden Beschleunigungen @ und Z zu bestimmen.
T+ %gb cos ¢

— é psing |’
ia| _ &+ L(pcosp — ¢?sinp)
Z9 —%(gbsintp—{—af cos )
Werden diese Ergebnisse in Gl. (9.35) eingesetzt, dann ergibt sich

Vo, = ’I’°C2 = |:

ac, = V¢, = .
Wi =c(x — u)dx + kqpdp,
Wy =F(t)0x — magdze = F(t)dx + mggg sin o,
oW = — m1Z0x — madiodre — MmaZodzg — 00¢5gp
= — myEdx — mo(% + g(go cos p — p? sin))(dx + g cos pdp)
- mgg(gb sin ¢ + ¢ cos gp)g sin @8 — 0% Go .

Die Methode der virtuellen Verschiebungen liefert dann nach Sortieren der
Terme

14
0 =[—c(x —u) + F(t) — m1& — mai — m2§(¢ cos ¢ — ¢? sin @)]ox

, 0 W a 2
+ [—kdcp+mgg§sm<p—m2x§coscp—mgz(cpcosgo—ga sin ) cos
ISP 2 . C -
fmzz(cpsmgoJrcp cos)sinp — 0% @|dp.

Da die beiden virtuellen Verschiebungen dx und d¢ unabhéngig voneinan-
der sind, miissen die beiden Koeffizienten verschwinden. Damit folgen die
Bewegungsgleichungen

mal

5 (pcos — @?sin ) + cx = cu + F(t),

(my + meo)i +

m2€2

c
(9+4

, 14 " , l .
)<p+m2§ cos<px+kd<p—m2g§sm<p =0.

Zur Herleitung der Bewegungsgleichungen mit Hilfe der Lagrange-Gleichungen
2. Art berechnen wir zunéchst die kinetische Energie:

mi ma 0¢ |
E = 71'2 + 7(’002 . ng) =+ 7902

Fiir ve, - ve, finden wir

. £ . ﬁ.
ve, Ve, = [H zwow} . [H zwcow]

—ggbsin(p —égbsinap
2 2
=32+ Zgbz cos? o + &l cos p + Zgbz sin? o

52
=32 4+ Zng + 6 cos p,
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so dass die kinetische Energie letztlich

mo 2 6¢
w i* + ffxgocosga—k 7190 + ?90
lautet. In der potentiellen Energie berticksichtigen wir die Gewichtskraft

des Stabes mit Nullniveau fiir 25 = 0 sowie die Federkraft:

E =

1
V = magzs + %(m —u)? = Mg cos P + g(x —u)?.

Die Lagrange-Funktion ist demnach

my +m 22 6¢
2 2+—€x<pc05g0+—2—30 + —?

L=E-V=
V=" 2 4 2

— Mgy COSp — %(.r —u)?.

Die Kraft F(t) und die Dampferkraft bilden wir in den potentiallosen
Kréften ab. Hierzu formen wie die virtuelle Arbeit dieser beiden Kréfte:

OW = 6W, — W = F(t)dx — kapdp = Qz0x + Q00
und erhalten somit

Qz = F(t) und Q, = —kq¢p.

Die Lagrange-Gleichungen lauten

d (0L oL
(%) -5 -

d (oL _1_Q
dt \ 9p dp ¥

Die benétigten Ableitungen sind

oL
% = (my1 + mgo)x + —éga Cos @,
d [OL . . 2
I (&x) = (mq +ma)i + 76(@ cos o — p? sin @),
oL
e —c(z — u),
oL 2
% —6xcos<p+mgzg0+90<p,
d 5‘L mgﬁ 82 C ..
1 <390) 5 —— (& cosp — Epsinp) + (m24—|—9 @,
37[/ _ ng. . + { .
o 2 Epsing +magy sin .

Damit ergeben sich auch hier die Bewegungsgleichungen zu

1
(my + meo)i + [t @Geosp — @?sing) + cx = cu+ F(t),

2
2 (
2

14 mal 14
(mzz+90) +T(xcosw—m+—fm mags sinp = —kq¢.

&
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10 StoBvorgiange

Stovorgdnge finden in einem sehr kleinen Zeitintervall statt. Aus der Voraus-
setzung einer kurzen Stofldauer leiten sich die folgenden Annahmen iiber das
dynamische Verhalten der Kérper wahrend eines Stoflvorganges ab:

1. Wahrend des Stofles ist die Lagednderung der Korper vernachlissigbar.
Deformationen treten nur in der Beriihrzone auf, sonst bleiben die Kérper
starr.

2. Die Stoflkréfte sind so grof}, dass alle anderen eingepréagten Krifte wahrend
des Stofivorgangs vernachlassigt werden koénnen.

3. Es treten keine Masseverluste wiahrend des Stoflvorgangs auf.

Zur Behandlung von Stofivorgdngen werden die Sétze fiir den Massenmittel-
punkt tiber die Zeit integriert, also in integraler Form betrachtet. Wir erhalten
dann:

Satz 10.1 (Massenmittelpunktsétze in integraler Form)
Fiir einen Kérper gilt zwischen zwei Zeitpunkten ta und tg der Massen-
mittelpunktsatz fiir den Impuls in integraler Form

tg
muc(tg) — moc(ta) = Fdt,

ta

wobei v die Geschwindigkeit im Massenmittelpunkt C und F' die resultie-
rende Kraft ist. Ferner gilt der Massenmittelpunktsatz fiir den Drall
in integraler Form
tg
D€ (tg) — D(ta) = MCdt

ta

mit dem auf den Massenmittelpunkt bezogenen resultierenden Moment MC.

Ebenso wie der Massenmittelpunktsatz fiir den Drall kann fiir einen raumfesten
Punkt das Drallgesetz in integraler Form formuliert werden.

Fiir die an einem Stoflvorgang beteiligten Korper gilt daher

mvo(ts) —ve(ta)) = [ Fdt,
0 - (witn) —w(ta) = [ MCar,

da sich die Korper wiahrend des Stofivorgangs laut Annahme weitestgehend starr
verhalten; die Vektoren F bzw. M umfassen dabei nur die StoBkriifte bzw. die
daraus resultierenden Momente.

In der Regel mochte man die kinematischen Gréflen ve und w entweder vor
(z.B. Verkehrsunfall) oder nach dem Stof ermitteln. Dies ist jedoch ohne weitere
Hypothesen nicht moglich, da die rechte Seite unbekannt ist. Wir treffen daher
die folgenden Zusatzannahmen:
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plastisch ~ Stahl/Stahl Glas/Glas elastisch
Stofizahl 0 0.56 0.94 1

Tab. 10.1: Typische Stofizahlen fiir verschiedene Materialpaarungen.

. Glatter Stof: Die Stoflkraft F' wirkt in Richtung des Normalenvektors
der Tangentialebene (der Stofinormalen) im Berﬁhrpunkﬂ der Korper,
Tangentialanteile infolge von Reibungskréften werden vernachlassigt.

. Die Stofldauer kann in eine Kompressions- und eine Restitutionsphase
unterteilt werden. Es gilt dann fiir den Stof3impuls:

tE ~ ~
Fdt= Fx + Fg.

ta

. Der Stoflimpuls wiahrend der Restitutionsphase ist Fr=cFxmit0<e<
1.

. Beim Ubergang von der Kompressions- in die Restitutionsphase besitzen
die beiden Korper im Berithrpunkt die gleiche Geschwindigkeit in Stofinor-
malenrichtung, die Relativgeschwindigkeit im Bertihrpunkt in Richtung
der Stoinormalen verschwindet.

[ Relativgeschwindigkeit
4 verschwindet
Fy Fr
| —
ta . - t, t
Kompressionsphase ~s———ueeee = Restitutionsphase

Abb. 10.1: Kompressions- und Restitutionsphase beim Stof3.

Fiir e = 1 heifit der Stof vollelastisch, wihrend er fiir € = 0 als vollplastisch
bezeichnet wird. Die Stof3zahl ¢ ist von der Materialpaarung, der Oberflachen-
beschaffenheit und weiteren Umgebungsbedingungen abhangig (s. Tabelle|10.1)

und muss experimentell bestimmt werden.

Stoflvorgidnge konnen wie folgt klassifiziert werden:

12Im Folgenden wird von einem punktférmigen Anfangskontakt zwischen den Kérpern aus-
gegangen.
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1. Verlduft die Stoinormale durch die Massenmittelpunkte der beiden Kor-
per, liegt ein zentrischer Stofl vor. Andernfalls heifit der Stofl exzen-
trisch.

2. Haben die Geschwindigkeiten der beiden Korper im Beriihrpunkt unmit-
telbar vor dem Stof die Richtung der Stofnormalen, dann liegt ein gera-
der Stof} vor. Anderenfalls heif3t der Stof schief.

77777777 %~ "7 7 7] StoBnormale

a) Beriithrebene

"=~ .Stofinormale

Bertihrebene

b)

Abb. 10.2: Zentrischer (a) und exzentrischer (b) Stof zweier Koérper.

Im Fall eines zentrischen Stofles reicht die Betrachtung des Massenmittelpunkt-
satzes fiir den Impuls in integraler Form aus. Fiir den exzentrischen Stofl muss
ferner noch der Massenmittelpunktsatz fiir den Drall in integraler Form heran-
gezogen werden. Bei einem geraden Stofl muss nur die Geschwindigkeitskompo-
nente in Richtung der gemeinsamen Geraden ermittelt werden, wihrend im Fall
eines schiefen Stofles alle Komponenten zu ermitteln sind. Wir beginnen daher
zunéchst mit der Untersuchung der zentrischen St68e und hier mit dem geraden
Sto8B.

10.1 Gerader zentrischer Stof

Fiir den geraden zentrischen Stofl zweier Koérper formulieren wir den Massen-
mittelpunktsatz fiir den Impuls in integraler Form in Richtung der gemeinsamen
Geraden, diesmal aber getrennt fiir die Kompressions- und die Restitutionspha-
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se.

mivy — myve, (ta) = Fi,

mive, (tg) — mivg = 5FK7

. (10.1)
MaUy — Mave, (ta) = —Fk,
mgvcz (tE) — MovVy = —EFK.

Hierin bezeichnet vy die gemeinsame Geschwindigkeit der beiden Koérper am
Ende der Kompressionsphase. Die Terme auf der rechten Seite der Gleichun-
gen sind fiir den zweiten Korper jeweils gleich grofl aber mit unterschiedlichem
Vorzeichen, da die StoBlkraft die einzige Kraft auf der rechten Seite dieser Glei-
chungen ist und der Gegenwirkungssatz gilt. Insgesamt liegen vier Gleichungen
fiir die vier Unbekannten ve, (tg), ve, (tg), vo und Fk vor.

Auflosen dieser Gleichungen nach den Geschwindigkeiten ve, (tg) und ve, (tg)
unmittelbar nach dem Stofivorgang fiithrt auf

mive, (ta) + mave, (ta) — ema(ve, (ta) — ve, (ta))

Vo (tE) - mi + meo ’
_ mavg, (ta) + mave, (ta) +ema(ve, (ta) — ve, (ta))
vCs (tE) - mi 4+ mo '

Sind umgekehrt die Geschwindigkeiten gegeben, so kann aus diesen Gleichungen
die Stofizahl ermittelt werden:
_ e, (te) — v, (te)
vey (ta) — v, (ta)

(10.2)

Demzufolge ist die Stoflzahl ¢ das negative Verhéltnis der Relativgeschwindig-
keiten nach und vor dem Sto8.

Wihrend des Stofivorganges kann kinetische Energie in andere Energieformen
umgewandelt werden (plastische Verformung, Erwarmung). Sie steht daher nicht
mehr fiir die Bewegung zur Verfiigung. Der Verlust an kinetischer Energie be-
tragt:

1 1
AE = i(mlvél (ta) +mav, (ta)) — §(m1vél (tr) + mavg, (tr))
1-— 52 mimso 2
= E— ta) — t .
5 it (v, (ta) — v, (ta))

Hingegen bleibt der Impuls des Gesamtsystems wahrend des Stoflvorgangs er-
halten, wie sich direkt aus GL ablesen ldsst. Sind nur die beiden Ge-
schwindigkeiten nach dem Stofl gesucht, so lassen sich diese daher einfacher aus
der Gesamtimpulserhaltung und der Gleichung fiir die Stozahl ermitteln.

Im Spezialfall eines elastische Stofles (¢ = 1) tritt kein Verlust an kinetischer
Energie auf, die Relativgeschwindigkeiten vor und nach dem Stof sind bis auf
das Vorzeichen identisch. Sind zudem die beiden Massen gleich grof}, tritt ein
Geschwindigkeitsaustausch auf (ve, (tg) = ve, (ta), ve, (tR) = vo, (Ta)).
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Im Spezialfall eines vollplastischen Stofles (¢ = 0) wird der Verlust an kineti-
scher Energie maximal. Die Relativgeschwindigkeit nach dem Stof} verschwindet;
die Korper bewegen sich mit der gleichen Geschwindigkeit v, fort.

Beispiel 10.2 (Ballistisches Pendel)

Bei einem ballistischen Pendel kommt es beim Aufprall des Projektils zu ei-
nem vollplastischen Stoff. Aufgrund der Anfangsgeschwindigkeit setzt sich das
Pendel in Bewegung. Mit Hilfe des maximalen Pendelausschlags lasst sich dann
die Aufprallgeschwindigkeit des Projektils ermitteln. Projektil und Pendelmasse
werden als Massenpunkt modelliert.

\
\
\
\
\
\
3
\
¢ \
P1 \
A
"
)\
A
"
A\
Y
\
\ v=20
mi o
D—» o my + mao
VA1 mao

Abb. 10.3: Ballistisches Pendel.

Die Geschwindigkeit nach dem plastischen Stof} ist

mivy (tA)

v1(tg) = v2(tg) = vg = .
1(te) = va(tg) = vE P

Unmittelbar nach dem Stof ist die kinetische Energie

mi + Mo
EO - T'D% ==

1miv?(ta)
2 mq + mo '
Die potentielle Energie V; ist null, wenn das Nullniveau in diesen Zustand gelegt

wird. Bei Bewegungsumkehr wird dann die kinetische Energie E; null, wihrend
die potentielle Energie maximal wird und

Vi = (mq + ma)gl(1 — cos 1)

betragt. Der Energiesatz in integraler Form liefert dann Ey+ Vy = F; 4+ V7 und

damit
1 m3v3(ta)
A (1 — .
SR _ (4 )1~ conie)

Wird diese Gleichung nach vy (ta) aufgelost, dann ergibt sich

LCRRLENG

vy (ta) = 2g0)(1 — cos p1).

my
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10.2 Schiefer zentrischer Stof3

Bei einem schiefen Stof} ist es zweckméfig, mit einem Koordinatensystem zu
arbeiten, dessen eine Achse mit der Normale der Beriihrebene ausgerichtet ist.
In Richtung der Stofnormalen gelten dann die Gleichungen des vorherigen Ab-
schnitts unverdndert weiter, wihrend die Geschwindigkeiten in der Beriithrebene
vor und nach dem Stofl unverdndert sind, da die Tangentialanteile der Sto3kraft
ndherungsweise verschwinden und daher fiir diese Komponenten die rechte Seite
des Massenmittelpunktsatzes fiir den Impuls in integraler Form verschwindet.

10.3 Exzentrischer Stof3 in der Ebene

Im Fall eines exzentrischen Stofles muss noch der Massenmittelpunktsatz fiir
den Drall (bzw. das Drallgesetz) in integraler Form beriicksichtigt werden. Wir
beschrianken uns hier auf ebene Probleme und erhalten dann

ty R
0% (w(tg) — w(ta)) = M€ dt = hF,

ta

wobei £ der Stofimpuls in Stofnormalenrichtung und £ der vorzeichenbehaf-
tete Abstand zwischen dem Massenmittelpunkt und der Geraden durch den
Berithrpunkt in Richtung der Stofinormalen ist.

Abb. 10.4: Exzentrischer StoS.

Wird der Massenmittelpunktsatz fiir den Impuls in Stofinormalenrichtung (In-
dex n) und in Tangentialrichtung (Index t) sowie der Massenmittelpunktsatz fiir
den Drall in integraler Form fiir jeden der beiden Koérper betrachtet, so ergeben
sich insgesamt sechs Gleichungen:

m1(ve, n(te) — vo, u(ta)) = —F,
m1(vey i (te) — vy i(ta)) =0,
07 (w1 (te) —wi(ta)) = hfﬁ, (10.3)
m2(UCz,n(tE) - UCQ,n(tA)) =F,
ma(vey 1 (te) — vy (ta)) =0,
0S (wa(tp) — wa(ta)) = —ho



Ist wieder der Geschwindigkeitszustand der beiden Kérper nach dem Stof§ ge-
sucht, dann hat diese Gleichung insgesamt sieben Unbekannte, da auch der
StoBimpuls unbekannt ist. Es muss daher wieder auf die Stofizahl e zuriickge-
griffen werden. Dabei ist die Stofizahl gemaf8 Gleichung zu modifizieren,
da bei einem exzentrischen Stofi die Relativgeschwindigkeit im Bertihrpunkt
nicht identisch mit der Relativgeschwindigkeit im Massenmittelpunkt ist:

__vpa(te) —vp,a(te)
vPl,ﬂ(tA) - UPz,n(tAy

dabei bezeichnen P; bzw. P, denjenigen Punkt des ersten bzw. zweiten Korpers,
der sich in Beriihrung befindet. Die Geschwindigkeiten in P; und P, kénnen mit
Hilfe der Beziehung fiir Starrkérpergeschwindigkeiten ermittelt werden.

Wird der Stofivorgang fiir einen gelagerten Korper untersucht, so sind die Lager-
reaktionen in den Massenmittelpunktsidtzen zu beriicksichtigen, da die Reakti-
onskréafte von gleicher Gréflenordnung wie die Stoflkréfte sein miissen und daher
nicht vernachléssigt werden kénnen. Die rechten Seiten der Gleichungen
miissen dann entsprechend modifiziert werden. Die Anzahl der Unbekannten
dndert sich dadurch nicht: zwar sind die Reaktionskréfte i. Allg. unbekannt, die
durch die Lagerung eingefiihrten kinematischen Bindungen erlauben jedoch eine
entsprechende Reduktion der unbekannten kinematischen Gréfen.

Beispiel 10.3
1. Stofl auf einen drehbar gelagerten starren Korper

Der Korper sei im Punkt A drehbar gelagert. Er befinde sich unmittelbar
vor dem Stof} in Ruhe. Gesucht ist die Lage des Punkts A so, dass wiahrend
des Stofivorgangs keine Reaktionskrifte im Lager auftreten.

Freischnitt

Abb. 10.5: Stof§ auf einen drehbar gelagerten starren Korper.

Die Gleichungen reduzieren sich auf die ersten drei Gleichungen, da
der zweite Korper nur durch den Stoffimpuls F beriicksichtigt wird. Da der
Korper zunéchst in Ruhe ist, werden die Geschwindigkeiten unmittelbar
vor dem Stof} zu null gesetzt. Ferner sind die Zeitintegrale

130} tg
A, ::/ Apdtund A, ::/ A, dt
ta ta
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der Lagerreaktionen in z- bzw. y-Richtung auf der rechten Seite der Glei-
chungen zu beriicksichtigen. Wird nicht der Massenmittelpunktsatz fir
den Drall in integraler Form, sondern zweckméBigerweise (Entfall der La-
gerreaktionen) das Drallgesetz in integraler Form fiir den Lagerpunkt an-
gesetzt, dann ergibt sich insgesamt:

m(vee(ts) —0) = F + A,
m(vey(te) = 0) = Ay,
04 (w(tg) — 0) = Eh.
Mit Hilfe der kinematischen Bedingungen vc, = ycw und vey = zow
liegen damit drei Gleichungen fiir die drei Unbekannten A,, A, und w(tg)

vor. Die Stofizahl wird hier nicht benétigt, da der Stoflimpuls als gegebene
Grofle behandelt wird. Wird nach den Lagerkréften aufgeldst, erhalten wir

A= F (mych - 1) und A, — pmeeht

64 64

Die Lagerkrafte verschwinden also fiir einen Auflagerpunkt, von dem aus
der Massenmittelpunkt die Koordinaten x¢ = 0 und

9A
ve = ik

besitzt. Diese Ort fiir den Auflagerpunkt wird Stofmittelpunkt genannt.
Er liegt auf einer Geraden durch den Massenmittelpunkt, die senkrecht
auf der Richtung der StoBkraft steht. Anwendung findet das Ergebnis u.a.
bei der Gestaltung von Himmern und Tennisschlégern.

2. Stof} auf eine Billardkugel

In welcher Hohe h fithrt ein parallel zur Rollebene der Kugel ausgefithrter
Stofl dazu, dass die Kugel rollt, ohne zu gleiten? Das Massentragheitsmo-

ment der Kugel beziiglich ihres Massenmittelpunkts sei mit ¢ = %mr2
gegeben.
F
Reibung keine Tangentialkraft,
vernachléssigbar da keine Reibung

Abb. 10.6: Stofl auf eine Billardkugel.

Damit der Auflagepunkt der Momentanpol unmittelbar nach dem Stof3
ist, diirfen keine Reaktionskréifte im Auflagepunkt angreifen. Daher ist
der Auflagepunkt der Stofimittelpunkt. Fiir den Stomittelpunkt gilt

9A

=

R
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Wird hier das Massentrigheitsmoment 84 = € +R?m = %mR2 eingesetzt
und nach der Hohe h aufgelést, dann ergibt sich

7
h=-R.
5
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11 Schwingungen

Der Begriff Schwingung ist schwierig zu fassen. DIN 1311 definiert Schwingungen
wie folgt.

Definition 11.1 (Schwingung)

Fine Schwingung ist eine zeitliche Anderung einer Zustandsgréfle eines Sys-
tems, bei der im Allgemeinen diese Zustandsgroffie abwechselnd zu- und ab-
nimmdt.

Eine Schwingung kann eine feste Periodendauer besitzen — muss es aber nicht.
Bei der Zustandsgrofle kann es sich beispielsweise um eine kinematische Gro-
Be (wie Verschiebung, Geschwindigkeit und Beschleunigung) handeln, aber auch
z.B. um eine dynamische Grofle wie die Kraft oder um statistisch gemittelte Gro-
Ben. Teilweise werden auch nichtperiodische Vorgéange (z.B. Kriechvorginge) zu
den Schwingungen gerechnet bzw. zumindest im Rahmen der Schwingungslehre
behandelt.

In diesem Kapitel werden Schwingungen von Systemen mit einem und zwei
Freiheitsgraden und von Kontinua betrachtet.

11.1 Erscheinungsformen, Beispiele

Systeme mit Trigheit (kinetische Energie) und Riickstellung (potentielle Energie
infolge Gewichtskraft, Federkraft, etc.) sind schwingungsfihig. Oft sind aber
die Schwingfrequenzen so hoch und die Amplituden so klein, dass sie visuell
nicht wahrgenommen werden. Im Folgenden betrachten wir einige Beispiele fiir
schwingungsfihige Systeme.

Beispiel 11.2 (Schwingungsfihige Systeme)
1. Mathematisches Pendel

NN

Abb. 11.1: Mathematisches Pendel, Freischnitt.

Auswertung des Impulsgesetzes in Umfangsrichtung (e,-Komponente) lie-
fert:

—mlp —mgsin p = 0,
9

¢+€sin<p:0.
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Die erhaltene Bewegungsgleichung ist eine nichtlineare, homogene gew6hn-
liche Differentialgleichung. Sie kann fiir kleine Auslenkungen ¢ < 1 durch
sin ¢ & @ linearisiert werden:
o+ %g& =0.

Dies ist dann eine lineare, homogene gewthnliche Differentialgleichung.
Sowohl die lineare als auch die nichtlineare Bewegungsgleichung besitzt
die Losung ¢ = 0, die auch als triviale Losung bezeichnet wird. Sie ist
jedoch nur dann mit den Anfangsbedingungen vereinbar, wenn das Sys-
tem in Ruhe ist, also weder eine Anfangsauslenkung noch eine Anfangs-
geschwindigkeit auftritt. Es bleibt dann auch in Ruhe, da keine weitere
duflere Kraft einwirkt.

2. Fliissigkeit in einem Rohr

T A =konst.

Abb. 11.2: Schwingende Fliissigkeit in einem Rohr.

Die Masse der schwingenden Fliissigkeit im Rohr ist m = pA{. Die Riick-
stellkraft ist hier die Gewichtskraft. Sie betrigt 2z Apg. Das Impulsgesetz
liefert in diesem Fall:

—mzZ —2zApg =0
pALZ + pA2gz =0
2
it 792' =0
Die Bewegungsgleichung ist in diesem Fall auch bei groflen Auslenkungen
eine lineare homogene gewohnliche Differentialgleichung.
3. Schwingungsfundament

Bei der Auslegung eines Schwingungsfundaments unterscheidet man Aktiv-
und Passiventstorung.

Fiir die Aktiventstorung lautet die aus dem Freischnitt gewonnene Bewe-
gungsgleichung:

F(t) —mg—cy — ky —mij =0,
my + ky + cy + mg = F(¢).
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a) Aktiventstérung b) Passiventstérung

o

. C o
2 2
‘ u(t)
Schutz der Umgebung Schutz eines Gerites
vor Erregerkraft F'(?) einer vor Erschiitterungen der
Maschine Umgebung

Abb. 11.3: Aktiv- und Passiventstérung eines Fundaments.

ky

Abb. 11.4: Freischnitt des Fundaments, Aktiventstérung.

Sie besitzt fiir F(¢) = 0 die statische Ruhelage y = yo, wobei sich y aus
mg ~+ cyo = 0 bestimmt. Fir die Bewegung Ay um die statische Ruhelage
ergibt sich mit

y=uwo+ Ay, y= Ay, j=Aj
durch Einsetzen in die Bewegungsgleichung
mAjj + kAj + c(yo + Ay) +mg = F(t),

woraus sich unter Ausnutzen der Bedingung fiir die statische Ruhelage die
Differentialgleichung

mAj + kAy + cAy = F(t)

ergibt. Fir F(t) # 0 muss die Losung die statische Ruhelage verlassen,
Ay(t) = 0 ist dann keine Losung der Differentialgleichung fiir Ay.

<&
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Schwingende Korper werden héufig nicht sich selbst iiberlassen, sondern sind
Einwirkungen unterworfen, welche Erregung genannt werden. Im Folgenden
werden wichtige Erregerarten klassifiziert. Dabei erfolgt eine Beschrinkung auf
harmonische Erregungen. Eine Erweiterung auf periodische Erregung kann fiir
lineare Differentialgleichungen durch Fourierreihenentwicklung des Erregerterms,
separates Losen der Differentialgleichungen fiir jeden einzelnen harmonischen
Erregerterm und anschliefende Anwendung des Superpositionsprinzips erfolgen.

1. Krafterregung oder Federkrafterregung

F(t)=Fsin2t bzw. F(t) = Fcost

Harmonisch verdnderliche Kraft mit Erregerkreisfrequenz 2 (2 =2nf, f
in [Hz]) mit konstanter Amplitude ' = Fy, die direkt (Abb. oder
als Federkraft (sog. Fulpunkterregung) am Korper angreift. Im Fall
der Fulpunkterregung einer Feder, wie in Abb. dargestellt, lautet die
Federkraft F'(t) = c(ugsin 2t — x(t)).

k m —— F(t) = FysinQt
— F=F,

Abb. 11.5: Krafterregung.

%—» w(t) = ug sin Qt
k c F = Cug
m

Abb. 11.6: FederfuBpunkterregung.

2. Dampfungskrafterregung
Wird der Fupunkt des Démpfers harmonisch verschoben, vgl. Abb.
dann ergibt sich eine am Korper angreifende Kraft, deren Amplitude pro-
portional zur Erregerkreisfrequenz ist:

F(t) = k(ugf2 cos Qt —i(t)) = Fcos 2t —ki(t) mit EF = kug2 ~ £.

3. Massenkrafterregung
Bei rotierenden Unwuchten ist die Erregerkraftamplitude proportional
zum Quadrat der Erregerkreisfrequenz, denn es gilt

F(t)=Fsin2t bzw. F(t)=FcosQt mit EF=moro2?~ 22
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2—» u(t) = up sin Qt

F = kuoﬂ

Abb. 11.7: Dampfungskrafterregung.

C
A
k
(=

Abb. 11.8: Massenkrafterregung durch rotierende Unwucht.

Setzt man im Fall der Massenkrafterregung m = M + mg, dann lautet die
Bewegungsgleichung fiir das System mit einem Freiheitsgrad in allen drei Féllen

mi + ki + cx = F(t) = F(£2) sin 2t bzw. F(2) cos 2t.

In der Bewegungsgleichung bezeichnen:
2(t): Verschiebung oder Winkelkoordinate
m: Masse oder Massentragheitsmoment
k: Dampfer- oder Drehdédmpferkonstante
c: Feder- oder Drehfederkonstante

F(t): Erregerkraft oder Erregermoment

Es liegt damit insgesamt eine lineare gewthnliche Differentialgleichung zweiter
Ordnung vor. Ahnliche Gleichungen treten auch in der Elektrotechnik und der
Physik auf.

11.2 Freie Schwingungen

Ist keine Erregung vorhanden, so spricht man von freien Schwingungen. In
diesem Fall vereinfacht sich die Bewegungsgleichung fiir das Einfreiheitsgrad-
system zu

mi + ki +cx = 0.

Sie besitzt, wie oben erwihnt, die triviale Losung « = 0, die jedoch héufig nicht
mit den Anfangsbedingungen vereinbar ist. Interessant sind daher nichttriviale
Losungen z(t) # 0. Sie werden in den folgenden Abschnitten hergeleitet und
diskutiert.
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11.2.1 Ungedampfte Schwingungen

Gilt neben F(t) = 0 auch k = 0, dann liegt ein konservatives System vor und
die Bewegungsgleichung vereinfacht sich zu

mi +cr =0
Mit der Abkiirzung - = wj wird daraus
i+ wir = 0.

Es liegt somit eine lineare gew6hnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung
mit konstanten Koeffizienten vor. Die allgemeine Losung dieser lasst sich mit
dem Exponentialansatz

x(t)=C eM

ermitteln. Einsetzen in die Differentialgleichung liefert dann
(A2 + wg)é’ eM =0,

woraus sich fiir nichttriviale Losungen (C' # 0!) die Bedingung
M 4wd=0

ergibt. Sie fiihrt auf Ay 2 = Fiwy. Da aufgrund der Linearitét der Differential-
gleichung die beiden Losungen superponiert werden konnen, lautet die Gesamt-
16sung

z(t) = Cy et 40,y e iwot

wobei die beiden Konstanten C~’1 und ég komplexe Zahlen sind, da die linke
Seite reellwertig ist. Mit Hilfe der Euler-Formel e*® = cos av=1 sin a kénnen die
beiden Exponentialfunktionen durch harmonische Funktionen ersetzt werden:
z(t) = C1(cos wot + isin wot) + Co(coswot — isinwot)
= (C’l + C’z) cos wot + i(C‘l — C'g) sin wot.
Demnach miissen C; := Cy + Cy und Cs := i(C’1 — C’g) reelle Konstanten sein.

Insbesondere sind C; und Cs konjugiert komplex. Die allgemeine Losung der
Differentialgleichung lautet daher

l‘(t) = Cy sinwgt + C5 coswyt

mit den Integrationskonstanten C7, C5. Sie beschreibt eine harmonische Schwin-
gung mit Kreisfrequenz wy, welche sich allein aus den Systemparametern ergibt.
Die Grofle

wo = \/E (Einheit: [s~1])

heifit daher Eigenkreisfrequenz. Die zugehorige Eigenfrequenz (Einheit: [Hz))
ist

_wo
f= 21
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Eine gleichwertige Darstellung der allgemeinen Losung ist
z(t) = A sin(wot + «) (11.1)

mit der Amplitude A und der Phasenverschiebung «; letztere wird auch als
Phasenwinkel bezeichnet. Die Phasenverschiebung wird im Bogenmaf} ange-
geben. Zwischen beiden Darstellungen existiert folgender Zusammenhang:

z(t) = A sinwpt cosa + A coswpt sin « S C1 sinwgt + Cy cos wyt.

Daraus ergibt sich die Umrechnung der Konstanten zu

Ci=Acosa, Cy=Asina = A=,/C?+C3, tana:%.
1

Die allgemeine Losung enthalt noch zwei Integrationskonstanten, die aus den
Anfangsbedingungen

z(t=0)=zp, z(t=0)=1v

mit den Konstanten xq, vg bestimmt werden miissen. Die Differentialgleichung
und die Anfangsbedingungen werden daher auch gemeinsam als Anfangswert-
problem bezeichnet.

Es gibt verschiedene Mdoglichkeiten, Schwingungen grafisch darzustellen. Die
gebrauchlichsten sind:

1. das Ausschlag-Zeit-Diagramm,

2. das Vektordiagramm, bei dem die Losung der Differentialgleichung
als Projektion eines mit der Frequenz wy rotierenden Vektors dargestellt
wird. Da die Amplitude A konstant ist, durchlduft der Vektor einen Kreis
mit Radius A, woraus sich der Name , Kreisfrequenz* fiir wg herleitet.

3. das Phasenportrait, bei dem die Geschwindigkeit in Abhéngigkeit von der
Zustandsgrofie aufgetragen wird. Im Phasenportrait kénnen die Losungen
fiir unterschiedliche Anfangsbedingungen veranschaulicht werden. Fir die
freie ungeddmpfte Schwingung ergibt sich aus nach zeitlicher Ab-
leitung die Gleichung

L\ 2
22+ T — A2
wo ’

Das Phasenportrait der freien ungeddmpften Schwingung besteht daher
aus Ellipsen mit Zentrum im Ursprung. Ausgehend von den Anfangsbe-
dingungen beschreibt eine Kurve die Entwicklung der Zustandsgrofie und
ihrer Geschwindigkeit. Da im Phasenportrait die Zeit nicht auftritt, mis-
sen Pfeile zur Darstellung der zeitlichen Entwicklung von x und & einge-
zeichnet werden.
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Abb. 11.9: Darstellungsformen fiir Schwingungen. a) Ausschlag-Zeit-Diagramm,
b) Vektordiagramm, c¢) Phasenportrait.

11.2.2 Gedampfte Schwingungen

Tritt zusétzlich noch eine Dampfungskraft auf, so liegt aufgrund der Energie-
dissipation kein konservatives System mehr vor. Wir betrachten hier nur ei-
ne geschwindigkeitsproportionale Dampfungskraft: Fp = —k4. Die Bewegungs-
gleichung des Einfreiheitsgradsystems fiir freie, geddmpfte Schwingungen lautet
dann

mi + k + cx = 0.
Mit den Abkiirzungen 2§ = %, wi = < wird daraus nach Division durch m
&+ 200 + wixz = 0.

Die allgemeine Losung dieser gewohnlichen Differentialgleichung zweiter Ord-
nung mit konstanten Koeflizienten lésst sich wieder mit dem Exponentialansatz

z(t) = C
bestimmen, der zwei Konstanten C' und A enthélt. Einsetzen liefert

(A +20A+wd) C et =0,
#0

woraus die charakteristische Gleichung
M 250 +w2 =0

folgt, die quadratisch in A ist und die Wurzeln

)\1,2 = 75:&\/5270.)(2]
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besitzt. Die allgemeine Losung ergibt sich dann durch Superposition der mogli-
chen Loésungen fiir A zu

z(t) = Cy Mt +C0y et

mit den Konstanten C; und Cs zur Anpassung der Losung an die Anfangsbe-
dingungen.

Nach Art der Wurzeln A\; und Ao werden drei Bewegungsformen unterschieden,
die durch das Lehrsche Dampfungsmafl D := wi(, charakterisiert werden:

>\1A’2:—5:|:(/J0\/D2—1

1. starke Dampfung, D > 1 (§ > wp)
Da A; 2 negative reelle Zahlen sind, ist z(t) eine abklingende Exponen-
tialfunktion mit x(t) — 0 fiir ¢ — oo. Es liegt dann eine aperiodische
Bewegung vor, eine sog. Kriechbewegung.

x(t)

>

@t =0) <0, [&(t = 0)] < oz(t = 0)

i(t =0) <0, |&(t =0)| > dz(t = 0)

Abb. 11.10: Zeitlicher Verlauf der Auslenkung fiir eine Kriechbewegung.

2. aperiodischer Grenzfall, D =1 (6 = wy)
Auch hier tritt mit Ay = Ay = —¢ eine aperiodische Bewegung auf, die
wegen der in der Praxis nicht exakt realisierbaren Bedingung D = 1 nur
von theoretischer Bedeutung ist. Der Bewegungsverlauf ist qualitativ im-
mer noch derselbe wie unter a), also eine Kriechbewegung mit z(¢) — 0
fiir t — oo.

3. schwache Dampfung, D <1 (6 < wy)
Dieser Fall ist in der Praxis hdufig anzutreffen, oft mit D < 1. Die Eigen-
werte sind dann konjugiert komplex:

)\172 = wo(—D + i\/ 1-— DZ)

Die Losung setzt sich dann zusammen aus

w(t) = e~ Dwot (C~'1 lwoVI=D%t | 7 e—iu.m@t) .
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Mit Hilfe der Euler-Formel folgt daraus

x(t) = e~ Pwot (C’l (cos wm/ﬁt +isinwyv1— D2t>
+Cs (cos woV1—D? —isinwgyv1— D2t>)

= g~ Dwot (C~’1 + C’g) coswoV1— D2t +i (CNH — C’g) sinwgy/1 — D%t
::Cl :ICQ

und somit die Bewegung zu

x(t) = e Dot (C’l coswpyV' 1 — D%t + Cysinwpy/1 — D2t) .

Die Losung beschreibt in diesem Fall freie, geddmpfte Schwingungen mit
zwel reellwertigen Konstanten C; und Co zur Anpassung an die Anfangs-
bedingungen. Auch hier kann wieder eine alternative Darstellung in der
Form

x(t) = Ae Pwolgin <w0\/ 1—-D%*+ a)

gefunden werden mit der Amplitude A = \/C? + C3 und der Phasenver-

: : — G
schiebung a: tana = o

x(t)k

A e—Dm”t

exponentiell abklingend

Abb. 11.11: Zeitlicher Verlauf der Auslenkung bei schwacher Dédmpfung.

Aufgrund des Faktors e~ P«ot ist auch diese Losung exponentiell abklin-

gend, d.h. z(t) — 0 fiir t — co. Es treten jedoch Nulldurchgénge auf, die
Bewegung ist daher eine Schwingung. Die Kreisfrequenz dieser Schwin-
gung ist

wq = woV1—D? < wy,
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die Periodendauer: T, = i—: > T. Die Schwingung ist allerdings nicht mehr
periodisch, d.h.

2(t+7T.) # x(t), demn x(ﬁ’f)ﬂ:emon#

Der Logarithmus dieses Verhéltnisses,

x(t) 27 D
———~—— = DwyTe = Dwg— = 27—,
(t +Te) e %wa V1-D?
wird logarithmisches Dekrement genannt und kann leicht im Ausschwing-
versuch gemessen werden, z.B. durch Messung zweier Maxima, so dass
daraus auch D bestimmt werden kann.

In

Anmerkung. Freie Schwingungen sind in der Praxis fast immer bedeutungslos,
da sie rasch (exponentielll) mit der Zeit abklingen. Die Bestimmung der Eigen-
kreisfrequenz wg bzw. wq ist jedoch auch fiir erzwungene Schwingungen wichtig,
insbesondere zur Vermeidung von Resonanz.

11.3 Erzwungene Schwingungen

Freie Schwingungen klingen wegen der stets vorhandenen Démpung in der Pra-
xis rasch ab. Durch den Einfluss einer Erregung kénnen auch Dauerschwingun-
gen entstehen. Diese sind von grofler Bedeutung in der Technik. Wir betrachten
daher die Differentialgleichung

mi + ki + cx = F(t).

Auch hier ist (t) = 0 keine Losung mehr, auch nicht fir ¢ — co. Wir beschrin-
ken uns auf eine harmonische Erregung der Form

F(t) = Fsin2t oder F(t) = F cos 2t.

Im Falle einer allgemeinen periodischen Erregung kann diese in eine Summe
harmonischer Funktionen zerlegt werden. Da fiir ein lineares System das Su-
perpositionsprinzip gilt, konnen die Antworten des Systems auf die einzelnen
Erregungen additiv iiberlagert werden. Die Betrachtung einer harmonischen Er-
regung stellt deshalb keine besondere Einschrankung dar.

Die Losung der Differentialgleichung ist gegeben durch
x(t) = zp(t) + zp(2).
I L eine partikulire Losung
Losung der homogenen Dgl.
Die Losung der homogenen Differentialgleichung wurde in [I1.2] angegeben. Sie
beschreibt freie Schwingungen und enthélt zwei Konstanten zur Anpassung an

die Anfangsbedingungen.

Die partikuldre Losung lasst sich z.B. durch Variation der Konstanten ermitteln.
Schneller ist jedoch ein ,,Ansatz vom Typ der rechten Seite“. Wir betrachten
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hierfiir zunéchst die Differentialgleichung in Standardform, die wir nach Division
durch m erhalten:

&+ 2Dwoi + wir = Wi Exg cos(Nt),
mit den Parametern
k 1) (9]
26 = -, O‘)g = i, D = -, 77 = —
m m wo (%)

sowie auf der rechten Seite

% bzw. ug, Krafterregung 1, Kraft
To = 4 UQ, Dampfungskrafterregung E = < 2Dn, Dampfer
oo, Massenkrafterregung n?, Unwucht

Als Losungsansatz vom Typ der rechten Seite wihlen wir nun
xp(t) = Vg cos(£2t — €).

unbekannte Amplitude L unbekannte Phasenverschiebung,
hier nacheilend angesetzt
gleichfrequent

mit Erregung

Darin sind V und ¢ Parameter, die so bestimmt werden sollen, dass der Lo-
sungsansatz die Differentialgleichung erfiillt. Gelingt dies nicht, muss ein ande-
rer Ansatz gewéhlt werden.

Eine gleichwertige Form des Lésungsansatzes ist
xp(t) = Vi cos 2t + Vo sin (2t
Zp(t) = £2(—Visin 2t + Vs cos 2t)
ip(t) = —2%(Vy cos Qt + Vasin 2t)

Einsetzen in die Differentialgleichung fithrt auf
(-1 Q2+2Dw0(2V2+w8 %] —ng;vo) cos Qt+(—‘/§Q2—2Dw0(ZVl —|—w§V2) sin 2t =0
und der Koeffizientenvergleich liefert die beiden algebraischen Gleichungen
(Wi — %)V} + 2Dw2Vy = Wi Exy,
—2Dwo2Vy + (wi — 2% Vy =0
fir V7 und V5 mit der Losung

(w3 — 2 wiExg
(wg — 22)2 + (2Dw( 2)%’
2Dwo Rwi Exg
(wg — 22)2 + (2Dw( 2)%’

‘/1:

‘/2:

Hieraus erhalten wir die Amplitude
A=/V24+V2= wo B
V(Wh — 22)2 + (2Dwo2)?
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und den Phasenwinkel e:

¢ V2 QDWOQ
ane = — = —5———.
i (w§—622)
Mit dem Frequenzverhéltnis n = w% und der Vergroflerungsfunktion V = ;io
ergibt sich dann:

B FE
V(=122 + (2Dn)?’
2Dn
tane = .
1—n?

Damit ergibt sich die partikuldre Losung zu
zp(t) = Vg cos(£2t — ¢).

Sie besitzt die gleiche Frequenz wie die harmonische Erregung; die Amplituden
konnen jedoch kleiner (V' < 1) oder grofier (V' > 1) als die statische Auslenkung
x¢ sein. Die Phasenverschiebung ist unabhéingig von der Art der Erregung, also
von E.

el D=0

e —

. / alle Kurven gehen durch
‘‘‘‘‘‘‘‘‘ e n =1, e = 5 unabhingig von D
_________ ,,,’/ — Indikator firn =1
n=1 7

weitgehend weitgehend
in Phase in Gegenphase

Abb. 11.12: Phasenverschiebung in Abhéngigkeit vom Frequenzverhéaltnis.
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Die Vergrofilerungsfunktion V(n) ist jedoch erregungsabhéngig. Die folgenden
Falle lassen sich wieder unterscheiden:

1. Krafterregung £ =1

Vel

Nmat - 2D+/1 — D2

Va(n — o0) =0

N |

n=1

1
Va(n=1) = D

Abb. 11.13: VergroBlerungsfunktion bei Krafterregung.

2. Dampfungskrafterregung F = 2Dn

Vi

Abb. 11.14: VergroBerungsfunktion bei Dampfungskrafterregung.
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3. Massenkrafterregung £ = n?

V.

Dy >0

Dy > D1

n=1 n

1
Vep=1) = —
(m=1) )

Abb. 11.15: Vergroflerungsfunktion bei Massenkrafterregung.

In allen drei Féllen fithrt der Betrieb mit n = 1 auf Resonanz. Bei kleinen
Démpfungen sind dann die Amplituden sehr grofi, daher gefihrlich und nach
Moglichkeit zu vermeiden.

11.4 Frequenzgangrechnung

Bei Betrachtung der komplexen Zahlenebene liefert die Projektion eines mit
w =const. umlaufenden Zeigers auf die Achsen des Koordinatensystems harmo-
nische Zeitfunktionen. Das Verwenden komplexer Zahlen fiihrt daher zu einer
effizienteren Berechnung der partikuldren Losung fiir erzwungene Schwingun-
gen bei harmonischer Erregung, analog zur komplexen Darstellung in der Elek-
trotechnik bei Wechselstrom und in der Regelungstechnik. Es ist jedoch in der
Regel nur fiir lineare Systeme und damit lineare Differentialgleichungen sinnvoll.

Im{a()}

1 Refa(n)}

Abb. 11.16: Komplexer Zeiger einer komplexwertigen Funktion a(t).

Wir betrachten den komplexen Zeiger

a(t) = Ae'? = Aelwtta)
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Die Zerlegung mit der Euler-Formel
a(t) = A(cos(wt + a) + 1 sin(wt + «))
liefert fiir Real- und Imaginérteil:
Re{a(t)} = Acos(wt + a),
Im{a(t)} = Asin(wt + «).

Anmerkung. In der Elektrotechnik wird héufig j statt i fir die imaginédre Einheit
geschrieben.

Da die Zeigerldnge zeitlich konstant ist, wird die Differentiation besonders ein-
fach:

Abb. 11.17: Darstellung der ersten beiden Ableitungen von a(t).

a= Aei(thra)

i = iw A @Y = juq
i = —w? AWt — _ 2 = (iw)%a

Zur Vorbereitung der Anwendung dieser Gleichungen auf erzwungenen Schwin-
gungen abstrahieren wir die Begriffe

Erreger - Schwinger - Zwangsschwingung

im Sinne der linearen Systemtheorie (Regelungstechnik):

Eingang ‘

‘ Ausgang
y(t)

System
z(t)

Die Erregung als Systemeingang y(t) ist dabei gegeben, z.B. in der Form

y(t) = yosin 2t = Im {yoeim}

mit vorgegebener Amplitude yo und vorgegebener Erregerkreisfrequenz 2. Sie
wird dann als

y(t) = yoe' !

verallgemeinert. In analoger Weise verallgemeinern wir die Systemantwort. In
war diese gegeben durch

xp(t) = Vyosin(2t —e) =Im {Vyoei(m_s)} =Im {Ve_is Yo eim}
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mit der VergroBerungsfunktion V' und der Phasenverschiebung e als gesuchte
Parameter der partikuldren Losung z,(t). Unter Einfithrung des komplexen
Frequenzgangs F(if2) wird dies zu

zp(t) = Im {F(i£2) y(t)}
oder verallgemeinert
2p(t) = F(iQ)yo & = FQ)y(2).

Fiir ein gegebenes System (also gegebene Systemparameter) und bei harmoni-
scher Erregung beschreibt der Frequenzgang die Abhéngigkeit des Verhéltnisses
von Systemausgang zu Systemeingang von der Kreisfrequenz der Erregung. Als
komplexe Zahl kann er in Real- und in Imaginérteil aufgeteilt werden.

Zum Eingang (Erregung)
y(t) = yoe' "
gehort also der Ausgang (Zwangsschwingung)

z,(t) = F(i2)yoe'?"

Ausgang
zp () =F(i£2)yoe' **

Eingang ‘

y(O)=yoe'?"

F(i02)

Vergroerungsfunktion und Phasenverschiebung kénnen nun in Abhéngigkeit
des komplexen Frequenzgangs ausgedriickt werden. Aus

F(iR) =V (N)e ¢

folgen
V($2) = |F(i2)|
und
_ Im{F(2)}
tane = fm.

da € positiv im Uhrzeigersinn

Die Berechnung von F(if2) erfolgt durch Einsetzen der Anséitze in die Differen-
tialgleichung unter Verwendung der Ableitungen des komplexen Zeigers fiir den
Systemausgang: Aus

i + 2Dwoi + wiz = wi Byoe?!
folgt so

((12)? + 2Dwo (i) + wi) F(i2)yse™*" = wiygBeH**"
und damit

2
wiE
(102)2 + 2Dwy (i02) + wi’

F(i) =
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oder mit n = w%:

E B (1-n?)E i 2DnE
= 112Dy (L= P2+ @DnE (1= + @Dy

F(in) =

Die Ortskurve ergibt sich durch Auftragen des komplexen Frequenzgangs als
Kurve in der komplexen Zahlenebene mit der Erregerkreisfrequenz {2 bzw. dem
Frequenzverhéltnis 1 als Parameter. Speziell fiir Krafterregung (E = 1) finden
wir die in Abb. dargestellte Ortskurve

Im {F(in)}

Re{F(in)}

n = 1 Resonanz

Abb. 11.18: Ortskurve in Abhéngigkeit vom Frequenzverhéltnis 7.

1
V(1 —=n?)?+ (2Dn)?

mit V() = |F(in)| = /Re2{(F(in)} + Im*{F(in)} =

und

_ Im{F(i2)}  2Dny
tane(n) = TRe{F(i)}  1-72

also tatséchlich die Ergebnisse des vorherigen Abschnitts.

Fiir den Systemausgang z,(t) finden wir die komplexwertige Zeitfunktion
p(t) = F(i2)yoe™ =V (2)e! =)y,

Nach der Berechnung mit komplexen Zahlen muss dieses Ergebnis noch auf eine
Schwingung mit reellwertiger Auslenkung zuriickgefithrt werden. Beispielsweise
ergibt sich bei sinusférmiger Erregung sin 2t mit

y(t) = Im {yoe' "}
die Antwort ebenfalls aus dem Imaginérteil:

zp(t) =Im {F(i())yoeim} =V (2)yosin (2t — e(£2))
und analog bei cosinusférmiger Erregung cos {2¢ mit

y(t) = Re {yoe' ™'}
die Antwort zu

zp(t) = Re {F(i2)yoe'?"} = V(£2)yq cos (2t — £(12)).
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11.5 Schwingungen mit endlich vielen Freiheitsgraden

Die Behandlung von Schwingungen mit endlich vielen Freiheitsgraden ist Ge-
genstand der Vorlesung , Technische Schwingungslehre“. Hier erfolgt daher nur
die Betrachtung eines Beispiels in Form des unten skizzierten ungedampften
Systems mit zwei Freiheitsgraden.

(&S] Cc2

mi NV me e (1)

O (@) Q O

Abb. 11.19: Ungedampftes System mit zwei Freiheitsgraden.
Die Bewegungsgleichungen fiir dieses System konnen leicht hergeleitet werden:
myiy + 1z — co(xg — 1) =0,
mada + ca(x2 — 1) = F(t).
Anmerkung.
1. Es liegt ein System linearer gewohnlicher Differentialgleichungen vor.

2. Im Fall eines nichtverschwindenden Erregerterms (F(t) # 0) ist das Sys-
tem inhomogen.

3. Es werden n Differentialgleichungen bei n Freiheitsgraden sowie 2n An-
fangsbedingungen fiir eine eindeutige Losung bendtigt.

4. Wenn Dampfungskrifte (oder gyroskopische Kréfte) auftreten, dann tre-
ten in den Differentialgleichungen zusétzliche Terme in den Geschwindig-
keiten #; auf.

5. Die Differentialgleichungen sind gekoppelt. Die Kopplungsterme treten in
Abhéngigkeit von den gewéhlten Bezugssystemen auf und sind daher kei-
ne Systemeigenschaft! Kopplungen kénnen beispielsweise auch in den Be-
schleunigungstermen auftreten.

11.5.1 Freie (ungeddmpfte) Schwingungen

Wir betrachten zunéchst wieder den Fall, dass keine Erregung auftritt, d.h. F(t) =
0. Die Bewegungsgleichungen vereinfachen sich dann zu:

mi&1 + a1z — ca(ze — 1) =0,

mgig + CQ(ZZZQ - .Z‘l) =0.

Es handelt sich weiterhin um lineare Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten. Daher fiihrt auch in diesem Fall der Exponentialansatz auf die
allgemeine Losung;:

i (t) = Ckekk’t, k=1,2.
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Darin sind C}, die Integrationskonstanten und A ist ein Eigenwert, der so zu be-
stimmen ist, dass der Ansatz die Differentialgleichungen erfiillt. Die Terme e*+*
heben sich nur dann aus allen Gleichungen heraus, wenn A\ = A\ = A\, gilt, also
das Zeitverhalten e fiir alle Freiheitsgrade gleich ist. Alternativ kann die Lo-
sung wie beim Einfreiheitsgradsystem mit Amplitude und Phasenverschiebung
angesetzt werden, wobei die Amplituden dann abhéangig vom Freiheitsgrad sind
und wegen der fehlenden Dampfung die Phasenverschiebung verschwindet:

zi(t) = Ck sinwt = Opelvt,

auch coswt oder allgemein sin(wt 4+ a) méglich

Einsetzen in die Bewegungsgleichungen fithrt auf das lineare algebraische Glei-
chungssystem fiir die Integrationskonstanten C7, Cs
(Cl + co — m1w2) Ci —cCy =0,
—cCh + (CQ — m2w2) Cy=0.
Die triviale Losung C; = 0, Cy = 0 charakterisiert dabei wieder keine Schwin-
gung, weshalb nichttriviale Losungen C} # 0 von Interesse sind. Sie treten auf,

wenn die Koeffizientenmatrix des linearen Gleichungssystems singular wird. Dies
fihrt auf die folgende notwendige Bedingung fiir den Eigenwert w:

c1+co — m1w2 —Co !

Aw) = 5 =0

—C2 Co — MaoW
Die Auswertung der Determinante fiithrt auf die charakteristische Gleichung
mimaw? — (m1ca + macy + maca)w® + c1ep = 0,

also auf eine quadratische Gleichung fiir w?. Nach Division durch m;m, und
unter Einfiihrung der Eigenkreisfrequenzen

C1 C2
wop1 = — und Wp2 = —
my m2

der Einfreiheitsgradsysteme sowie des Massenverhéltnisses
ma
H=—
mi
lautet diese Gleichung

wh = (Wi + (1 + p)wdy) w? + whwgy = 0.

Sie besitzt die beiden Losungen

s wo + (1+ i, I (Wor + (L + pwds)* 5
Wiz = Wo1Wo2s

2 4
die beiden positiv sind, so dass w; und wy rein reell sind. w2 sind die beiden
Eigenkreisfrequenzen des Systems, wobei w; die groflere der beiden Eigen-
kreisfrequenzen ist. Im Fall eines Systems mit n Freiheitsgraden wiirden n Ei-
genkreisfrequenzen vorliegen.
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Fiir die Eigenwerte sind die beiden Gleichungen fiir C; und C5 linear abhéngig,
da ja die Koeffizientenmatix singulér ist. Daher sind die Konstanten C; und Cy
nicht unabhéngig voneinander. Einsetzen von w;, ¢ = 1,2 in die erste Gleichung

(01 + co — mlw?)CM — 0% =0

liefert das Amplitudenverhaltnis

. Cy; 1 +ca— mlwf
Ch; C2

i

Wegen der linearen Abhéngigkeit der beiden Gleichungen fiihrt das Finsetzen
von w; in die zweite Gleichung auf das gleiche Ergebnis.

Die Gesamtlosung der homogenen Differentialgleichungen setzt sich unter Be-
riicksichtigung des Amplitudenverhéltnisses aus den harmonischen Funktionen
zu den beiden Eigenkreisfrequenzen zusammen:

x1(t) = Ay sinwyt + By coswit + Ag sinwat + By cos wat,
29(t) = p1 (A sinwit + By coswit) + pa(Ag sin wsat + By cos wat).

Sie enthélt noch vier Integrationskonstanten zur Anpassung an die vier Anfangs-
bedingungen

z1(0) = 710,
#1(0) = v1o,
x2(0) = @20,
#2(0) = va0

Die entstehende Schwingung ist nur dann periodisch, wenn die Eigenkreisfre-

quenzen kommensurabel sind, d.h. wenn das Verhéltnis g—’;‘ rational ist.

Beispiel 11.3
Wir betrachten den Fall m; = ms und ¢; = ¢, fiir den p = 1, wp; = wpe und

(3£ V5)
W%,Q = Twé

(7 5)

me=Ty

gilt und diskutieren die sich einstellende Bewegung fiir verschiedene Anfangsbe-
dingungen:

1. Fir x99 = p1x10 und veg = p1wiv1p bzw. Tog = paz10 und vep = pawsv1o
stellt sich eine gleichldufige Bewegung der beiden Massen mit der Kreis-
frequenz wy bzw. ws ein.

2. Fur T20 = —M1T10 und V290 = —M1W1V10 bzw. To20 = —MH2T10 und Vop =
—owavyg stellt sich eine gegenlaufige Bewegung der beiden Massen mit
der Kreisfrequenz wy bzw. wo ein.

196



3. Fiir z10 # 0, 22(0) = 752 und v (0) = v2(0) = 0 ergeben sich A; = A, =0
und By = By = 5%, Wegen

w1 — we w1 + w2

t) cos(

x1(t) = %(COS w1l + coswat) = w19 cos( t)
stellt sich fiir () eine Schwebung ein. Der Term cos(“*5*2t) kennzeich-
net dabei die langsamen Anderungen der Amplitude, die an den Nullstel-
len von cos(*“15%2¢) vollstandig verschwinden, wéihrend sich aufgrund des
letzten Faktors die Schwingung mit der Kreisfrequenz % vollzieht.

Schwebung

Abb. 11.20: Schwebung,.

Fir die zweite Masse ist

7 5
xo(t) = leo(cos w1t + coswat) + T:zzlo(cos w1t — cos wat)

w1 + wo

_ 5 _
wp — w w1 + wo \f w1 — W2 t) sin( : t)

= 5210 cos( 5 2 1) cos( 5 t) — 5 %10 sin(

die additive Uberlagerung zweier Schwebungen.

11.5.2 Erzwungene Schwingungen

Wir beschréanken uns wieder auf eine harmonische Erregung, also F(t) = F cos(§2t)
und insbesondere auf den Fall der Fuipunkterregung einer Feder mit F(t) =
coYo cos(£2t) und der Federkonstanten cg. Analog zum Einfreiheitsgradsystem
wahlen wir zur Ermittlung der partikuldren Losung wieder einen Ansatz der
rechten Seite:

x1,p(t) = V1Y cos(£2t — e1),

x2.p(t) = oYy cos(2t — e3).
Darin sind V7, V5 die Vergroferungsfunktionen und €7, €2 Phasenverschiebun-
gen, wobei fiir das ungedampfte System die Phasenverschiebung 0 oder 7 ist.
Einsetzen in die Bewegungsgleichungen fiihrt auf ein inhomogenes lineares al-
gebraisches Gleichungssystem fiir V3 und Vs:

(c1+c2 — m192) Vi — Vo =0,

—CQ‘/l + (Cg — m202) ‘/2 = Cp.
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Die Losung des Gleichungssystems kann beispielsweise mit Hilfe der Cramer-
Regel ermittelt werden und lautet:

B Ay 2(02)
Vip = Wa

mit

A(2) = myms (94

_ M1Cy + MaC1 + MaCo 0?4 C1C2
mimsa mims

*, s. freie Schwingungen: A(w1)=A(ws2)=0

A1(£2) = caco,

As(2) = (1 + 2 — mlﬁz)co.
Da der Term in Klammern (x) fiir £2 = w; oder 2 = wy verschwindet, kann er
als Produkt

(2% — wi) (2% — w3)
geschrieben werden, so dass A(f2) sich zu
A(.Q) = m1m2(92 — w%)(QQ — w%)

ergibt. Damit lauten die Vergréflerungsfunktionen

C2CQ
Vi = mims
(22 — w}) (22 = w3)’
(c1tc2a—m102%)co

V — mi1ms
2T (22—l

Zwei wichtige Phdnomene konnen an diesen Ausdriicken fiir die Vergroflerungs-
funktionen abgelesen werden:

1. Resonanz A; 5 # 0, aber A =0 ({2 = w; oder 2 = ws)
In diesem Fall werden die Amplituden sehr grof8 (theoretisch sogar unend-
lich, da Dampfung nicht beriicksichtigt wurde). Dieser Zustand sollte in
jedem Fall vermieden werden.

2. Tilgung A; =0 oder Ay =0, aber A #0

In unserem Fall kann nur A, = 0 auftreten, ndmlich fiir
c1+ c2

mq '

0=

Bei dieser Erregerfrequenz bleibt die Masse trotz angreifender Kraft in
Ruhe, die weitere Masse schwingt mit endlicher Amplitude und gleicht
dadurch die Wirkung der angreifenden Kraft aus. Es liegt ein Schwin-
gungstilger vor, der von hoher praktischer Relevanz ist.

Anmerkung.

1. Werden die berechneten Werte fiir V; und V5 wieder in den Losungsansatz
eingesetzt, dann erhélt man eine Beschreibung der Zwangsschwingungen
als Funktion der Zeit.
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2. Auch bei Systemen mit endlich vielen Freiheitsgraden ist die komplexe
Frequenzgangrechnung moglich und sinnvoll, sofern das Differentialglei-
chungssystem linear ist. Sie fithrt dann auf die Frequenzgangsmatrix. Dies
ist Gegenstand der Vorlesung ,, Technische Schwingungslehre.

Bei gegebenen Parametern kénnen V; und V5 als Funktionen von {2 berechnet
werden. Es ergibt sich dann die Darstellung in Abb. [I1.21}

Vi2

[Vi,2]

Tilgerfrequenz

Abb. 11.21: VergroBerungsfunktionen in Abhéngigkeit von der Erregerfrequenz.

11.6 Schwingende Kontinua

Oft miissen technische Bauteile als Kontinuum modelliert werden, z.B. bei Ach-
sen, Wellen, Turbinenschaufeln, Behéltern etc. In diesem Fall sind die Bewe-
gungsgleichungen partielle Differentialgleichungen, und zu den Anfangsbedin-
gungen treten noch Randbedingungen hinzu. Die Bewegung wird dann durch
ein Anfangsrandwertproblem beschrieben. Fir einfache lineare Anfangsrand-
wertprobleme lésst sich die Losung mit einem Produktansatz zurtickfithren auf
das Losen von gewohnlichen Differentialgleichungen.

Fiir die freien Schwingungen fiithrt das Randwertproblem zur Ermittlung der
Eigenformen der Schwingung auf ein Eigenwertproblem fiir die Eigenfrequen-
zen. Die charakteristische Gleichung ist transzendent und besitzt abzéhlbar
unendlich viele Losungen. Zur Bestimmung der Integrationskonstanten des An-
fangswertproblems kénnen dann Orthogonalitatsbeziehungen zwischen den
Eigenformen ausgenutzt werden.
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Wir leiten zunéchst die Bewegungsgleichungen fiir die freien Schwingungen eini-
ger eindimensionaler Kontinua her: fiir Saitenschwingungen, Stablédngsschwin-
gungen und Torsionsschwingungen. Es wird sich herausstellen, dass in allen
drei Fallen die partielle Differentialgleichung vom Typ der Wellengleichung ist.
Die Losung dieser Differentialgleichung wird auf zwei Weisen bestimmt: zu-
nichst mit Hilfe des Produktansatzes, anschlieBend durch Variablentransfor-
mation. Nicht weiter betrachtet werden erzwungene Schwingungen, Dies bleibt
weiterfithrenden Lehrveranstaltungen, insbesondere der , Technischen Schwin-
gungslehre“ vorbehalten.

Beispiel 11.4 (Kontinuumsschwinger vom Typ Wellengleichung)
1. Saitenschwingungen:

Der Massenmittelpunktsatz fiir den Impuls liefert in z-Richtung fiir das
in Abb. [11.22] freigeschnittene Saitenelement

Am uy = —Ncosa + (N + AN) cos(a + Aa), (11.2)

mit Am = pAAs (s ist der Bogenlingenparameter und As der Zuwachs
der Bogenlinge der Saitenmittellinie) bzw. Am = pAs, wobei u = pA die
Massenbelegung der Saite ist. Hier und im Folgenden werden die partiellen
Ableitungen nach der Zeit ¢ bzw. dem Ort x durch tiefgestellte Indizes
gekennzeichnet. So steht bspw. uy; fiir die zweifache partielle Zeitableitung
% von u. Fiir kleine Winkel « ist cos a ~ cos(a+ Aa) = 1. Vollfiihrt die
Saite Querschwingungen, dann sind die Langsverschiebung u(x,t) und ihre
zeitlichen Ableitungen vernachlissigbar, so dass aus die Gleichung

AN =0, also die Konstanz des Normalkraftverlaufs folgt.

Az

—— o+ Aa
< v N 1+ AN

w(w,t)

Z, W Z, w

Abb. 11.22: Saitenschwingungen, Freischnitt eines Saitenelementes der Lénge
Azx.

In 2z-Richtung liefert der Massenmittelpunktsatz fiir den Impuls
Am wy = —Nsina + (N + AN) sin(a + Aa).

Ersetzen wir hier den Sinus durch sein Argument und berticksichtigen
ferner AN = 0, dann ist

Am wy = pAs wy = N Aa.

Im Grenziibergang Az — 0 gilt As — Az und daher 42 — «,. Division

As
durch As und Grenziibergang Az — 0 liefert daher

pwig = Nag.
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Fiir kleine Winkel « ist o = tan o = w, und somit
HWt = Nwgg

bzw.
Wit — —Wge = 0.
I
. Stablangsschwingungen:
In Langsrichtung liefert der Massenmittelpunktsatz fiir den Impuls:
Am Ut = AN,

mit Am = pAAx und AN = N, Az. Fiir die Normalkraft gilt N = 011 A =
Fe1 A = Fug A und somit

pAuy = Ny = (EAuy)y.

A = const. N N + AN

T Az U, Ugt

Abb. 11.23: Langsschwingungen eines prismatischen Stabs.

Fiir einen prismatischen Stab mit ortsunabhéingigem E-Modul vereinfacht
sich diese Gleichung zu

Ut — —Ugye — 0.

. Torsionsschwingungen eines homogenen prismatischen Stabs mit Kreis-
querschnitt:

Fir das Massentriagheitsmoment des Stabelements gilt

AQZ/ r2dm=p/ r?d A Az,
AB A

wobei sich das letzte Integral nur noch iiber die Querschnittsfliche des
Stabelements erstreckt und dem polaren Flachentragheitsmoment I, des
Stabs entspricht. Somit ist

A0 = pl, Ax
und der Massenmittelpunktsatz fiir den Drall liefert

A9 19“ = AMT,
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A = const,

T Az

Abb. 11.24: Torsionsschwingungen eines Stabs mit Kreisquerschnitt.

wobei 1 den Torsionswinkel und AMt den Zuwachs des Torsionsmoments
bezeichnet.

Uber die aus der Festigkeitslehre bekannte Beziehung

Oy = ——
GI,
berechnen sich die Zuwéchse bei ortsunabhingigem Schubmodul zu

AMy
A, = .
* TG,

Im Massenmittelpunktsatz fir den Drall kann nun der Zuwachs des Tor-
sionsmoments eliminiert werden. Es ergibt sich dann

pIpAZ‘ ﬂtt = GIPA’&;E,
woraus nach Division durch Az und Grenziibergang Ax — 0 die Bewe-
gungsgleichung
G
ﬂtt - *ﬂwz =0
p

folgt. &

In allen drei Féllen ist die Bewegungsgleichung eine partielle Differentialglei-
chung des Typs

2
Ugp — C Uze = 0,

die Wellengleichung genannt wird. Zur Losung der Wellengleichung werden zwei
verschiedene Methoden betrachtet: die Superpositionsmethode nach Daniel Ber-
noulli und die Transformationsmethode nach d’Alembert.

Sie werden fiir Langsschwingungen eines einseitig eingespannten Stabes illus-
triert. Zur Bewegungsgleichung treten noch die Anfangs- und Randbedingungen
hinzu:

1. Anfangsbedingungen: u(z,0) = ug(z) , @(z,0) = vo(x),
2. Randbedingungen:
u(x =0,t) =0 feste Einspannung,

EAuy(x=40,t) =0 = uy({,t) =0 normalkraftfreies Ende.
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Die Losung der Bewegungsgleichung fiir den homogenen Stab und freie Schwin-
gungen (p(x,t) = 0) erfolgt zunéachst mit dem Produktansatz

u(z, t) = W(x)0(t).
Einsetzen in die homogene Bewegungsgleichung
Upp — czum =0
liefert
N w6
OW — AW"0 =0, also *— = —.
c , also ¢ W 7

In dieser Gleichung ist die linke Seite nur vom Ort abhéngig, die rechte Seite
nur von der Zeit abhéngig. Da Zeit und Ort aber unabhéngig voneinander ver-
dndert werden kénnen, miissen die Verhéltnisse auf beiden Seiten der Gleichung
konstant sein. Daher gilt

w" 9 )
= - = —W s

w 0

wobei die Konstante negativ angesetzt wurde. Dies wird plausibel, wenn man

die beiden Gleichungen separat notiert:

C2

2

W+ (%) W =0 und § + w20 = 0. (11.3)
Es handelt sich dann um zwei gewthnliche Differentialgleichungen, die den orts-
und den zeitabhéngigen Losungsanteil beschreiben. Der zeitabhéingige Anteil ist
dabei bereits bestens bekannt: Es handelt sich um die gleiche Differentialglei-
chung wie beim ungeddmpften Einfreiheitsgradschwinger; w entspricht dann der
Eigenkreisfrequenz. Es lasst sich zeigen, dass eine positive Konstante in
nicht zu einer Losung fiihrt, die die Randbedingungen erfiillt.

Da auch die Differentialgleichung fiir den ortsabhédngigen Anteil die gleiche
Struktur besitzt, lauten die allgemeinen Losungen

. A A A w
W(z) = Cysindz + Cycosdvx, & = —,
c

0(t) = Cssinwt + Cy cos wt.

Sie missen noch an die Anfangs- und Randbedingungen angepasst werden. Wir
beginnen mit den Randbedingungen, die fiir W(x) dann W(0) = 0, W'(¢) = 0
lauten:

Cy=0und coswl =0,

da C; = 0 auf triviale Losung fithrt (W (z) = 0) und daher fiir Schwingungen
nicht von Interesse ist.

Die transzendente Gleichung cos(@wf) = 0 besitzt abzéhlbar unendlich viele Lo-
sungen, die Eigenkreisfrequenzen

%,nGN,

R 1
wnf(nfi)
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also

1. 7mc

wp = (n— 5)7

Die zugehorigen Eigenformen lauten:

W (z) = sin@,x = sin((n — 1)71'%)

2

Damit ergibt sich die Gesamtlosung zu

oo
. N N w
u(z, t) = E (Crn sinwyt + Coyp, coswpt) sin W, x, @, = ?n
n=1

Sie muss noch an die Anfangsbedingungen angepasst werden. Hierzu werden die
Orthogonalitétsrelationen

‘o . o 0, n#m
sin W,z sin O, xdx =
0

%, n=m
verwendet. Damit ergeben sich die Integrationskonstanten C1,, und Cy,, als Fou-
rierkoeffizienten von ug(x) und vg(x):

2 e
wnCin = Z/ vo(z) sinOpx dx,
0

2

¢
Cyy, = f/ uo(x) sin Wz d .
¢ Jo

Die Bewegung ldsst sich auch als eine Wellenbewegung deuten. Hierzu fithren
wir die Variablentransformation v = x + ¢t, w = = — ¢t durch. Die Ableitungen
transformieren sich dann geméfl der Kettenregel wie folgt:

1. Ableitungen:
g 0Ovd Ow 0 0] 0

o otow T atow ‘ov “ow
878118 ow 0 0 0

8z 0x0v  Gzdw v ow
2. Ableitungen:

02 o [ 02 o2 02

R — - 27 + —

ot? Ov? ovow  Ow?
0? 0? 02 0?

92~ o0 2ovow T w2

Einsetzen in die homogene Bewegungsgleichung liefert dann

2 2 2 2
0= Uty —C Uggy = C (uvv - 2uvw +uww) —C (uvv + 2uvw +uww) = —4c Uypw,
also

Uy = 0.
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Diese Gleichung besitzt die allgemeine Losung

u(z,t) = f(v) + g(w) = f(z +ct) + g(z — ct),

wobei f(v) und g(w) zwei beliebige, zweifach stetig differenzierbare Funktionen
sind. An dieser Darstellung der Losung léasst sich erkennen, dass die Losungen
Wellen sind, die sich jeweils nach links bzw. nach rechts ausbreiten.

Zur Ermittlung der Ausbreitungsgeschwindigkeit betrachten wir die sich nach
links ausbreitende Welle f(x+ct). Esist f(z,t) = f(x1,t1) fur z+ct = x1 +cty,
also © — x1 = —c¢(t — t1). Der Grenziibergang t; — t liefert dann

dzx

at - ©

mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit c¢. Das Vorzeichen gibt die Ausbreitungs-
richtung der Welle (hier: negativ=nach links) an.

x +ct
flatet), :
........ f— to
A t
.............. t
C(t—tl) Tz

Abb. 11.25: Wellenausbreitung.
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12 Kreiseltheorie

Ein Kreisel ist ein starrer Korper, der an einem Punkt fixiert wird. Er kann
daher keine translatorische Bewegung mehr ausfithren, sondern nur eine Dreh-
bewegung um den fixierten korperfesten Punkt. Zur Beschreibung der Bewegung
stehen dann die Eulerschen Kreiselgleichungen zur Verfiigung. Ihre Losung ist
aber mathematisch anspruchsvoll, denn es handelt sich um nichtlineare gekop-
pelte Differentialgleichungen, fiir die geschlossene Losungen bis heute nur in
Spezialféllen bekannt sind. Mit dem Kreisel liegt ein relativ einfaches (im Gegen-
satz zu komplexen Sytemen mit vielen Wechselwirkungen), aber kompliziertes
System vor. Dies ist charakteristisch fiir viele Fragestellungen der nichtlinearen
Dynamik.

Dieses Kapitel soll an Beispielen illustrieren, welche Mdoglichkeiten existieren,
um komplizierte Systeme zu untersuchen und damit besser zu verstehen. Dazu
gehoren die Beschreibung des Problems mit geeigneten Koordinaten und die
Bestimmung von Invarianten der Bewegung mit Hilfe physikalischer Gesetzmé-
Bigkeiten, die Untersuchung der Stabilitiat der Bewegung bei kleinen Stérungen
und letztlich auch die Vorgabe der Bewegung zur Bestimmung des dynamischen
Reaktionsmoments.

12.1 Bewegungsgleichungen

Die Bewegungsgleichungen zur Untersuchung der Bewegung eines Kreisels sind
die Eulerschen Kreiselgleichungen ({8.19)), die fiir den fixierten Punkt O des star-
ren Korpers, der somit raum- und korperfest ist, formuliert werden:

W10 — waws (05 — 05) = MY,
@208 — wawy (05 — 69) = MY,

w3030 — W12 (910 - 020) = MBO

Das O, é1, é, €3-Bezugssystem ist dabei das an O gebunde kérperfeste Hauptrich-
tungssystem des Massentragheitstensors, der Index H bei den Haupttragheits-
momenten und die Tilde iiber den Koordinaten wurde zur Vereinfachung der
Notation weggelassen. Die in diesen Gleichungen auftretenden Drehgeschwindig-
keiten werden nun durch die Euler-Winkel ausgedriickt. Die besonderen Vorteile
bei Verwendung der Euler-Winkel (gegeniiber bspw. den Kardan-Winkeln) wer-
den bei der Diskussion des kréftefreien Kreisels im néchsten Abschnitt deutlich
werden.

12.2 Kraftefreier Kreisel

Als kraftefreier Kreisel wird ein Kreisel ohne dufleres Moment bezeichnet.
Unter Einwirkung des Schwerefeldes kann ein kréftefreier Kreisel dadurch rea-
lisiert werden, dass er im Schwerpunkt abgestiitzt wird.

Das Drallgesetz bei Drehung um einen festen Punkt O lautet

D=0

)
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der Drall D© ist daher ein konstanter Vektor und somit eine Invariante der
Bewegung. Im korperfesten Hauptrichtungssystem ergibt sich daher

DO = 69w, €(;) = konst. Vektor.

Im einfachsten Fall, dass w in Richtung einer Hauptachse liegt (z.B. in és3-
Richtung), gilt: w; = wy = 0 und somit DY = DY = 0. Wegen DS = const. ist
DS = 0 ws ebenfalls konstant. Da das Massentriigheitsmoment konstant ist,
folgt daraus mit ws = const. eine weitere Invariante der Bewegung. In diesem
Fall rotiert der kraftefreie Kreisel permanent um die €s3-Achse. In der Praxis
werden die beiden weiteren Komponenten der Drehgeschwindigkeit aber nicht
exakt verschwinden. Es liegen dann kleine Stérungen der Bewegung vor. Ist die
permanente Drehung des kréftefreien Kreisels stabil gegen kleine Storungen?

Die Antwort liefert der folgende Satz:

Satz 12.1 (Stabilitdt der Drehung des kréftefreien Kreisels)
Permanente Drehungen eines krdiftefreien Kreisels sind nur um die Achse
des kleinsten oder gréfiten Hauptirdgheitsmoments stabil.

Beweis. Ausgangspunkt sind die Bewegungsgleichungen
w19? — WaWws3 ((9? — 93?) = O,
w208 — wawy (05 —69) =0, (12.1)
UJ393O — WiWws2 (910 — 0?) =0

des kréftefreien Kreisels, in denen w; und ws kleine Stérungen sind, wahrend
die eigentliche Drehung weiterhin um die é3-Achse erfolgt. Die letzte Gleichung
liefert bei Vernachléssigung quadratisch kleiner Terme in den Stérungen

w3hS =0,

also tatséchlich die zeitliche Konstanz der Drehgeschwindigkeit um die €s-Achse.
Wie entwickeln sich aber die Storgréfien wy und wo mit der Zeit?

Hieriiber geben die ersten beiden Gleichungen Auskunft. O.B.d.A. betrachten
wir die zeitliche Entwicklung der Storgrofie wp, indem wir die erste Gleichung
unter Berticksichtigung der Konstanz von ws nach der Zeit ableiten,

wlﬂlo = (.A.J2w3 (020 — 930)

und wo durch die zweite Gleichung in (12.1)) ersetzen:

90 o 90 90 o 90
wlﬁlo: ( 3 1z§§ 2 3)0.)%0.)1
bzw.
09 — 09) (09 — 69
i 05 = 07) (95 Q)wgwlzty (12.2)

07059

Diese Gleichung ist eine gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung mit
konstanten Koeffizienten fiir wq. Ist der zweite Term positiv, dann beschreibt
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die Gleichung freie ungeddmpfte Schwingungen. Die zeitliche Entwicklung der
Storung w, ist dann eine harmonische Funktion, die Amplitude der Schwingung
ergibt sich aus den Anfangsbedingungen, also der Anfangsstérung und der An-
fangsstorgeschwindigkeit. Kleine Stérungen bleiben daher auch klein und die
permanente Drehung ist stabil. Anders verhélt es sich, wenn der zweite Term in
GL negativ ist. Der Exponentialansatz

w1 = exp(At)

wiirde dann auf zwei reelle Losungen fithren, eine positive und eine negative. Da
sich die allgemeine Losung aus diesen beiden Losungen zusammensetzt, bein-
haltet sie einen exponentiell wachsenden Term. Kleine Stérungen wachsen daher
nach einem Exponentialgesetz {iber alle Grenzen und dominieren dann die Be-
wegung, die permanente Drehung ist in diesem Fall instabil.

Das Vorzeichen des zweiten Terms in Gl. (12.2]) wird durch den Zahler
(65 —67) (65 — 65)

des Bruchs bestimmt. Er ist positiv, wenn 930 das grofite oder das kleinste
Haupttragheitsmoment ist und negativ, wenn 930 zwischen den anderen bei-
den Haupttragheitsmomenten liegt. Im letzten Fall ist daher die permanente
Drehung instabil. [ |

Anmerkung. Der Satz lasst sich sehr schon durch drehendes Werfen eines lan-
gen, flachen Gegenstands veranschaulichen und ist daher auch als ,, Tennisschlé-
gertheorem® bekannt.

Wir betrachten nun noch den Fall, dass die Drehgeschwindigkeit w in einer durch
zwei Hauptrichtungen aufgespannten Ebene liegt. Ist bspw. we = 0, aber wy # 0
und ws # 0, dann folgt aus der ersten und der letzten Bewegungsgleichung
, dass wy und ws konstant sind. Der konstante Drallvektor ist

DO = 60 W= Hlowlé'l + 9:?(,03(‘-3'3.
Ist 09 # 69, dann sind D und w nicht parallel.

Ferner konnen wir noch eine weitere Invariante der Bewegung finden: die kine-
tische Energie. Da der Kreisel kréftefrei ist, ist die kinetische Energie und daher
auch das Skalarprodukt D -w konstant. Da sowohl die Betriige des Drallvektors
als auch des Drehgeschwindigkeitsvektors konstant sind, bedeutet dies:

1. Die Projektion der Drehgeschwindigkeit auf den Drall ist konstant.

2. Der Winkel zwischen dem Drehgeschwindigkeitsvektor und dem Drallvek-
tor ist wihrend der Bewegung konstant.

Der Drehgeschwindigkeitsvektor bewegt sich auf einem Kegel um die raumfeste
Richtung des Dralls, vgl. Abb. Dies wird als Nutationsbewegung des
kraftefreien Kreisels bezeichnet.
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Abb. 12.1: Darstellung von Drall und Drehgeschwindigkeit in der
Hauptrichtungsebene.

Wir betrachten nun den allgemeinen Fall und beschrinken uns auf einen sym-
metrischen Kreisel mit ¢ = 09 = A und 6 = B. Die Symmetrieachse &3 des
Kreisels wird als Figurenachse bezeichnet. Aufgrund der Symmetrie folgt aus
der dritten Gleichung in , dass w3, die Komponente des Drehgeschwindig-
keitsvektors in Richtung der Figurenachse, konstant und damit eine Invariante
der Bewegung ist. Der Kreisel rotiert mit konstanter Winkelgeschwindigkeit um
seine Figurenachse. Die anderen beiden Gleichungen in lassen sich dann
ebenfalls leicht 16sen, denn sie sind aufgrund der Konstanz von ws linear und
die Kopplung lasst sich durch Zeitableitung und Einsetzen der jeweils anderen
Gleichung leicht beseitigen. Es ergeben sich dann die entkoppelten linearen
Differentialgleichungen zweiter Ordnung

A — B)?
A — B)?

flir wy und wsy. Sie beschreiben freie ungeddmpfte Schwingungen mit gleicher
Eigenkreisfrequenz

_(A—B)wg
w= 1 .
Wegen
w —B_Aww = —ww
2= W1 = 15

vgl. (12.1]), lauten die Losungen
w1 = Csin(wt + €) und wy = C cos(wt + €).

Die beiden Integrationskonstanten C' und e ergeben sich aus den Anfangsbedin-
gungen

w10 = w1 (t =0) = Csine,

wog = wa(t =0) = C'cose

wio
C =/w?, + w3, und tane = —.
w20
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Auch in diesem Fall ist daher der Betrag des Drehgeschwindigkeitsvektors wéah-
rend der Bewegung konstant.

Da weiterhin wegen der Energieerhaltung die Projektion des Drehgeschwindig-
keitsvektors auf den Drallvektor konstant ist und der Winkel zwischen Drehge-
schwindigkeitsvektor und Drallvektor konstant ist und nun aber auch die Kom-
ponente des Drehgeschwindigkeitsvektors in Richtung der Figurenachse kon-
stant ist, muss auch der Winkel zwischen Figurenachse und Drallvektor konstant
sein. Filir den symmetrischen kréftefreien Kreisel bleibt daher die gegenseitige
Lage von Figurenachse (€3), Drehachse (w) und Drallachse es zueinander un-
veradnderlich.

Nutationskegel

0
D(au&“{esx

raumfester Spurkegel W

Nutationsfrequenz

Gangpolkegel (korperfest)

Abb. 12.2: Spurkegel, Gangpolkegel und Nutationskegel des symmetrischen kraf-
tefreien Kreisels.

Diese Situation ist in Abbildung dargestellt. Der korperfeste Gangpolkegel
rollt auf dem raumfesten Spurkegel ab. Die Figurenachse umféhrt dabei den
Nutationskegel. Die Spitzen aller Kegel liegen in O.

Ist die raumfeste Richtung des konstanten Dralls die e3-Achse, dann haben die
drei Euler-Winkel folgende anschauliche Bedeutung;:

¥: Winkel zwischen Figurenachse und Drallachse.
1: Drehung der Figurenachse um die Drallachse.

o: Drehung des Kreisels um die Figurenachse.

Der Zusammenhang zwischen den Euler-Winkeln und den Drehgeschwindigkei-
ten ergibt sich aus Gl. (2.27) zu:

w1 = ¥sindsin g + U cos @,

wy = 1) sin® cos ¢ — ¥ sin g,

ws = cosd + ¢.
Aufgrund dieser anschaulichen Bedeutung der Winkel eignen sich Euler-Winkel
besser als Kardan-Winkel zur Beschreibung der Bewegung des kréftefreien Krei-
sels; insbesondere erschlieft sich dadurch auch die zweifache Drehung um die
dritte Achse, da ihr im korperfesten Bezugssystem (Figurenachse) als auch im

raumfesten Bezugssystem (Richtung des Dralls) eine besondere Bedeutung zu-
kommt.
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12.3 Nicht kraftefreier Kreisel

Fiir den nicht kraftefreien Kreisel existiert keine allgemeine Losung mehr. Die
Kreiselgleichungen koénnen jedoch nicht nur zur Ermittlung der Bewegung, son-
dern auch zur Ermittlung des Reaktionsmoments zu vorgegebenen, bekannten
Bewegungen verwendet werden. Dies wird im Folgenden an einem Beispiel ver-
anschaulicht.

Wir betrachten den in Abb. [12:3]skizzierten symmetrischen Rotor bei stationérer
Drehung (¢ = const., ¢ =const.) um eine raum- und eine korperfeste Achse (e3
bzw. és) mit Fixpunkt O. Der Winkel 9 zwischen der raumfesten es-Achse und

der korperfesten €s-Achse sei konstant.

Abb. 12.3: Symmetrischer Rotor mit Drehung um eine raum- und eine korper-
feste Achse.

1. Drehung (Zwangsdrehung, Priizessionsdrehung) mit ¢) um die raumfeste
e3-Achse

2. Drehung (Eigendrehung) mit ¢ um die korperfeste és-Hauptachse (Figu-
renachse) des Kreisels

Da das Reaktionsmoment von Interesse ist, erfolgt die Berechnung im O, e/, ef,
el = é3-Bezugssystem der Euler-Winkel, da dieses Bezugssystem die Drehung
mit 1) um die raumfeste Achse sowie die Verkippung um ¢ = const., nicht jedoch
die Eigendrehung berticksichtigt, vgl. Abb. Aufgrund der Symmetrie be-
sitzt der Massentriagheitstensor auch im O, €Y, e}, e4-Bezugssystem konstante
Koeffizienten. Da auch der Drehgeschwindigkeitsvektor

W =W, + We
mit der Drehgeschwindigkeit
w, = 1 eg = P(sind e + cos el)
der Zwangsdrehung und der Drehgeschwindigkeit

. = .
We = pe€3 =Yeg

211



der Eigendrehung im O, ef, e}, ef-Bezugssystem konstante Koeffizienten be-
sitzt, liefert das Drallgesetz

d D°
dt

so dass sich das vom Kreisel auf die Umgebung ausgelibte Kreiselmoment zu

=0+w, x D° = MO,

My = —-M° = —w, x D°

ergibt. Den Drallvektor D berechnen wir aus D = @9 -w, wobeiim O, €/, €},
e}j-Bezugssystem der Massentriagheitstensor aufgrund der Rotationssymmetrie
die Darstellung

A 0 O
E°=10 A 0
0 0 B

und der Drehgeschwindigkeitsvektor

0
w= '1/1sin19
P cost + ¢
ist, so dass sich
0
D9 =0%.w= Awsinﬂ
B(y cos? + ¢)

im gewdhlten Bezugssystem ergibt. Das Kreiselmoment ist dann

0 0
Myt = —w, x D° = — z.bsim? X Azbsim?
¥ cos B(v) cos?d + ¢)

Es besitzt daher nur eine Komponente

My = —(Bg + (B — A)ipcos9) ¢sind e
in ef-Richtung.
Spezialfille:

1. Schleudermoment: Eigendrehung ¢ = 0
= My = —%(B — A))? sin 20€!/
2. schneller Kreisel: Eigendrehung ¢ > Zwangsdrehung 1)
= My = —B¢ysin e/
Ist die Komponente des Kreiselmoments in ef/-Richtung negativ, dann bewirkt

es eine Drehung der Figurenachse in Richtung der raumfesten Achse der Zwangs-
drehung (vgl. Experiment am Kreiselmodell).

212



A Verzeichnis der Definitionen

[1.1 materielles Medium, Masse| . . . .. ... ... ... ...... ... 13
[T.3 Korper, Momentanlage, momentane Oberflache . . . . . . . ... .. 14
(1.5 Korpersystem| . . . . . . .. ..o 15
[1.6  materiell offenes System| . . . . . ..o o 0oL 15
[1.8  Starrer Korper| . . . . . . . .. oo 16
[2.1 Bezugssystem| . . . . . . ... ... oo 20
2.3 Bewegung eines Massenpunkts] . . . . . . ..o e e 21
2.4 Geschwindigkeit| . . . . .. .. ... o oo 22
[2.5  Beschleunigung| . . . . ... .. ... oo oo 23
[2.7  Bahn eines Massenpunkts| . . . . .. ... ..o 0oL 28
2.8 Bogenlange| . . . . . . ... o 28
[2.9 Begleitende Basis|. . . . .. ... ... ..o 29
2.11 Schmiegebene| . . . . . . . .. oL 30
[2.12 Krimmung, Krimmungsradius| . . . . . . .. ... .. ... ... .. 31
[2.15 Drehgeschwindigkeit| . . . . . . . . . .. ... 0oL 35
[2.17 Fuhrungsgeschwindigkeit, Relativgeschwindigkeit| . . . . . . . . . .. 36
[3.1 Bewegung eines Korpers| . . . . ... ... ... ... ... L. 49
3.2 omentanlage] . . . . . .. ... 49
[3.3 Ebene Bewegung| . . . . . . .. ... 0oL 50
(3.0 Materielle und raumliche Koordinaten| . . . . . . . . ... ... ... 51
[3.6  Bezugslage, Bezugskonfiguration| . . . . . . .. ... ... ... ... 51

................................. 57
[3.12 Momentanpoll . . . . . . ... 59
[3.13 Spurkurve, Rollkurvel. . . . . . .. .. ... oo 000 60
[3.15 Linearisierter Verzerrungstensor|. . . . . . . . . . . .. .. ... ... 64
[4.1  Freie Bewegung|. . . . . .. ..o o 66
[4.2  Bindung, gefihrte Bewegung| . . . . . ... .. ... 0. 66

4.3 Freiheitsgrad| . . ... ... o oo 66
1.4 Vollstandige Bindung] . . . . . . . . . . .. 67

[4.8  Klassifikation von Bindungen| . . . . . . ... ... o000 70
0.2 Massel . ... 74
0.3 Statisches Massenmomentl . . . . . . . . ... oo 0oL 75
[6.4 Massenmittelpunkt|. . . . ... ... o000 75
b6 Tmpuls|. . . . . . . 77
B Dralll. - o oo 78
[6.3  Flachenkraft, Volumenkratt| . . . . . .. ... .. ... .. ... .. 81
6.5 Resultierende Kraftl . . .. .. ... .. ... ... ... 81
[6.6 DMoment einer Kraftdichtel . . . . .. ... ... ... ... ... ... 82
6.7 Resultierendes Moment einer Kraftdichtel . . . .. ... ... .. .. 83
6.8 VIOAINE| o o v v v e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 84
6.10 Aquivalenz von Dynamen| . . . . .. .. ... .. .. ... ...... 87
[6.12 Einzelkraft, freies Moment|. . . . . . . . ... ... .00 88
6.14 Moment einer FEinzelkraft| . . . . . . ... ... ..o 88
M3 Schmeiden] . . . . . . . . . 94
[8.12 Massentragheitstensor| . . . . . . .. .. ... L. 109
[8.13 Massentragheitsmomente| . . . . . . . . .. .. ... ... ... .. 110
[8.22 Zustand der Ruhel . . . . . .. ..o oo 122
9.1 Kinetische Energiel . . . . . . ... oo o000 124




9.3 Anteile der kinetischen Energie des starren Korpers[. . . . . . . . .. 125

9.4 AuBere Leistung] . . . . . . .. . .. . ... ... 126
9.6 Innere Leistung| . . . . . . .. .. Lo oL 129
0.12 Aufere Arbeitl. . . . . ... 134
9.14 Tnnere Arbeitl . . . . . . . . . 134
................................. 137
0.2T Konservative Kraftel . . . . . .. ... ... .. . .. 137
[9.27 Virtuelle Leistungen| . . . . . . ... ... ... ... ......... 145
[9.31 Gateaux-Differential, erste Variation| . . . . . . . .. ... ... ... 152
[11.1 Schwingung| . . . . . . . . . . 176

214



B Verzeichnis der Axiome

[1.2  Massenerhaltung . . . ... ... ... ... ..o o000 13
.2 Galileisches Tragheitsprinzip| . . . « « v v v v v v v 20

b1 Existenz einer Massendichtel . . . . . . .. .. ... ... ... .... 73
6.1 Fxistenz einer Flachenkraftdichtel . . . . . . . ... ... ... .. .. 80
6.2 Fxistenz einer Volumenkraftdichtel . . . . .. ... ... .. ... .. 80
6.4 Additivitat von Flachen- und Volumenkraften| . . . . . ... ... .. 81
[7.1 Newton-Eulersche Bewegungsgesetze| . . . . . . . ... .. ... ... 92
7.2 Fulersches Schnittprinzip| . . . . . . .. ... .. ... ... 94
[7.5 Cauchysches Spannungsprinzip| . . . . . . . . . . . .. .. ... 95

215



C Verzeichnis der Satze

[1.4 Massenerhaltung fiir Korper|. . . .. ... ... ... ... ..... 14
[P.10 Orthonormalitat der begleitenden Basis . . . . . . . . . . . . . ... 29

(2.13 Fuler-Poissonsche Differentiationsformell . . . . . . ... ... .. .. 33
2.14 Eindeutigkeit der Funktion w(A\)| . . . . . .. ... ... 34
2.22 Hintereinanderausfuhrung von Drehungen| . . . . . . . . . . . . ... 44

3.11 Kinematenversetzung| . . . ... ... ... ... .. .. ....... 57
4.5 Freiheitsgrade des starren KOIPErs| . . « . . v v v v o v v o i 68

[6.8  Drall im Massenmittelpunkt|. . . . . .. ... .. ... ... ... .. 79
[6.9  Momentenversetzungsgleichung . . . . . . .. .. ... ... 85
6.11 Dynamenaquivalenz| . . . . . .. ... ... 0. 87
8.1 Existenz des Spannungstensors (Satz von Cauchy)| . . . .. ... .. 96
8.4 Massenmittelpunktsatz fir den Tmpulg . . . . . .. ... ... .. .. 98
3.5 eichtormige Bewegung kraftetreier Korper{. . . . . . . . . .. . .. 98
[8.6  Massenmittelpunktsatz fur den Drall] . . . . . . . .. ... ... ... 99
[8.8  Massenmittelpunktsatz fir den Impuls, bew. Bezugss.| . . . . . . .. 103
[8.10 Drallsatz fur einen bewegten Bezugspunkt|. . . . . . ... ... ... 107
RIS Satz von Steinerl . . . . . .. .. ... 113
[8.17 Massentragheitsmomente bei gedrehten Basisvektoren| . . . . . . .. 114
[8.18 Fulersche Kreiselgleichungen| . . . . . . ... .. ... ... ... 116
[8.20 Lokale Form des Impulsgesetzes|. . . . . . .. .. ... ... ... .. 120
[8.21 Lokale Form des Drallgesetzes|. . . . . . . . .. ... ... ... ... 121
[8.23 Gleichgewichtsbedingungen im Zustand der Ruhe] . . . . . . . .. .. 122
9.2 inetische Energie des starren Korpers|. . . . . . . .. .. ... ... 124
[9.7  Innere Leistung eines Korpers| . . . . . . . .. .. ... ... 130
[9.8  Allgemeiner Leistungssatz| . . . . . . .. ... .. ... . .. 131
[9.9  Leistungssatz, masseloses detormierbares Element|. . . . . . . . . .. 131
[9.10 Leistungssatz, starrer Korper| . . . . . . . ... ... ... ... ... 132
[9.11 Leistungssatz fiir ein deformierbares Kontinuum| . . .. ... .. .. 132
[0.175 Allgemeiner Arbeitssatz] . . . . . . . . . . ... 134
[9.16 Arbeitssatz, masseloses deformierbares Element| . . . . . . . . . . .. 135
[9.17 Arbeitssatz, starrer Korper| . . . . . .. ... ... 135
9.18 Arbeitssatz fur ein deformierbares Kontinuuml. . . . . . . .. .. .. 136
[9.20 Energiesatz] . . . . . .. ... 137
[0.22 Potential der Gewichtskraffl . . . . . . . . . . .o 137
[9.23 Potential eines masselosen Verbindungselementes| . . . . . . . . . .. 138
[9.28 Addierbarkeit der virtuellen inneren Leistungen|. . . . . . . .. ... 146
9.29 Addierbarkeit der virtuellen inneren Arbeitenl . . . . . .. .. .. .. 148
[10.1 Massenmittelpunktsatze in integraler Form| . . . . ... ... .. .. 167
12.1 Stabilitat der Drehung des kraftefreien Kreisels| . . . . . . . . . . .. 207

216



	Einleitung
	Was ist Technische Mechanik?
	Physikalische Grundlagen der Mechanik
	Physikalische Größen und Größensysteme
	Physikalische Beziehungen
	Schema zur Lösung eines physikalischen Problems
	Physikalischer Raum, Zeitablauf, Materie
	Materielle Medien, Bewegungen und Kräfteeinwirkungen
	Körper

	Einteilung der Mechanik
	Zur Axiomatik der Mechanik

	Massenpunktkinematik
	Bewegung eines Massenpunkts
	Geschwindigkeit und Beschleunigung
	Geschwindigkeit und Beschleunigung in orthogonalen Koordinatensystemen
	Geschwindigkeit und Beschleunigung in der begleitenden Basis der Bewegungsbahn
	Geschwindigkeit und Beschleunigung in bewegten Bezugssystemen


	Kinematik der Kontinua
	Bewegung eines Körpers
	Materielle und räumliche Parametrisierung der Bewegung
	Geschwindigkeits- und Beschleunigungsfeld eines Körpers
	Definition des Geschwindigkeits- und Beschleunigungsfeldes
	Geschwindigkeits- und Beschleunigungsfeld des starren Körpers

	Verzerrungszustand eines deformierbaren Körpers

	Geführte Bewegungen
	Freiheitsgrade von Körpern und Körpersystemen
	Freiheitsgrade des Massenpunkts
	Freiheitsgrade deformierbarer Körper und materiell offener Systeme
	Freiheitsgrade des starren Körpers

	Bindungen

	Massenkinematische Größen eines Körpers
	Massendichte und Masse
	Statisches Massenmoment und Massenmittelpunkt
	Impuls und Drall

	Dynamische Größen
	Kraftdichten, Kräfte und Momente
	Dyname einer Kraftdichte
	Momentenversetzungsgleichung
	Versetzen einer Dyname und Dynamenäquivalenz
	Einzelkräfte und freie Momente
	Einteilung der Dynamen

	Dynamische Axiome der Mechanik
	Impulsgesetz und Drallgesetz
	Schneiden, Freischneiden, Eulersches Schnittprinzip

	Dynamische Sätze der Mechanik
	Gegenwirkungssatz
	Sätze für den Massenmittelpunkt
	Impuls- und Drallgesetz im bewegten Bezugssystem
	Räumliche Dynamik des starren Körpers
	Drall und Massenträgheitstensor des starren Körpers
	Änderung des Bezugspunkts: Satz von Steiner
	Drehung der Basisvektoren
	Eulersche Kreiselgleichungen

	Räumliche Dynamik deformierbarer Kontinua
	Statik als Spezialfall der Dynamik

	Analytische Methoden der Mechanik
	Kinetische Energie, Leistung
	Kinetische Energie
	Äußere Leistung
	Innere Leistung

	Mechanische Leistungs-, Arbeits- und Energiebilanzen
	Der allgemeine Leistungssatz
	Spezielle Leistungssätze
	Arbeit, Arbeitssätze und Energiesatz
	Potentielle Energie konservativer Dynamen

	Virtuelle Leistungs-, Arbeits- und Energiebilanzen
	Die Methode der virtuellen Geschwindigkeiten
	Methode der virtuellen Verschiebungen

	Lagrange-Gleichungen 2. Art
	Generalisierte Kräfte
	Herleitung der Lagrange-Gleichungen 2. Art


	Stoßvorgänge
	Gerader zentrischer Stoß
	Schiefer zentrischer Stoß
	Exzentrischer Stoß in der Ebene

	Schwingungen
	Erscheinungsformen, Beispiele
	Freie Schwingungen
	Ungedämpfte Schwingungen
	Gedämpfte Schwingungen

	Erzwungene Schwingungen
	Frequenzgangrechnung
	Schwingungen mit endlich vielen Freiheitsgraden
	Freie (ungedämpfte) Schwingungen
	Erzwungene Schwingungen

	Schwingende Kontinua

	Kreiseltheorie
	Bewegungsgleichungen
	Kräftefreier Kreisel
	Nicht kräftefreier Kreisel

	Verzeichnis der Definitionen
	Verzeichnis der Axiome
	Verzeichnis der Sätze

