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Musterlosungen
Aufgabe 1:
Gegeben sei eine Urliste mit den Paaren (x1,41), ..., (12, y12)
i | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
x; —2.6 =2 —0.9 0.1 1.3 2.3 3.2 4.1 4.8 5.8 6.9 7.8
Yj 9.2 8.3 9.8 104 6.6 3.8 3.7 3 0 —1.9 1.2 —6.9

a)

s, und den empirischen Korrelationskoeffizienten r,,,.

Berechnen Sie die Stichprobenmittel z, ¢, die Stichproben-Standardabweichungen s,

Losung: Direkt aus den Daten ergibt sich geméafl Definition 1.8 und Paragraph 1.5

unter Ausniitzung der Beziehung

D=3 (=9 = x5y —n-T-F
P =1
T = 2.57 Sy = 3.46
y = 3.93 sy = 5.269
Fay = — 0.9202

Bestimmen Sie die zugehorige Regressionsgerade y = a* + b* - x von y auf x.

b)
Losung: Nach Paragraph 1.5 ist b* = 7y, - 3y und a* =y — b* - &, also
b* = —1.401
a* = 7.53

und die Regressionsgerade y = 7.53 — 1.401 - x.
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Punkte und Regressionsgerade y = a* + b* - x

Fiir die Losung der néchsten drei Aufgabenteile benotigen wir die aufsteigend sortierten
y-Werte. Es ist

yo = (6.9, —1.9, 0, 1.2, 3, 3.7, 3.8, 6.6, 8.3, 9.2, 9.8, 10.4)

c) Berechnen Sie das 0.2-getrimmte Stichprobenmittel goo von (yi, ..., y12).
Losung: Mit k = [12 - 0.2] = 2 ergibt sich

1

_ e =4.475
0_92.9 (y@) + - -+ yao)

Yo2 =

d)  Bestimmen Sie das Stichproben-0.2-Quantil 7y, von (yi, ..., y12).
Losung: Da 12 - 0.2 = 2.4 nicht ganzzahlig ist, ist mit k = [2.4] = 2

Yoo = Yk+1) = Yi3) = 0

e)  Berechnen Sie den Quartilsabstand von (y1, ..., y12).
Losung: Da 0.25-12 = 3 und 0.75 - 12 = 9 beide ganzzahlig sind, ergibt sich mit
]i]l = 3 und ]i]z =9

Y(ky) + Yk +1) o Y(3) + Y@

7 frnd = :06
Yo.25 5 5

~ Yks) T Y(kot1 Y9y + Y10

Yo.75 = (kz) 2(2+)= ()2():8.75

und damit der Quartilsabstand zu 9o.75 — 70.25 = 8.15.



Aufgabe 2

Es sei X eine normalverteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert 0 und der Varianz 4, die
Zufallsvariable Y sei normalverteilt mit Erwartungswert 5 und der Varianz 1. X und Y seien
stochastisch unabhéngig.

X
a)  Bestimmen Sie die Verteilung der Zufallsvariablen Z := ) + 1 und die Verteilung der
Zufallsvariablen W :=3 - Y.

X
b)  Sind die Zufallsvariablen U := 27 -

~z und V= Y3 -sin(Y) stochastisch unabhéngig?
e

Begriinden Sie Thre Antwort.
X
c)  Welche Verteilung besitzt die Zufallsvariable 5 +1-Y7?

d)  Bestimmen Sie P(Y < 7).
e)  Bestimmen Sie das 0.975-Quantil der Zufallsvariablen Z.
Loésung:

a) Nach Satz 9.7 besitzt Z = 1- X +1 die Verteilung N'(1, 5-4) = M(1, 1) und W = 3-Y =
(=Y) + 3 die Verteilung N'(3 — 5,(=1)%- 1) = N(-2,1).

b) Als Funktionen der unabhéngigen Zufallsvariablen X und Y sind nach dem Blockungs-
lemma 11.9 auch U und V stochastisch unabhéngig.

¢) Da auch die Zufallsvariablen % + 1 und —Y stochastisch unabhéngig sind und da % +1
die Verteilung A'(1,1) und —Y die Verteilung N' (=5, (—=1)% - 1) = N (=5, 1) besitzt, gilt
nach 11.16

X
S ALY ~N(1=5141) = N(—4,2).
. 7—5
d) Wegen Satz 9.6 gilt P(Y < 7) = ®5,(7) = (T) = $(2) =0.9772.

e) Gesucht ist die Losung t := tgg75(Z) von P(Z < t) = 0.975, also
Nach 12.20 d) ist ®(1.9600) = 0.975, also ¢t — 1 = 1.96 und damit

to.ors(Z) = 1.96 + 1 = 2.96.

Aufgabe 3

In einem Gerét seien vier unabhéngig voneinander arbeitende Temperaturfiihler eingebaut,
die die (nicht zufillige) Temperatur 7 (in °C') des Gerétes mit einem jeweils zufilligen Feh-
ler messen. Der Messfehler Y (in °C') sei jeweils N (0, 4)-verteilt. Wihrend des Betriebs des
Gerétes schaltet sich ein Ventilator zur Kiihlung ein, sobald mindestens zwei der Tempera-
turfiithler Temperaturen anzeigen, die die festgelegte kritische Temperatur 100°C' iibersteigen.



Welche Verteilung hat die gemessene Temperatur X := 74 Y eines Temperaturfiihlers,
wenn das Gerét die Temperatur 7 hat?

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit pg, dass ein Temperaturfithler mindestens die
kritischen Temperatur anzeigt, wenn die tatsédchliche Temperatur 7 = 100°C' betrégt
und entsprechend die Wahrscheinlichkeit p;, wenn 7 = 102°C' ist.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass der Ventilator eingeschaltet wird, wenn das
Gerét gerade die kritische Temperatur 100°C hat?

Hinweis: Welche Verteilung hat die zuféllige Anzahl von Temperaturfiihlern, die min-
destens die Temperatur 100°C' anzeigen?

d)  Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass der Ventilator nicht eingeschaltet wird,
obwohl das Gerit die Temperatur 102°C' hat.
Losung:

2)
b)

Wegen Satz 9.7 a) mit a = 7 und b = 1 besitzt X die Verteilung N (7, 4).
Nach Satz 9.6 gilt

100 —
P(X < 100) = P(X < 100) = &, 4(100) = & ( 5 T) ,

wobei wir ausgeniitzt haben, dass X eine stetige Zufallsvariable ist. Ist daher die
tatséchliche Temperatur 7 = 100°C), so ergibt sich
100 — 100

pO:IP(Xz100):1—P(X<100):1—<1>< 5

):1-@(0):0.5

Ist andererseits 7 = 102°C), so erhélt man wie oben

100 — 102

p1:1—IP>(X<100):1—<1>( 5

) —1—®(—1) = ®(1) = 0.8413.

Sei N die zufillige Anzahl von Temperaturfiihlern, die mindestens die Temperatur
100°C" anzeigen. Es sind hier die Voraussetzungen eines Treffer-Niete Experimentes wie
im Skriptum 7.4 erfiillt. Ein Treffer liegt vor, wenn ein Temperaturfiithler mindestens
100°C' anzeigt. Die Wahrscheinlichkeit hierfiir ist wegen b) gerade py = 0.5. Da es
4 Temperaturfithler gibt, gilt N ~ Bin(4,0.5). Der Ventilator schaltet ein, wenn die
Anzahl N mindestens 2 ist. Gesucht ist also

P(N >2) =P(N =2) + P(N = 3) + P(N = 4)
()G (2 ()G 5 () 6G) (3)
:6(%)4+4<%)4+1 <%)4:%:0.6875

Im Gegensatz zu c) ist die Trefferwahrscheinlichkeit jetzt p; = 0.8413 und damit N ~
Bin(4,0.8413). Der Ventilator schaltet nicht ein, wenn die Anzahl N hochstens 1 ist.
Gesucht ist also

PIN<1)=P(N=0)+P(N =1)
4 4
- (o) -0.8413% - (1 — 0.8413)* + (1) -0.8413" - (1 — 0.8413)*

=1-0.00063 4+ 4 - 0.00336 = 0.0141



Aufgabe 4

Die gemeinsame Zahldichte fxy(i,7) von zwei diskreten Zufallsvariablen X und Y ist in
untenstehender Tabelle angegeben. Dabei ist ¢ eine noch zu bestimmende Konstante.

0 -1 0 1
J
—2 2c 2c c
—1 c c c
1 2c c 2c
2 c c c

a)  Bestimmen Sie die Konstante c.

b)  Berechnen Sie die Zé&hldichten fx von X und fy von Y.

¢)  Berechnen Sie die bedingte Wahrscheinlichkeit P(Y >0 | X > 0).

d)  Sind X und Y stochastisch unabhéngig? Begriinden Sie Ihre Antwort.

e)  Berechnen Sie die Erwartungswerte EX und EY', die zweiten Momente EX? und EY?
und die Varianzen V(X) und V (V).

Loésung:

1 2
a) Damit fxy eine Z&hldichte ist, muss Z Z fxy(i,j) = 16-c =1 gelten, also ¢ = %.
i=—1j=—2

Damit ist dann fxy tatséchlich eine Zahldichte, d.h. es ist auch fxy(i,7) > 0.

b) Die Zahldichten fx bzw. fy erhidlt man aus der Tabelle durch Bilden der Spaltensummen
bzw. Zeilensummen:

1 —1 0 1
J fr ()
9 2/16  2/16  1/16|  5/16
1 1/16 116 1/16|  3/16
1 2/16  1/16  2/16|  5/16
2 /16 1/16  1/16|  3/16
Fx (0) 6/16  5/16  5/16
P(AN B)

¢) Nach Definition gilt allgemein P(A | B) = P(B) fiir zwei Ereignisse A und B. Hier

ist A={Y >0} ={Y =1} U{Y =2} und B = {X > 0} = {X = 1}, ferner
ANB={X=1Y=1JU{X=1Y=2}={X=1,Y =1} + {X = 1,Y = 2}. Damit
gilt



3
PY>0[X>0)=PA|B)=2L=—_.
16

¢ PANB) =P(X =1,Y = 1) + P(X = 1,Y =2) = fxy(1L,1) + fry(1,2) = 2,
e P(B) =P(X =1) = fx(1) = &, insgesamt

d) Wéren X und Y stochastisch unabhéngig, so miisste

_3+5

3 1
]P(Y>0|X>0):g:]P’(Y>O) 16 5

gelten. Da dies falsch ist, kénnen X und Y nicht unabhéngig sein.

e) Wegen b) gilt

EX = Zi.fx<i):_1.£+0._+1._:__

16 \16 256
2
5 3 5 31
EY = i 9 1.2 41. 249, 2 =
jz_:Qj () 616 1616 s
2
5 3 5 3 5
EY2 — 2 . — 4 1 1 R 4 — _
];2‘7 e T TR TR T
1
V(YY) = EY?— (EY)® = g = 2.4844

Aufgabe 5

Jeden Morgen treffen in einer Transportfirma die Auftriage fiir den Tag ein. Die Firma be-
obachtet, dass die zufillige Anzahl N der Auftrédge fiir einen Tag eine Poisson-Verteilung
Po(«) besitzt und dass im Mittel 2 Auftrige fiir jeden Tag eintreffen.

a)
b)

c)

Begriinden Sie, dass fiir den Parameter der Poisson-Verteilung o = 2 gilt.
Berechnen Sie P(N < k) fiir £ =0,1,2.

Fiir jeden Auftrag braucht ein Fahrzeug genau einen Tag. Es werden nur soviel An-
trige angenommen, wie pro Tag ausgefiihrt werden kénnen. Wieviele Fahrzeuge muss
die Firma mindestens zur Verfiigung haben, damit mit Wahrscheinlichkeit > 0.6 kein
Auftrag abgelehnt werden muss?

Hinweis: Verwenden Sie Teil b).

Seien Np, Na, ..., N5 die zufilligen Anzahlen von Auftrigen an den 5 Arbeitstagen
einer Woche. Sei GG die zuféllige Anzahl von Auftrégen, die innerhalb einer Woche in
der Firma eintreffen. Bestimmen Sie eine geeignete Formel fiir G unter Verwendung
von Ny, ..., Ns.



)

Welche Verteilung besitzt GG, wenn Ny, ..., N5 stochastisch unabhéngig sind? Bestim-
men Sie den Erwartungswert und die Varianz von G.

Loésung:

a)

b)

Ist N eine Zufallsvariable mit Verteilung Po(«), so gilt EN = a. Nach Voraussetzung
gilt EN = 2 und damit auch a = 2.

Allgemein gilt P(N < k) =P(N =0)+P(N =1)+...+P(N = k). Wegen N ~ Po(2)
gilt
o 2
und damit
P(N =k) | P(N <k)

k
0 0.1353 0.1353
1
2

0.2707 0.4060
0.2707 0.6767

Sei b die Anzahl der zur Verfiigung stehenden Fahrzeuge. Gilt N < b, so stehen
geniigend Fahrzeuge zur Verfiigung und kein Auftrag braucht abgelehnt zu werden.
Ist dagegen N > b, so muss mindestens ein Auftrag abgelehnt werden. Daher ist b so
zu bestimmen, dass

P(N <b)>0.6
erfiillt ist.

Aus Teil b) folgt, dass fir b =1 P(N < b) = 0.4060 < 0.6 ist. 1 Fahrzeug reicht daher
nicht aus. Fiir b = 2 gilt dagegen P(N < b) = 0.6767 > 0.6. 2 Fahrzeuge, natiirlich
auch mehr, reichen daher aus.

Es miissen daher mindestens 2 Fahrzeuge vorhanden sein.

Eine geeignete Formel fiir G ist

G:N1+N2+N3+N4+N5.

Da jede der stochastisch unabhéngigen Zufallsvariablen Ny, ..., N die Verteilung Po(2)
besitzt, gilt nach der Faltungsformel

G~ Po(2+2+2+2+2) = Po(10).
Damit gilt dann auch

e EG =10 und
e V(G) = 10.

Aufgabe 6



Eine chemische Fabrik benotigt fiir einen Produktionsprozess einen bestimmten Katalysator,
dessen zufillige Lebensdauer X die Dichte

494 g3 e S0
fo(z) =

0 ,x <0

mit einem unbekannten Parameter ¥ > 0 besitzt.

a)

Zeigen Sie, dass X die Verteilungsfunktion

1 — e , x>0
Fy(x) :=
0 , <0
besitzt.
Sei Y := X%, Zeigen Sie, dass
PY >y)=¢"Y y>0

gilt. Welche Verteilung besitzt Y7
Hinweis: Geben Sie bei der Verteilung auch den oder die Parameter an!

Bestimmen Sie

¢1) Bestimmen Sie das 4., das 8. und das 12. Moment von X.

cy) Berechnen Sie die Kovarianz von X* und X8.

Hinweis: Diese Aufgabenteile konnen ohne Integration gelost werden. Beniitzen Sie b).

Losung:

a)

Wegen Satz 8.12 geniigt es zu zeigen, dass die Funktion Fy stetig, bis auf endlich viele
Stellen stetig differenzierbar ist und gerade die Ableitung fy besitzt. Allein kritisch ist,
dass Fy an der Stelle 0 stetig ist. Nihert sich z von oben dem Wert 0, so geht —*x?
selbst gegen 0, damit e=?"*" gegen 1 und Fy(z) = 1 — e~ ?"*" gegen 0. Dies stimmt mit
dem Wert von Fy(x) iiberein, wenn sich x von unten dem Wert 0 néhert.

Die Ableitung von Fy(z) ergibt sich fiir x > 0 nach der Kettenregel zu
Fy(w) = —(=0'a) - e = (4 a) e = (o)

Sei y > 0. Da X eine positive Zufallsvariable ist, gilt X* > y genau dann, wenn
X > y'/* ist. Daraus folgt

P(Y >y) =P(X*>y) =P(X > y"") =1- Fy(y'/")

fiir y > 0. Fiir die Verteilungsfunktion Fy von Y gilt daher
Fr(y) =P(Y <y)=1-PY >y)=1-¢"% y>0.

Dies ist gerade die Verteilungsfunktion von Ezp(d¥*). Damit gilt Y ~ Exp(9?).



Es gilt X* =Y, X® =Y? und X'? = Y3 wobei Y ~ FExp(9¥?) =T(1,9*) (Skript 9.3).

c1) Wegen Beispiel 12.16 b) gilt fiir Y ~ T'(1,9%) allgemein fiir £ = 1,2,. ..

1-2-...-k
EY* =
L
insbesondere
e EX*=FEY! = 79—14,
e EX3=FEY?= % und

o EX2=EY3 =5,
cy) Wegen Satz 12.23 a) gilt

C(X*, X®) =E(X*- X% - E(X*) - E(X®) = E(X'?) — E(X*) - E(X?®)
6 1 2 4

B TT I VRN RN TP

Aufgabe 7
Es soll der unbekannte Parameter 9 > 0 fiir die Verteilung mit der Dichte

494 g3 e >0

folz) =

0 , <0
aus Aufgabe 6) bestimmt werden.
a)  Berechnen Sie zur Stichprobe x = (x1,...,2,) mit z; > 0,...,z, > 0 die Likelihood-

Funktion L,(J) und die Loglikelihood-Funktion M, (¥}).

b)  Zeigen Sie, dass

o= (sfm)

der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir ¢ zur Stichprobe x ist.

Bestimmen Sie den Momentenschétzer ﬁl(x) zur Stichprobe .
Hinweis: Sie diirfen ohne Nachweis verwenden, dass EX = 0.9064 /9 fiir jede Zufallsva-
riable X mit Dichte fy gilt.

Bestimmen Sie den Maximum-Likelihood-Schitzwert J(x) und den Momenten-Schéitz-
wert ¥ (z) fur die Stichprobe

z=(24, 2.1, 1.8, 1.6, 1.3, 1.9, 1.9, 0.9, 1.6, 2.3).

Hinweis: 31% @ = 17.8, 3210, 22 = 33.54 und 3,2, o} = 133.791.

i=1 "1

Loésung:



a)

Wegen Definition 17.6 gilt

Lo(9) = fo(z1) - ... fo(an)

94,4 944 _9dNn 4
=49t gt eVt a3 e ﬁxn:4"-(194)"-Hx3-e Vi

Nach Logarithmieren ergibt sich
M,(V) =1In(L,(9)) =n-In(4) + Z 3In(z;) + 4n - In(d9) — 9* - Z i
i=1 i=1

Alternativ kann man hier auch M, () = > In(fy(z;)) ausniitzen. Mit In(fy(z) =
In(4) + 41In(9) + 31In(x) — 9*a? ergibt sich fiir M, (9) der gleiche Wert.

Eine (globale) Maximumstelle von M, erhalten wir durch Differenzieren.

n

dn 1 1¢
109) — 3 4 3 4
( \
> > "
Es ist M/ (9){ = 70 genau dann, wenn ty_ 1 Z:pdf Dies gilt genau dann
’ a ’ Ml [ n — v ’
< <
( )
\
< . 1/4 )
wenn 9 ¢ = <W) =: Y¥(x). Dies bedeutet, dass die Funktion ¥ — M, (¥)
i=1Ti
>
)

unterhalb von 9 (z) zuerst steigt und ab 0(x) féllt. An der Stelle J(z) liegt also eine (glo-
bale) Maximumstelle von M, und damit ist J(x) der gesuchte Maximum-Likelihood-
Schétzer.

Den Momentenschitzer 9, (x) erhalten wir durch Gleichsetzen von & und EX. Aus der
Gleichung )
0.9064/9,(z) =EX ==

ergibt sich
5 0.9064
191 (SL’) = — .

X

Esist 7 = 1.78, .17, % = 133.791 und damit

=11

R 10 1/4

Ia) = [ ———)  =0.5229 und
* V) <133.791) e
©0.9064  0.9064
oz 178

Bem.: Die Werte entstammen einer Stichprobe mit ¢ = 0.5.

o Uy(z) = 0.5092.




