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Musterlosungen
Aufgabe 1:
Gegeben sei eine Urliste mit den Paaren (x1,41), ..., (12, y12)
i | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
x; —0.8 0.1 0.9 2.1 3 4 4.8 6.1 7.2 8.1 9.2 10
Yj 8.6 6.5 7.3 7.8 5.9 23 —-04 —-08 —-86 -03 -63 -8.1

a) Berechnen Sie die Stichprobenmittel z, ¢, die Stichproben-Standardabweichungen s,
s, und den empirischen Korrelationskoeffizienten r,,,.
Losung: Direkt aus den Daten ergibt sich gemé&f Definition 1.8 und Paragraph 1.5
unter Ausniitzung der Beziehung

n

Z(%‘—7)'(%—?)22%'%—"@'@

j=1

z = 4.56 Sp = 3.616
j=116 s, = 6.285
Tey = —0.9193

b) Bestimmen Sie die zugehorige Regressionsgerade y = a* + b* - x von y auf x.

Losung: Nach Paragraph 1.5 ist b* = 1y, - 3y und a* =y — b* - &, also

T

b = —1.598
at = 844

und die Regressionsgerade y = 8.44 — 1.598 - x.
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Punkte und Regressionsgerade y = a* + b* - x

Fiir die Losung der néchsten drei Aufgabenteile benotigen wir die aufsteigend sortierten
y-Werte. Es ist

yo = (—8.6, —8.1, —6.3, —0.8, —0.4, —0.3, 2.3, 5.9, 6.5, 7.3, 7.8, 8.6)

Berechnen Sie das 0.1-getrimmte Stichprobenmittel go1 von (yi, ..., y12).
Losung: Mit k& = [12-0.1] = 1 ergibt sich
1

?/0.12712_2.1'

(y(z) + ...+ y(n)) =1.39

Bestimmen Sie das Stichproben-0.2-Quantil gy von (y1,. .., y12)-

Losung: Da 12 - 0.2 = 2.4 nicht ganzzahlig ist, ist mit k = [2.4] = 2
Yo2 = Yk+1) = Y3) = —6.3

Berechnen Sie den Quartilsabstand von (yi, ..., y12).
Losung: Da 0.25-12 = 3 und 0.75 - 12 = 9 beide ganzzahlig sind, ergibt sich mit
]{?1 = 3 und k’g =9

_ Yk T Y+ Ye) T Y@

p— p— —3'55
Yo.25 5 5
+ +
Yoi5 = Yka) Qy(kQH) = Y©) 23/(10) =6.9

und damit der Quartilsabstand zu 9g.75 — ¥o.05 = 10.45.



Aufgabe 2

Die gemeinsame Zahldichte fxy(i,7) zweier Zufallszahlen X und Y ist in der folgenden
Tabelle gegeben.

1 |2 0 =2 3

9 4 1 1 2

So ist z.B. fxy(—1,0) = % und fxy(2,1) = 2.

a) Bestimmen Sie die Zahldichte fx von X.
Losung: Gemé$ (6.4) erhdlt man die Zahldichte fx von X als Spaltensumme der obigen
Matrix. Es ist also

1 -110 1] 2

. 8 2 4 6
fx(@) | % | % |2 | o

b) Berechnen Sie den Erwartungswert E(X) und die Varianz V(X)) der Zufallsvariablen X.
Loésung:

2
8 2 4 6 8
E(X) = » NV=(—1) — 4+ 0-—4+1-—+92. — == =04
(X) Z,:Zf Sx@ =1 g5 055 735 T2 30 = o

Mit V(X) = E(X?) — (EX)? und
- 2
E(X?) = Ziz'fx(i):(—1)2-—+02-——|—12._+2
i=——1
ergibt sich
V(X)=18—042=1.64 .
¢) Berechnen Sie die Kovarianz C(X,Y’) von X und Y.

Hinweis: Berechnen Sie zuerst E(X -Y').
Losung: Wegen Satz 12.23 a) gilt C(X,Y) =E(X -Y) —EX - EY und wegen Satz 12.8

E(X-Y)=> > ij-fxy(i,j)

i=—1 j=0
2 4 2 1 3 2
—(-1)-1-=—4+(-1)-2-—4+1-1-=41-2.—42.1- 2 492.2. =
(=1) 20_'_( ) 20+ 20_'_ 20+ 20_'_ 20
8 2
20 5
Aus der Tabelle ergibt sich noch fy(0) = 2, fy(1) = & und fy(2) = & und damit
2
EY = 1.4+ 42.5 -2

20 20 20



insgesamt

2 23 6
— L . =006
5

C(X,Y)=E(X-Y)—EX-EY = 5 0

(G281 \V)

d) Bestimmen Sie P(Y =0 | X =1),PY =1| X =) und P(Y =2 | X =1).
Losung: Nach Definition und wegen a) ist

P(X=1Y=j) fxy(L))
P(X =1) fx(1)

P(Y:j|X:1): :5fX,Y<17.7)7 .7:07172

i Jol1[2

frix(L) | 55 | 58 | =

e) Berechnen Sie P(Y > 1| X =1).
Losung: Mit d) erhdlt man

P(Y>1|X=1) = P(Y=1|X=1)+P(Y =2| X =1)
0 5 15 3

20 720320 4

Aufgabe 3

Es sei X eine normalverteilte Zufallsvariable mit dem Erwartungswert —3 und der Varianz 9.
Weiter sei Y eine normalverteilte Zufallsvariable mit dem Erwartungswert 2 und der Varianz
16. Die Zufallsvariablen X und Y seien stochastisch unabhéngig.

a) Setzen Sie die richtigen Parameter ein.

X besitzt die Verteilung N ( , )

Lésung: Da fiir eine N'(u, 0%)-verteilte Zufallsvariable X stets EX = p und V(X) = o2
gilt, ist hier
X ~N(=3,9).
b) Berechnen Sie den Erwartungswert und die Varianz der Zufallsvariablen Z := X —
und W = %
Losung: Wie in a) erhiilt man Y ~ N(2,16). Wegen Satz 12.6 und Satz 12.11 und wegen
der Unabhéngigkeit von X und Y gilt:

1 1
3 3

EZ = “EX—2=i.(-3)—2=-2,
37 7373 3773
1 1
Z) = S V(X)=>-9=1
V(Z) = Hv(0=1o-1
pw o= S -BY_ 8oz
) 5
1 1 25
VP) = SV(X+Y)= S (VX)+ V() =22 =1



c)

Berechnen Sie die Kovarianz C(W, Z) der Zufallsvariablen W und Z.
Losung: Wegen Satz 12.23 und der Unabhéngigkeit von X und Y, also C(X,Y) = 0,
gilt

<XWZ)=:C(1«X—yle_1)

5 3 3
_ bl C(X—YX)—i [C(X,X) - C(Y,X)]
5 3 15 ’ ’
_ VX)) _9 .

15 15

Bestimmen Sie P(Y > —4).
Lésung: Wegen Y ~ N (p1,0%) mit g :=EY =2 und ¢ := V(Y) = 16 und (9.6) gilt

g

PY>-4) = 1-P¥ <-4 =1-dn(-4)=1-2 (_4_M)

—4 -2
- 1-9 ( . ) =1 ®(—1.5) = B(L5).
Wegen ®(1.5) = 0.9332 (aus Tabelle A.1) folgt
P(Y > —4) = 0.9332.

Bestimmen Sie das 0.95-Quantil ¢g95 der Zufallsvariablen Y.
Losung: qgg5 ist die Losung g der Gleichung

Fy(q) = ®216(q) = @ (%) = 0.95.

Wegen ©(1.6449) = 0.95 (Skript 12.20 d)) gilt also

q—2
— =1.6449
4

und damit
Qoos = q = 1.6449 - 4 + 2 = 8.58.

Aufgabe 4

Eine Serienschaltung bestehe aus vier elektrischen Elementen. Die Lebensdauern X7, X5, X3, X4
der vier Elemente seien stochastisch unabhéngig und jeweils Fxp(1) verteilt.

a)

Die Gesamtlebensdauer der Serienschaltung Y ist definiert durch
Y = min{Xl, XQ, Xg, X4}

Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion Fy von Y. Welche Verteilung besitzt Y7
Losung: Wegen der stochastischen Unabhéngigkeit von X7, X5, X3 und X, und wegen
X1, Xo, X3, Xy ~ Exp(1) gilt fiir ¢ > 0 (vergl. Skript Satz 11.18):

B(t) = 1-(1-Fx () (1= Fx(t) (1= Fx(t) - (1= Fx,(t))
= 1-(1-(1-e"))=1-(e)=1-¢"

und fiir ¢t < 0 gilt dann Fy (t) = 0. Insbesondere gilt Y ~ Exp(4).



b)  Berechnen Sie P(Y > 2 | X; > 1).

Loésung: Aus Definition 10.5 mit
{X1 >2}Q{X1 > 1}:{X1 >2}
folgt

PY >2,X; > 1)
P(X; > 1)
P(min{ X1, Xo, X3, X} > 2, X; > 1)

P(X; > 1)
P(X;>2,Xy>2,X3>2X,>2 X, >1)
P(X; >1)

P(X; >2,Xy>2 X3 >2 X, >2)

P(X; > 1)
P(Y >2)  e®
P(X;>1) e !

PY>2|X;,>1) =

— ¢ 7 = 912.-1074

Sei in den folgenden drei Aufgabenteilen die Zufallsvariable Z ~ Exp(5).

c)  Bestimmen Sie den Erwartungswert EZ und die Varianz V' (Z) von Z.
Losung: Da Z ~ FExp(5) ist, gilt

und

nach den Tabellen auf S. 124 und S. 128.

d)  Berechnen Sie P(Z > 0.3).
Losung: Mit a) erhédlt man

P(Z >03)=1—F(0.3) =e 7% = ¢ =.2231.

e)  Geben Sie den groBten Wert ¢ an, fiir welche die Wahrscheinlichkeit P(Z > t) > 0.7
ist.
Losung: Aus dem Ansatz

P(Z >t)>07 < e>07
<= —5t >1og(0.7)
— t<—1log(0.7)/5 = 0.0713

erhalt man ¢ = 0.0713.

Aufgabe 5



Eine Firma kauft einen Elektromotor, der ty = 1 Jahr betrieben werden soll. Hat der Elek-
tromotor in diesem Jahr einen Defekt, dann wird er weder repariert noch ersetzt. Bei einem
Defekt zum Zeitpunkt ¢ (mit 0 < ¢ < 1) entsteht ein Verlust (in Millionen Euro) von

c(t)=e—e".

Fiir diesen Verlust kommt im ersten Halbjahr der Hersteller auf, danach die Firma. (Ist
t > 1, so entsteht kein Verlust.) Aus Erfahrung weiff man, dass die zufillige Lebensdauer T
des Elektromotors (in Jahren) die Verteilungsfunktion

po- {0 50
besitzt.
a)  Bestimmen Sie den Median von Fr.
b)  Mit welcher Wahrscheinlichkeit muss der Hersteller fiir den Verlust aufkommen?

c)  Berechnen Sie die fiir den Hersteller zu erwartenden Kosten aufgrund eines Defekts des
Elektromotors.
Hinweis: 7" hat die Dichte fr(t) = 3t%¢™*, t > 0 (kein Nachweis notig). Niitzen Sie

aus, dass fol/Q fr(z) dv = Fr(3).

d)  Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit P(3 < ¢ < 1), dass die Firma fiir einen Verlust
aufkommen muss.

e)  Berechnen Sie G(t) :=P(T'<t¢| 4+ <T <1) fiir t > 0.
Losung:

a) Den Median t1/, erhélt man als Losung von Fr(t) = 1 — et = 1, also et = 1=

—t% =In(3) = — In(2). Damit gilt ¢, = {/In(2) = 0.8850.

b) Der Hersteller muss mit der Wahrscheinlichkeit

P(Ong%):]P’(Tg%):FT<%>:1—e3%:0.1175

fiir den Verlust aufkommen.

¢) Der Hersteller hat nur dann die Kosten zu tragen, wenn 0 < T < % Die Kosten sind
daher

1/2 1/2 1/2 1/2
/0 c(t) - fr(t) dt:/o (e — ) - fr(t) dt:e~/0 fT(t)dt—/O ¢ 3% dt

1/2 5 1/ 1
—e- Fp(1/2) — / 32 dt =e- (1 —e WD) 3/ =e— €7/ — g = 01944
0

d) P <t<1)=Fr(1)—Fr(l)=1-¢e'—1+e5=ec5—e!=05146.

1
2



e) Es gilt G(t) = .FﬁrOSt§%giltP(T< 1 <T <1)=0 wegen

{T<t}ﬂ{2<T; 1
wegen {1 < t}ﬁ{1 T }:
{Tgt}m{§<T§1}:{ <T§t}

= F ir ¢ > 1 gilt dagegen G(t) =
< t < 1 erhalten wir wegen

o) = PA<T<t) Frt)—Fr(1/2) 1—e® 1402 020 ot
PG <T<1) F0)-F(1/2)  ei-el eh-e!

Aufgabe 6

Ein Gerét habe die zufillige Lebensdauer X (gemessen in vollen Monaten) mit der nega-

tiven Binomialverteilung Nb | 2, , wobei der Parameter ¥ > 0 unbekannt ist. Diese

Verteilung besitzt die Zahldichte

fo(k) = (kH)Q(kH) : <1iﬂ)2- <1%9)k, k=0,1,...

¥ soll aufgrund einer (unabhéngigen) Stichprobe x = (z1,...,z,) mit x; > 0 geschétzt
werden, wobei > 0 vorausgesetzt wird.

1
149

a)  Bestimmen Sie Likelihood-Funktion und die Loglikelihood-Funktion zur Stichprobe
x=(21,...,Tp).

b)  Zeigen Sie, dass
T, (z) =1x/2
ein Maximum-Likelihood-Schétzer fiir ¢ ist.
c)  Zeigen Sie, dass Ey(X) =2 -0 gilt.
d)  Bestimmen Sie die Varianz V3(X) von X.

Hinweis: Es geniigt bei ¢) und d) geeignete Tabellen iiber Erwartungswerte und Va-
rianzen zu verwenden. Fine direkte Berechnung gemé&fl Def. 12.2 und Satz 12.8 im
Skriptum wird nicht verlangt.

e) Ist T,,(x) ein erwartungstreuer Schatzer fiir 97
f)  Ist die Schétzfolge T),(x1, ..., z,,) konsistent fiir 97
Losung:

a)  Nach Definition gilt

Lo(9) = folr) - falwa) = ]|

i

:E,+2)2(xl+1) (liﬁ)Q(%)x]
9

(z; 4 2)(2; + 1) 1\ TLt
2 1+9 1+9

I

-
I
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und wegen

In fy(k) — lnwz(k—i_l)—2-1n(1+19)+k-1n(19)—k:-ln(1+19)
_ ln(k+2)2(k+1)—k-ln(ﬁ)—(2+k:)-ln(1+z9)

oder direkt durch Logarithmieren von L, (1)

Zhlfﬁ (z:) = Z ( (z; +2)2($i+ 1) —z;-In(9) — (2+ ;) - In(1 +Q9)>

i=1
n

Z l‘l+2 ZL‘Z+1)+1H(ﬂ)~ixi—]n<1+ﬁ).Z<2+xi)

=1 i=1

Zur Berechnung des Maximum-Likelihood-Schétzers verwenden wir das Schema auf
S.164 im Skriptum.

n

1
Mt 192 1+1922“” = [UT Z%_ﬁ 22”2
le 9 - ZQ] 1+19 ZZxZ 2n - 19]

Da 1/(9(1 4 9)) positiv ist, gilt

M (9) 2n -9 <= U

AV
AV

i=1

M, ist also unterhalb von z/2 steigend und danach fallend, also T, (z) = z/2 die
(einzige) Maximumstelle von ¢ — M, () und damit 7, (z) der gesuchte Maximum-
Likelihood-Schétzer.

VoIl A
S
™
&
I
DO | &I

1
Wegen X ~ Nb (2, H—ﬁ) und der Tabelle auf S. 124 gilt

1 1
nen-2 (1o L) /L e

Analog ergibt sich mit der Tabelle auf S. 128

wen =2 (1-75) /(75) 20

Wegen Satz 17.13 und wegen d) ist Z ein erwartungstreuer Schitzer fiir y(J) = Ey(X) =
2 -1, d.h. es gilt EX = 2-4. Damit gilt dann aber auch

EyT,(X) = EgX /2 =9

fiir alle ¥ > 0. Damit ist 7,,(x) ein erwartungstreuer Schatzer fiir .



f)  Wegen Satz 17.19 a) ist Z ein konsistenter Schétzer fiir v(J) = 2 - 9, d.h. es gilt nach
Definition 17.17
> 6>

1 n
= § Xz —-2.9
n “
=1
Division:durch 2 lim ]}%(‘Tn(Xl’ L 7Xn) — 19| > 6/2) =0

n—oo

fiir alle ¢ > 0 und alle ¥ > 0. Die letzte Gleichung bedeutet, dass die Schétzfolge
T, (1, ..., x,) konsistent fiir ¢ ist. Dass in dieser Gleichung €/2 und nicht e steht, ist
ohne Bedeutung wenn diese Gleichheit fiir alle € > 0 verlangt wird.

Aufgabe 7

Eine Maschine besteht aus drei Teilen 77, T5 und T5. Jedes Teil kann von guter, befriedigender
oder schlechter Qualitéit sein. Aufgrund von Produktionsschwankungen ist die Qualitéit von
Teil T; eine Zufallsvariable X;, die mit Wahrscheinlichkeit p = 0.8 den Wert ,gut* (= g),
mit Wahrscheinlichkeit ¢ = 0.15 den Wert ,,befriedigend* (= b) und ansonsten den Wert
»schlecht” (= s) annimmt. Die Zufallsvariablen Xy, X5, X3 seien stochastisch unabhéngig.

a)  Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass Teil 77 (bzw. T, T3) von schlechter Qualitéit
ist.

b)  Welche Verteilung hat N, die zuféllige Anzahl der Teile, die von schlechter Qualitét
sind?

c)  Die Maschine ist unbrauchbar, wenn mindestens eines der Teile T}, Ty, T3 von schlechter
Qualitat ist. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass die Maschine unbrauchbar ist.

Losung:
a)  Gesucht ist P(X; = s). Weil X, nur die Werte g, b und s annimmt, muss
1=P(X; = g) + P(X, = b) + P(X, = 5) = 0.8 + 0.15 + P(X, = 5)
gelten, also P(X; = s) = 0.05.

b)  Esliegt hier ein Treffer-Niete Experiment vor, wobei ein Treffer dann vorliegt, wenn ein
Teil schlecht ist. Wegen a) ist die Trefferwahrscheinlichkeit 0.05. Entsprechend den drei
Teilen wird dieses Experiment dreimal durchgefithrt. N kann als die zufillige Anzahl
der Treffer interpretiert werden, ist also Bin(3,0.05)-verteilt.

c¢)  Die Maschine ist unbrauchbar, wenn mindestens ein Teil schlecht ist, also wenn N > 1.
Wegen N ~ Bin(3,0.05) gilt

P(Maschine unbrauchbar) = P(N > 1) =1—-P(N = 0)

3
—1-— (0) 20.05°-0.95% =1 — 0.95% = 0.142625



