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Aufgabe 1 (13 Punkte)
Gegeben sei eine Urliste mit den Paaren (z1,41), ..., (211, ¥11)
j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
x; || 52 | 53 | 57 | 58 | 62 | 65 67 | 68 77 | 80 85
y; || 7.0 10.0 | 8.0 | 10.5 | 7.5 |13.5 | 11.5 | 12.0 | 16.5 | 13.0 | 22.0
und die dazu gehérende Punktwolke:
;5 SL) 6‘5 7‘0 ;5 SL) 8‘5

a) Berechnen Sie die Stichprobenmittel z, 7, die Stichproben-Standardabweichungen s, s, und
den empirischen Korrelationskoeffizienten r,, von (z1,v1),. .., (211, y11).

Hinweis:
11 11 11 11 11
D wy =724 af =48862, ) y; = 1315, > y? =1763.25, Y ;- y; = 9068.5.
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1

b) Bestimmen Sie die zugehorige Regressionsgerade y = a* + b* - x von y auf = und zeichnen
Sie diese in die oben angegebene Punktwolke ein.

c¢) Berechnen Sie das 0.2-getrimmte Stichprobenmittel Zgo von (z1, ..., x11).

d) Bestimmen Sie das Stichproben-0.35-Quantil Z( 35 und den Stichproben Median Z von (1, ..., x11).

e) Berechnen Sie den Quartilsabstand von (x1,...,%11).

Losung:

a) Direkt aus den Daten ergibt sich geméfl Definition 1.8 und Paragraph 1.5 unter Ausniitzung
der Beziehung

n

Z(f’?j—f)'(yj—ﬂ)szj'yj—n'f'ﬂ

J=1

2



T = 65.81818 sy = 10.99835
y = 11.95455 sy = 4.372954
Ty = 0.859563

b) Nach Paragraph 1.5 ist b* = ry, - % und o = y—0b*-T, also

T

b* = 0.3418
a* = —10.5397
und die Regressionsgerade y = —10.5397 + 0.3418 - z.
¢) Da die Werte der Stichprobe z schon sortiert sind, ergibt sich mit k& = [11 - 0.2] = 2 ergibt
sich ]

Tog = —— - = 64.85714
0.2 1-92.9 (x@) + ...+ x9) = 64.857

d) Da 11-0.35 = 3.85 nicht ganzzahlig ist, ist mit k = [3.85] =3
T0.35 = T(pt1) = T(4) = O8.
Da n = 11 ungerade ist, ist der Stichproben-Median gegeben durch

T = I(ﬁ) = 65.
e) Da0.25-11=2.75 ¢ Nund 0.75- 11 = 8.25 ¢ N gilt, ergibt sich mit k&; = 2 und ks = 8

Toos = L(ky+1) = T(3) — 57,

Tors = T(kyt1) = T(9) = 17,

und damit der Quartilsabstand zu Zg 75 — Zg.05 = 20.



Aufgabe 2 (10 Punkte)

Ein Kartenspiel, das aus 4 Kreuz-Assen, 4 Pik-Konigen und 4 Herz-Damen besteht, wird gut
gemischt; danach werden die 12 Karten nacheinander aufgedeckt. Es bezeichne fiiri = 1,...,12
die Ereignisse

A; = {,die i-te aufgedeckte Karte ist ein Ass“},
K; = {,die i-te aufgedeckte Karte ist ein Konig“},
D; := {,die i-te aufgedeckte Karte ist eine Dame“}.

a) Modellieren Sie diese Situation mit einem geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum.
b) Stellen Sie das Ereignis
B := {,die 3. aufgedeckte Karte ist die 2. aufgedeckte Dame*}
mit Hilfe der obigen Ereignisse dar.
c¢) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten P(A3) und P(B).
d) Berechnen Sie die bedingte Wahrscheinlichkeit P(K7|K2).

Losung:

a) Es sei
1,  falls ein As gezogen wurde
aj =< 2, falls ein Konig gezogen wurde , j € {1,...,12}.
3, falls eine Dame gezogen wurde

Wir betrachten den Grundraum
Q:={(a1,...,a12) € {1,2,3}'?: a; =i fiir genau 4 verschiedene j undi € {1,2,3}}.
Als Wahrscheinlichkeitsmafl nehmen wir die Gleichverteilung.

b) Fiir das Ereignis B gilt (beachten Sie, dass genau eine Dame in den ersten beiden Ziigen
vorgekommen sein muss, aber nicht in den ersten beiden zugleich)

B = (D;ND3)U(Dyn D3)\ (D1 N Dy Dy).

¢) Aus Symmetriegriinden muss gelten

Weiter gilt



d) Es gilt aus Symmetriegriinden

1
P(Kia) =

und (10)
1
]P)(Kl N Klg) - ~2Z - T
() 1

Also ist die bedingte Wahrscheinlichkeit gegeben durch

3
P(K;|K12) = I

Alternative Losung: Unter der Bedingung, dass die zwolfte Karte ein Konig ist, gilt direkt

3
P(K1|K12) = —
(K K) = £
da im ersten Zug noch drei Karten von elf {ibrigen ein Konig sind (reduziere das Kar-
tenspiel um einen Konig und betrachte die Wahrscheinlichkeit im ersten Zug einen Ko6nig
aufzudecken).



Aufgabe 3 (12 Punkte)

Es wird n-mal, n € N, in unabhéngiger Folge eine faire Miinze mit den Seiten Kopf (K) und
Zahl (Z) geworfen. Dabei bezeichnet die Zufallsvariable

X, 1, falls K oben liegt,
! 0, falls Z oben liegt,

den Ausgang des Experiments nach dem j-ten Wurf, j = 1,...,n. Die Zufallsvariable

1 n
Sy = — Z X bezeichne die relative Haufigkeit der K-Wiirfe nach n Runden.
n

J=1

a) Welche Werte kann die Zufallsvariable S,, annehmen? Welche Verteilungen haben die Zu-
fallsvariablen > 7| X; und S,?

b) Bestimmen Sie E(S,,) und V(S,,).
c) Gegen was strebt die Zufallsvariable S,, fiir n — co? (Begriinden Sie Ihre Antwort!)

d) Die Miinze wird nun sooft geworfen bis zum dritten Mal Kopf auftritt. Die Zufallsvariable
Y gebe die Anzahl der Versuche bis zu diesem Zeitpunkt an, bei denen Zahl geworfen wurde.
Welche Verteilung hat Y7

e) Bestimmen Sie P(Y = 5) und P(Y > 2).
Losung:

a) Die Zufallsvariable S, nimmt durch die Mittelung nur Werte zwischen 0 und 1 an. Es gilt
Sp € {O 12 ..,”T_l, 1} =: W. Da es sich hier um ein Treffer-Niete-Experiment handelt

'nind

und die Miinze in unabhéngigerweise geworfen wird, gilt X; ~ Bin (1, %) und damit nach
dem Additionsgesetz der Binomialverteilung

- 1

E XjNBil'l (n,—) .
- 2
Jj=1

Weiter gilt fir k € W

B(Sn=h) =P (; Xp=n k) - (nnk) (%)k (1 } %)_k B (nnk) (é)

b) Es gilt wegen der Linearitdt des Erwartungswerts und E (Z;;l Xj> =3

()

Weiter gilt mit der Unabhéngigkeit der X; und V(X;) = i

1 u 1 & 1
j=1 j=1

E(S,) =

S|



¢) Fiir n — oo strebt S,, gegen % Dies gilt wegen dem starken Gesetz grofler Zahlen. Alternativ
kann man dies auch iiber die Tschebyschev-Ungleichung schlieflen.

d) Die Zufallsvariable Y ist Negativ Binomial verteilt (vgl. Definition 7.16 Skript), also Y ~

Nb (3,1).
e) Es gilt
9= (1) () () - ) ) o
Weiter ist
P(Y >2) = 1-PY <1)

= 1—IP(Y:1)4—IP’(Y:O) 3
-G -0 6)
= 1-%-%:0.6875



Aufgabe 4 (9 Punkte)

Die Dauer bis zu einem Defekt eines Werkzeugs im Dauereinsatz (in Monaten) werde auf einem
Priifstand anhand von 6 Werkzeugen untersucht. Es werden also 6 Werkzeuge der Produktions-
reihe entnommen und die Dauern X, j = 1,...,6, bis zum ersten Defekt protokolliert. Nehmen
Sie an, dass die Zufallsvariablen X; stochastisch unabhéngig sind und einer Exponentialvertei-
lung Exp (%) folgen.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit funktioniert das erste Werkzeug noch nach 5 Monaten?

b) Geben Sie die erwartete Dauer E(X;) und die Varianz V' (X;) an.

c) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass nach einem halben Jahr noch mindestens eines der
6 Werkzeuge funktioniert?

d) Geben Sie die gemeinsame Dichte h(zy,z2) des bivariaten Zufallsvektors (X7, X») an und
berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit P(1 < X; < 3,1 < X, < 2).

Losung:

a) Es gilt
P(X,>5)=1-P(X;<5) =1-14e¢3%=¢!= é
b) Es gilt mit den Formeln auf S. 121 und S. 125 des Skripts
1
(3)°
c) Weiter ist mit der Unabhéngigkeit und der identischen Verteilung der Zufallsvariablen
X1,..., X6

= 25.

E(X))=+=5und V(X;) =

ST

P(maX{Xl,...,X6}Z6) = 1—P(max{X1,...,X6}<6)
— 11— P(X, <6,...,Xs <6)

= 1-J][Pxi<6)

i=1

= 1-(P(X;<6)°
6
~ 1 (1 _ e—%'ﬁ) ~ 0.8835501.

d) Wegen der Unabhéngigkeit der Zufallvariablen X; und X, gilt fiir die gemeinsame Dichte

und T1,T2 > O
1 i
h(x:[)IQ) = f([['l) . f([['2) = % .e é( 1+ 2)’
wobei f(z) = 3 - ¢=5* die Dichte der Exp (%) ist. Weiter gilt mit der Unabhiingigkeit von
X7 und X,

P1<X;<3,1<X,<2) = P(1



Aufgabe 5 (10 Punkte)

In einem Fertigungsprozess werden Wiirfel produziert mit der Kantenlinge Y = 20 + X (in
mm). Dabei bezeichnet X ~ A(0,1) den im Fertigungsprozess entstehenden Fehler.

a) Geben Sie die Verteilung von 2 -Y und von X? an.
b) Bestimmen Sie C'(X?, X) und C'(X3, X).

¢) Geben Sie Erwartungswert und Varianz des Flacheninhalts F' einer Seitenfliche des Wiirfels
an.

d) Driicken Sie die Verteilungsfunktion des Volumens V = Y3 des Wiirfels durch die Vertei-
lungsfunktion der Standardnormalverteilung ® aus und berechnen Sie

P(6859 < V' < 8000).
Losung:

a) Es gilt mit den Rechenregeln fiir normalverteilte Zufallsvariablen
2.Y ~N(40,4) und X%~ 7.

b) Es gilt fiir gerades k& und ungerades [ (damit ist k& + [ ungerade) mit Beispiel 12.16 a) und

der Formel aus Satz 12.23 a) aus dem Skript

C (XX =E(X*) -E(X")-E(X')=0-0=0.
Also gilt im speziellen C' (X2, X) = 0. Weiter gilt mit 02 =V (X;) =1
C(X°X)=E(X")-E(X’) E(X)=3-1-0"-0=3.

c¢) Der zufillige Flicheninhalt einer Seitenfliche ist F' = Y2, Damit gilt mit V(Y) = 1 und

E(Y) =20
E(F)=E(Y?) =V(Y)+ (E(Y))* = 401.

Die Varianz ist mit den Ergebnissen aus Teil b) gegeben durch
V(F) = V((X+20)*) = V(X +40X + 400)
= V(X?+40X) = V(X?) + V(40X) + 2C(X7,40X,)
— E(X*) — (E(X?))* + 1600V (X) + 80C(X?, X)
= 3—1+4 16004 80-0 = 1602.

d) Es gilt fir t > 0

PV <t) = P(Y3§t):IP>(Y§t%) :P(Y—Qogt%—Qo)
— P(th%—m) :cb(t%—m).
Weiter ist
P(6859 < V < 8000) = (8000% - 20) s (6859% - 20)
= ®(0)—2(-1)

1 1
= 5= (1—=9(1)) =2(1) — 3 ~ 0.3413.



Aufgabe 6 (11 Punkte)
Ein Merkmal habe die Dichte

4 43 —t*/0
ERRAREC t>0
t— fo(t) =< 7 ’ ’
fo(t) { 0, 1<0
wobei ¥ € © := (0, 00) ein unbekannter Parameter ist. Der unbekannte Parameter 9 soll auf-
grund einer unabhéngigen Stichprobe = = (xy,...,z,) geschitzt werden, wobei

x1>0,...,2, > 0 sind.

a)  Zeigen Sie, dass der Maximum-Likelihood-Schiitzer J(zy, . . ., 2,) fiir ¥ durch

R 1 <
Wy, .o x,) = EZ:E?
j=1

gegeben ist.

b)  Berechnen Sie den Erwartungswert von 9(X) = 9(Xy,..., X,).
Hinweis: Niitzen Sie aus, dass Y; := X die Verteilung Exp(1/9) besitzt (kein Beweis
erforderlich).

¢) Ist 9(Xy,...,X,) ein erwartungstreuer Schiitzer fiir ¥? (Begriinden Sie Ihre Antwort!)

d)  Ist J(Xy,..., X,) ein konsistenter Schiitzer fiir ¥? (Begriinden Sie Thre Antwort!)

Losung:
a) Es ist
t4
log(fy(t)) = log(4) —log(¥) +3-log(t) — 5, >0,
also
M) = D toxtfate) = Y- (loglh) = og0) + 3+ log(ey) - 7 )
j=1 j=1
= nlog(4) — nlog(v¥) +3- Zlog ;) ﬁZx
Es gilt

ANV
o

der gesuchte Maximum-Likelihood-Schétzer fiir ¥.

10



b) Es ist

- 1
IX) = )Xy, X)) = =D Y,
also wegen EyY; = 1/%9 = ¢ (Hinweis)

. 1 <&
E,m(X):EZEﬁYj = —nd =49
j=1

¢) DaEgd(X) =9 V9 €0, ist T, ein erwartungstreuer Schiitzer fiir 1.

d) Es gilt wegen der Unabhéngigkeit der Y1, ..., Y, (Blockungslemmal) und V(Y;) =

53
o =

Vo(9(X)) = Vi (% i)@) = % ivﬁ(Yj) = % 92

A~

Fiir n — oo geht Vy(9(X)) — 0 und damit folgt aus der Tschebyschev-Ungleichung die
Konsistenz des Schétzers.

11



Aufgabe 7 (10 Punkte)

Bei der Herstellung von Trinkhalmen ist eine Langenabweichung von der Solllinge um héchstens
Smm gestattet. In einer Qualitatskontrolle wurden von einer Maschine in unabhéngiger Weise
aus der laufenden Produktion 500 Trinkhalme entnommen und die jeweilige Lénge iiberpriift.
Dabei stellte sich heraus, dass 43 Trinkhalme die geforderte Langenabweichung nicht einhielten.
Es sei ¥ € (0,1) die unbekannte Wahrscheinlichkeit fiir die Nichteinhaltung der Léngenabwei-
chung.

a) Geben Sie die Verteilung fiir die den Daten zugrunde liegenden Zufallsvariablen X7, ..., X509
an.

b) Geben Sie einen geeigneten Schiitzer U fiir ¢ und den fiir die obige Stichprobe geltenden
Schatzwert J(x) an.

¢) Geben Sie ein approximatives Konfidenzintervall fiir ¢ zum Konfidenzniveau 0.95 an.

d) Die Maschine darf hochstens einen Ausschuss von 5% produzieren. Koénnen Sie aufgrund der
Ergebnisse aus Teilaufgabe ¢) dem Betreiber der Maschine empfehlen, die Maschine neu zu
justieren?

Losung:

a) Es handelt sich um ein Treffer-Niete-Experiment. Dabei bezeichnen wir als Treffer, wenn die
tolerierte Langenabweichung nicht eingehalten wurde. Die Zufallsvariablen X7, ..., X, sind
stochastisch unabhéngig und identisch verteilt. Es gilt X; ~ Bin(1,?) mit einem unbekann-
ten Parameter ¢ € (0,1).

b) Ein geeigneter Schétzer fiir die unbekannte Trefferwahrscheinlichkeit ¢ ist das arithmetische
Mittel

1 n
Wy, .. x,) = Ezlxj = Tp.
‘]:

43

Fiir die vorliegende Stichprobe gilt 19(9:1, C M) = 555

c¢) Die Grenzen des approximativen Konfidenzintervalls ist laut Skript Beispiel 18.10 mit dem
1 — 5 Quantil der Standardnormalverteilung h := u;_o gegeben durch

Tnt b — Loy 21— 2) + 12
ln(l'l,...,l'n) = 1+h_2 s
zn+§+%\/@(1_fﬂ>+g
Lo(z1,...,2,) = LB .

Mit dem Konfidenzniveau 0.95 (a = 0.05), h := ug.g75 = 1.96 und n = 500 gilt
1500(251, NN ,I500) = 0.0644728 und L500(I1, NN ,I500) = (0.1138404.

Also ist das Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau 0.95 fiir den unbekannten Parameter
¥ gegeben durch
Co(1, ..., 2n) = [0.0644728,0.1138404].

d) Da 0.05 & Cp (x4, ..., x,) liegt, kann aufgrund des Konfidenzintervalls eine Empfehlung fiir
eine Justage der Maschine gegeben werden.
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