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Verteilungsfunktion ®(x) der Standard — Normalverteilung A(0, 1)
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Aufgabe 1 (11 Punkte)

In einem Labor wurden an 10 Proben ein Merkmal X gemessen und in einer Tabelle notiert.
Im Anschluss wurde der Mittelwert berechnet T = 2.5. Durch einen technischen Fehler gingen
nach der Berechnung des Mittelwerts die zwei Messwerte x9 und ¢ verloren, sodass IThnen
ausschlieBlich der Mittelwert und die folgende unvollstandige Tabelle bleiben:

j|1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
x; |27 03 21 49 1 1.7 45 28 7 7

a) Nehmen Sie an, dass z9 und x1p unbekannt sind. Wie miissten die Werte gewéhlt wer-
den, um die kleinstmogliche Stichprobenvarianz zu erhalten? Was ist in diesem Fall die
Stichprobenvarianz? (3P)

Tg = 2.5 X190 = 2.5

§2 = 1.976

b) Aus sicherer Quelle erfahren Sie nun, dass z9 = 2.3 gilt. Welchen Wert hat dann z0?
(2P)

T10 = 2.7

Fir die ersten 8 der oben erwahnten Proben wurde noch ein weiteres Merkmal Y ermittelt und
es ergaben sich die folgenden Messwerte:

jl1 2 3 4 5 6 7 8
yi |27 2 05 -2 22 11 35 28

¢) Geben Sie den Median, das obere Quartil und das untere Quartil von y = (y1,...,ys) an.
(3P)
Median = 2.1
oberes Quartil = 2.75 unteres Quartil = 0.3

d) Berechnen Sie den Mittelwert 7 und die Standardabweichung s, der Stichprobe y sowie
den empirischen Korrelationskoeffizienten r,, von x = (xy,...,2s) und y. Sie konnen
voraussetzen, dass s2 = 2.54 gilt. (3P)

Y= 1.475 Sy = 1.862

Fay = -0.231




Losungsvorschlag:

a) Es gilt
10

1
8320 = § Z(ZE] — 25)2

j=1

Bemerke, dass %Z?Zl x; = 2.5 gilt. Damit muss W% = 2.5 gelten, um zu garantieren,
dass der Mittelwert T = 2.5 ist. Weiter haben x9 und x9 bei festem Mittelwert nur
auf die Summanden (xg — 2.5)? bzw. (w19 — 2.5)? Einfluss. Obige Bedingung ist fiir
T9 = x19 = 2.5 erfiillt, was auch die Werte sind, welche die Summanden minimieren.
Setzt man x1,...,2.5,2.5 in die Formel fiir die Stichprobenvarianz ein, so erhalt man
s2 = 1.976.

b) Esgilt 2.5 =7 = (% 23:1 T+ I1o) . Umstellen nach z19 ergibt x19 = 2.7.
c) Da8x0.25 € N;8% 0.5 € N,0.75 x 8 € N erhalten wir

~ 1 1

Yo5 = 5(34(4) + i) = 5(2 +2.2) =21,

Yo7 = %(y(e) +ym)) = %(2.7 +2.8) = 2.75,

~ 1 1
Yo.5 = 5(?/(2) + i) = 5(—0.5 +1.1) =0.3.

. . 18 /18 2 N Y G )
d) Die Werte ergeben sichausy = g3 5, yj, 8y = \/7 2,21 (y; —¥)? und 1y = .

Sz Sy



Aufgabe 2 (11 Punkte)

In einem Online-Shop entdecken Sie ein Angebot: Sie konnen zu einem Vorzugspreis ein
Uberraschungspaket (Paket “Schokolade”) mit 6 Tafeln Schokolade IThres Lieblingsherstellers
erwerben. (Bei einem Uberraschungspaket werden Produkte rein zufillig zusammengestellt.
Es ist insbesondere méglich, ein Produkt mehrmals zu erhalten.) Sie wissen, dass insgesamt 7
verschiedene Schokoladensorten im Handel sind, von denen Sie jedoch nur 4 Sorten mogen.

a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass Sie bei Bestellung eines Pakets “Schokolade”
ausschlielich Sorten erhalten, die Sie mégen? (1P)

Wahrscheinlichkeit = (%) °

b) Nehmen Sie an, dass Schokoladentafeln, die Sie nicht mogen, fiir Sie keinen Wert haben,
und dass eine Tafel fiir gewohnlich 1.50 Euro kostet. Wie viele Tafeln Schokolade sind im
Mittel nach Threm Geschmack? Wieviel darf ein Paket maximal kosten, so dass es sich
im Mittel fiir Sie lohnt, ein Paket zu bestellen? (3P)

Anzahl Tafeln = 24

Maximalpreis (in Euro) = 36

Sie entdecken nun ein weiteres Angebot (Uberraschungspaket “Pralinen”), in dem eine sehr
grofle, zuféllige Anzahl Pralinen enthalten ist. Sie gehen davon aus, dass Sie im Mittel 3
der darin enthaltenen Pralinen nicht mégen. Nehmen Sie an, dass die zufallige Anzahl Y an
Pralinen (in einem Uberraschungspaket “Pralinen”), die Sie nicht mdogen, Poisson-verteilt ist
mit dem Parameter \.

c) Welchen Wert wéhlen Sie dabei fiir den Parameter A der Verteilung von Y'? (1P)

A= 3

Sie bestellen nun je ein Uberraschungspaket “Schokolade” und “Praline” .

d) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass Sie alle in Threm Einkauf enthaltenen Produkte
mogen? (1P)

Wahrscheinlichkeit = (%) 03

e) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass in Threm Einkauf genau ein Produkt enthalten
ist, das Sie nicht mogen? (1P)

Wahrscheinlichkeit = 15 (%)6 e 3




f) Wie gro8 ist die Wahrscheinlichkeit, dass in Ihrem Einkauf mindestens zwei Produkte
enthalten sind, die Sie nicht moégen? (2P)

- ) 6 _
Wahrscheinlichkeit = 1-— % (%) e3

g) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass, wenn Sie genau ein unbeliebtes Produkt im
Einkauf haben, dieses eine Praline ist? (2P)

Wahrscheinlichkeit =

(S]]

Losungsvorschlag:

a) Esliegt ein Treffer-Niete-Modell vor, bei dem die Trefferwahrscheinlichkeit (= Wahrschein-
lichkeit dafiir, dass eine Tafel gemocht wird) p = % ist. Da das Paket 6 zuféllige (also
voneinander unabhéngige) Tafeln enthélt, gilt fiir die Zufallsvariable X, welche die Anzahl
guter Tafeln innerhalb eines Paketes angibt

4

Gesucht ist P(X = 6) = ( )6.
b) Im Mittel erhdlt man E[X] = 62 gute Tafeln. Damit ist der Maximalpreis

3 24 36
27 T

TN

E[1.5X] =1.5-E[X]
c) Bei der Poisson-Verteilung entspricht der Parameter dem Erwartungswert. In diesem
Szenario ist also A = 3 die Anzahl der erwarteten Pralinen, die nicht gemocht werden.

d) Sei D das Ereignis, dass alle Tafeln Schokolade und alle Pralinen gemocht werden. Wegen
der Unabhéngigkeit der Pakete ergibt sich

e) Fiir die Wahrscheinlichkeit des beschriebenen Ereignisses F gilt

P(E) =P({X =5,V =0} U{X =6,Y =1})
—P(X = 5)P(Y = 0) +P(X = 6)P(Y = 1)

4\ ° 4\°
:<?> 6_334—6(?) %6_3

15 /4\°
= (?) e 3 ~ 0.0130.

f) Fiir das beschriebene Ereignis F' gilt F' = Q \ (D U E), wobei die Ereignisse D und E
disjunkt sind. Demnach ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit

15 /4\° 4\ ° 17 /4\°

6



g) Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit (vergleiche mit e))

P(Y =1|E) =P(Y =1[{X =5,V =0} U{X =6,V =1})
P(X =6,Y =1)
P(E)
CP(X =6)P(Y = 1)




Aufgabe 3 (9 Punkte)

Es sei X eine normalverteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert 1 und Varianz 4. Weiter sei
Y eine von X unabhéngige Zufallsvariable mit Y ~ A(0,1).

a) Wie ist die Zufallsvariable Z := X + 2Y verteilt? (2P)

X 42Y ~ N(1,8)

b) Berechnen Sie die Kovarianz von X und Z. (1P)

C(X,2) = 4

c¢) Berechnen Sie: (2P)

P(X >2)=| 1—®(3)=0.309 P(X <0|Y <2)= 0.309

d) Bestimmen Sie ein ¢ € R so, dass P(|X — 1| < t) = 0.39 gilt. Es geniigt, wenn Sie das
Ergebnis auf 2 Nachkommastellen genau angeben. (2P)

= 1.02

e) Geben die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass das Maximum von X und Y kleiner als 2
ist. (2P)

P(max{X,Y} < 2) = 0.676

Losungsvorschlag:

a) Wegen der Unabhéngigkeit von X und Y gilt mit den Rechenregeln fiir die Normalverteilung

X +2Y ~N(1+0,4+2%-1) = N(1,8).

b) Mit der Unabhéngigkeit von X und Y gilt mit den Rechenregeln fiir die Kovarianz

C(X,Z)=C(X,X +2Y) =C(X,X)+20(X,Y) = C(X,X) = V(X) = 4.

X-E[X] 2-1
V(X) T V4

P(X >2) = —P(ng)_1—19><



d) Es ist

]P’(\X—l]gt):]P’(—t—lngt—l):]P’(—t/2§%gtﬂ)

= B(t/2) — B(—t/2) = 2®(¢/2) — 1 = 0.39.

Wir erhalten 0.6950 = &2 = &(¢/2). Damit ist mit der Normalverteilungstabelle ¢ =
20-1(0.6950) = 2 - 0.501 = 1.02.

e) Es ist wegen der Unabhéangigkeit und c)

P(max{X,Y} <2) =P(X <2,Y <2)=P(X < 2)P(Y < 2) = @(%)@(2) = 0.676.



Aufgabe 4 (10 Punkte)
Es seien X und Y zwei stetige Zufallsvariablen, deren gemeinsame Dichte fxy gegeben ist
durch
1
Frrlo = (54 ) e L3yl (@R

wobei ¢ € R eine geeignete Konstante ist.

a) Bestimmen Sie die Konstante ¢ in der obigen Dichte fxy. (2P)

_ 3
c= 16

b) Geben Sie die Wahrscheinlichkeit an, dass X > 1 gilt. (1P)

P(X >1) = 1

c) Geben Sie die Dichten fx und fy der Zufallsvariablen X bzw. Y an. (2P)

fx(x) = (& + L&) 1z € [1,3]

fr(y) = (2 +2y*) 1y € [1,2]

d) Berechnen Sie E[X], E[Y] und E[X + Y]: (3P)

E[X] = 13—610g(3) + E[Y] = sl

32

PN

E[X +Y] = 3 log(3) + W

e) Woran erkennt man, dass X und Y stochastisch abhéngig sind? (2P)

In einer Umgebung von (z,y) = (2,1.5) ist fx(z)fy(y) # fuy(z,v).

Losungsvorschlag:

10



a) Da fxy fiir alle ¢ > 0 nicht negativ ist, muss ein positives ¢ gefunden werden, sodass

2 3
/ / fxy(z,y)dedy =1
1 1

gilt. Es ist
2 3 2 39
2
//fx,y(x,y)dxdyZC/ / — Ty dzdy
1 J1 1 J1 T
21 4 3
:c/ {———l—xzﬂ} dy
1 x 1
S|
:c/ (—§—|—3y2+1—y2)dy
1
2,2 5]
= C —_ —_
3973
4 16 2 2 16
=clzs+—w—5—35)=—c
3 3 3 3 3
Damit ist ¢ = =

16~

b) Da X nur Werte annimmt, die mindestens 1 sind, ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit 1.

c) Die Marginaldichten erhélt man durch Integration bzgl. einer Komponente. Es ist fiir

x € [1,3]
23 /1 ) 3Ty 1
— Bl dy = = |2 1 2,3

2

y=1

Weiter ist fiir y € [1,2] (vergleiche mit a)):

3
3 /1, 3 (2 1 3
Hr() /116<x2+y)x 16(3+y) 5 T gY

d) Die Erwartungswerte ergeben sich durch

E[X] 3f()d 331+7d
= r)rar = - —raxr
L . 162 ' 16
3 7,17 3 63 7
- |5 toxto) + 57| = S 1om)+ 55 - 5
3 7
_Elog(?))—'—l
2 2
3 3
ElY] = - <3 I ) .4
Y] /18y+8y y {16y +32y}1
1 3 1 3 51
42 16 32 32
3 51
E[X + Y] =E[X]+E[Y] = —log(3) + - + —
[X + Y] =E[X] +E[Y] = ;-log(3) + 7 + o5
3 107
=] —
161083+ 35



e) Man muss zeigen, dass fx(z)fy(y) keine Dichte von (X,Y") ist. Eine Moglichkeit dafiir
ist es zu zeigen, dass es eine Menge M mit P((X,Y) € M) # 0 gibt fiir die

fxy (@, y) # fx (@) fy(y) fiiralle (z,y) € M

gilt. Wegen der Stetigkeit von fxy, fx und fy geniigt es, die Ungleichheit in einem Punkt
zu zeigen, an dem fxy strikt positiv ist. Betrachtet man (z,y) = (2,1.5) so gilt

3 /1 9\ 15 960
215) = — [~4+2) == =—.
Jxr(2,15) = 35 (4 * 4) 32 2048

Weiter ist

3 7T\ /1l 39 312 961
fx(2) fy(1.5) (1571‘*16> (8*'84> 6432 2048

Alternativ kann man zeigen, dass C'(X,Y) # 0 gilt.

12



Aufgabe 5 (9 Punkte)

Es soll der unbekannte Parameter ¥ > 0 einer stetigen Verteilung mit der Dichte

2 ep< 2t) t>0

- " €X I ;
fo(t) =40 v

0, t<0

bestimmt werden.

a) Geben Sie die zur Stichprobe x = (x1,...,x,) gehorende Likelihood-Funktion L,(1J) an
und berechnen Sie die Loglikelihood-Funktion M, (¢). Dabei diirfen Sie voraussetzen, dass
x; >0 firi=1,...,n gt (2P)

b) Bestimmen Sie den Maximum-Likelihood-Schiitzer 9(z) fiir . Gehen Sie folgendermaBen
VOr:

bl) Geben Sie zunéchst die Ableitung von M, () an. (1P)

M) = B (Siaw) -3

b2) Geben Sie nun den Maximum-Likelihood Schétzer fiir ¥ an. (1P)

19(5”) = % Z?:l ZTj

b3) Begriinden Sie, dass der von Thnen unter b2) angegebene Schéitzer tatsédchlich der
ML-Schétzer fiir 9 ist. (3P)

U ist eine Nullstelle von M und es gilt M” () < 0.

¢) Geben Sie den Momentenschétzer fiir ¢ an. (2P)

. . 2 n .
Momentenschéatzer : = ijl T,

Losungsvorschlag:

13



a) Die Likelihoodfunktion ist

Lo (V) = jljlfﬁ(%) = jli[l % - exp (-%) = (%)”exp (‘% i%) :

weshalb die Loglikelihood—Funktion die Darstellung
M,(¥) =1lo 2 e Zx 2 ix +nlo (2)
z = — X = —— . —
g p 19 J ,19 = J g 19

b) bl) Die Ableitung der in a) berechneten Funktion ist

ML) = (Zay) -z

b2)+b3) Um den Maximum-Likelihood-Schétzer zu bestimmen, miissen die Nullstellen der
Funktion in bl) ermittelt werden. Es ist

hat.

Um zu garantieren, dass der kritische Punkt eine Maximalstelle von M, ist, bestimmt
man die zweite Ableitung und verifiziert, dass diese im kritischen Punkt strikt neg-
ativ ist:

4 " n
—1
Einsetzen von 9 = 2 2> 5o @ ergibt

M) = —— (ij) =
:_(223 ) <Z> (nZ?ﬂ%')z
o (Z 1xj>2’

was wegen n > 1 strikt kleiner als 0 ist. Damit ist ¥ der Maximum-Likelihood-
Schitzer.

c) DaE[X] = 1/2, entspricht der MLE dem Momentenschétzer. Die Eigenschaft E[X]| = 9/2
erhalt man da fy die Dichte einer Exponentialverteilung mit Parameter g ist. Erkennt
man dies nicht, so kann man alternativ

/OOO 2 fy(z)dz = 0/2

berechnen.
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