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e Bei dieser Klausur werden nur diejenigen Ergebnisse gewertet, die in
die vorgesehenen Kistchen eingetragen sind! Eine Begriindung bzw.
Herleitung der Ergebnisse wird nicht verlangt.

e Vereinfachen Sie Ergebnisse soweit wie moglich. Geben Sie Ergebnisse
so exakt wie moglich an, z.B. als Bruch. Runden Sie Endergebnisse
auf 3 Nachkommastellen genau, wenn nicht anders angegeben.

e Hinreichend zum Bestehen der Klausur sind 20 Punkte.

Viel Erfolg!

Aufgabe | 1(10P) |2 (10P) |3 (10P) |4 (10P) |5 (10P) || 3 (50 P)

Punkte

Korrektor

bestanden | nicht bestanden Note




Verteilungsfunktion ®(x) der Standard — Normalverteilung A/(0, 1)
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Aufgabe 1

Gegeben sei eine Urliste mit den Paaren (x1, 1), ..., (Z15, Y15):

(4+2+1+2+1=10 Punkte)

J 1 2 3 4 > 6 7 8 9 |10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15
z; | 13124139 126]10]32(06[2416]26|14| 21 08]23]27
y; [13.8]-07{-16]15|09]12]15(04]22|07|11|-08]29 12|08

a) Berechnen Sie die Stichprobenmittel z, ¢, die Stichproben-Standardabweichungen s, s,
und den empirischen Korrelationskoeflizienten r,, von (z1,41), ..., (Z15, ¥15)-
Hinweis:

15 15 15 15 15
d a2y =309, Y y; =151, Y 2?=7569, > yl=4207, Y az;y; =19.96
j=1 j=1 J=1 J=1 J=1
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b) Bestimmen Sie die zugehorige Regressionsgerade y = a* + b*x von y auf x.

at = b* =

¢) Bestimmen Sie den Stichproben-Variationskoeffizient v, von (z1, ..., x15)

d) Bestimmen Sie den Median ¢ und das untere Quartil 705 von (yi, ..., Y15)-

Yo.25 =

<
Il

e) Folgendes Schaubild zeigt die Stichprobe (z1,¥1), ..., (215, y15) und 3 Geraden (A, B und
C).



X

Bei welcher der 3 Geraden handelt es sich um die Regressionsgerade zur Stichprobe
(x1,Y1), -y (15, 915)7 (Kreuzen Sie an, keine Begriindung erforderlich)

A B C




Aufgabe 2 (2+4+ 2+ 2+ 2+ 2 =10 Punkte)

Sei (X,Y) ein Zufallsvektor mit X € {1,2} und Y € {—1,0,1}. Die folgende Tabelle
soll die gemeinsame Verteilung P(X = 4,Y = j) von X und Y in Abhéngigkeit von zwei
Konstanten a,b € R fiir die Werte 7 € {1,2} und j € {—1,0,1} angeben.

. S 0 1
7
1 a b a
2 2b a 3a

a) Bestimmen Sie die Menge aller (a,b) € R?, sodass die obige Vorschrift eine wohldefinierte
Wahrscheinlichkeitsverteilung ist.

b) Bestimmen Sie (a,b) € R?, dass die obige Vorschrift weiterhin eine Wahrscheinlichkeits-

verteilung ist und zudem P(Y > 0] X = 2) = £ gilt.

Im Folgenden seien a = 1—12 und b = % fest.

¢) Bestimmen Sie folgende Wahrscheinlichkeiten.

P(X =1)=

P(Y #0) =

P(X =2|Y #£0) =

P(X Y >0)=




d) Bestimmen Sie folgende Erwartungswerte und die Kovarianz von X und Y.

EX = EY =

E(X-Y) = C(X,Y) =

e) Sind X und Y stochastisch unabhéngig?

D Ja D Nein

Begriinden Sie Ihre Antwort.




Aufgabe 3 (4 + 2 + 4 = 10 Punkte)

Daniel und seine Freunde spielen zusammen ein Online-Spiel. Jede Wiederholung des Spiels,
die die Gruppe entweder gewinnt oder verliert (die Moglichkeit eines Unentschiedens gibt
es nicht), dauert 5 Minuten. Die Wahrscheinlichkeit, dass die Gruppe ein Spiel gewinnt,
liege bei p = 0.5. Sie konnen annehmen, dass die Spiele unabhéingig voneinander und stets
unter denselben Bedingungen stattfinden.

a) Daniel und seine Freunde legen zunéchst fest, dass sie 10 Runden spielen. Mit X sei die
Anzahl der gewonnenen Spiele bezeichnet.

i) Welche Verteilung besitzt die Zufallsvariable X7

ii) Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Gruppe genau 4 dieser 10 Spiele
gewinnt?

iii) Wir nehmen an, dass die Freunde die ersten beiden Spiele verlieren. Wie grof3 ist
die Wahrscheinlichkeit, dass sie von den 8 verbleibenden Spielen genau 3 gewinnen?

iv) Wie grofl miisste die Gewinnwahrscheinlichkeit p sein, damit die Gruppe mit einer
Wahrscheinlichkeit von mindestens 50% alle 10 Spiele gewinnt?

p >

b) Daniel und seine Freundin Janine hatten eigentlich ausgemacht, dass sie gemeinsam
einen Film schauen. Deshalb bittet Janine Daniel darum, das Online-Spiel zu beenden.
Daniel mochte nicht direkt aufhéren, sondern teilt seinen Freunden mit, dass er geht,
nachdem die Gruppe das néchste Spiel verloren hat.

i) Essei Z die Zufallsvariable, die die Anzahl der Runden vor der nichsten Niederlage
beschreibt. Welche Verteilung besitzt Z7

o~

ii) Wie hoch ist die erwartete Anzahl an Runden, die Janine warten muss, bis sie mit
dem Filmabend beginnen kénnen?

Runden




¢) Wihrend Daniel ohne Internetzugang unterwegs ist, nimmt Janine seinen Platz in der
Gruppe ein. In dieser neuen Zusammensetzung gewinnt die Gruppe 42 von 75 Spielen.

i)

i)

Bestimmen Sie die untere Konfidenzschranke U, und die obere Konfidenzschran-
ke O} eines approximativen Konfidenzintervalls zur Konfidenzwahrscheinlichkeit
90% fiir die unbekannte Gewinnwahrscheinlichkeit ¢ der Gruppe in der neuen Zu-
sammensetzung. Sie konnen weiterhin davon ausgehen, dass die Spiele unabhéngig
voneinander und unter gleichen Bedingungen stattfinden.

U: =

n

O, =

Basierend auf der Stichprobe der 75 Spiele in ihrer neuen Zusammensetzung maochte
die Gruppe mit Hilfe eines statistischen Tests die Nullhypothese Hy : ¢ < 0.5 gegen
die Alternative Hy : ¢ > 0.5 testen. Welcher Test ist fiir diese Situation geeignet?

Welche Priifgrofie wiirde die Gruppe verwenden?




Aufgabe 4 (2+ 3+ 1+ 2+ 2 =10 Punkte)
Zunachst betrachten wir zwei Zufallsvariablen X, Y| deren gemeinsame Dichte durch

c-(x+y), falls0<z<1,0<y<1l,z4+y>1,

0, sonst,

fxy(z,y) = {

fiir eine Konstante ¢ > 0 gegeben ist. Eine Skizze des Definitionsbereichs von fxy finden
Sie in Abbildung 1.

1

Abbildung 1: Definitionsbereich der Funktion fxy

a) Bestimmen Sie die Konstante ¢ so, dass fxy eine Dichte ist.

Welche Eigenschaft einer Dichtefunktion haben Sie verwendet um ¢ zu bestimmen?

b) Bestimmen Sie die Randdichte fx der Zufallsvariablen X und den Erwartungswert von
X. (Verwenden Sie den allgemeinen Parameter ¢, falls Sie Aufgabenteil a) nicht 16sen
konnten.)




Nun seien X und Y zwei unabhéngige, normalverteilte Zufallsvariablen. Es ist bekannt,
dass X ~ N (2,4) gilt. Zudem besitzt die Zufallsvariable Z = X +Y eine Normalverteilung
mit Erwartungswert 2 und Varianz 6.

c¢) Bestimmen Sie die Verteilung von Y.

Y ~

d) Bestimmen Sie die Verteilungen der beiden Zufallsvariablen

A
4
U ~
Vo~

e) Berechnen Sie folgende Wahrscheinlichkeiten.

P(—1< X <2)=

P(X?>1) =

10



Aufgabe 5 (4 + 2+ 2 + 2 = 10 Punkte)

Fiir y >0 und x € Ny = {0,1,2,... } definiert
2x

fo(w) = exp(—?) - o

die Z&hldichte einer diskreten Verteilung.

a) Der unbekannte Parameter v soll basierend auf einer unabhéngigen Stichprobe =z =
(x1,...,2,) mit Hilfe der Maximum-Likelihood-Methode geschétzt werden. Hierbei diirfen
Sie annehmen, dass Y, x; > 0.

Bestimmen Sie die Likelihood-Funktion L, (7).

Bestimmen Sie die Loglikelihood-Funktion M, (7).

M,(v) =

Bestimmen Sie die Ableitung M/ () der Loglikelihood-Funktion.

M (v) =

Bestimmen Sie einen Maximum-Likelihood-Schétzer 7(z) fiir ~.

b) Basierend auf der unabhéngigen Stichprobe z = (xy,...,x,) soll nun der unbekannte
Parameter v mit Hilfe der Momenten-Methode geschétzt werden. Bestimmen Sie den
Erwartungswert m; () der durch f, definierten diskreten Verteilung.

Im Folgenden seien X, X5,... unabhéingige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit
der durch f, definierten diskreten Verteilung.

c¢) Bestimmen Sie die Verteilung von > " | X;.

=1

11



d) Geben Sie eine Schitzfolge T,(X7, ..., X,,) an, die konsistent fiir die Varianz VX ist.

Tn<X1, e ,Xn) -

Begriinden Sie Thre Antwort.

12



