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Aufgabe | 1(10P) |2 (10P) |3 (10P) |4 (10P) |5 (10P) || 3 (50 P)

Punkte

Korrektor

bestanden | nicht bestanden Note




Verteilungsfunktion ®(x) der Standard — Normalverteilung A/(0, 1)
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Aufgabe 1 44+ 2+ 1+ 2+ 1= 10 Punkte)

Gegeben sei eine Urliste mit den Paaren (x1, 1), ..., (Z15, Y15):

J 1 2 3 4 > 6 7 8 9 |10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15
z; | 13124139 126]10]32(06[2416]26|14| 21 08]23]27
y; [13.8]-07{-16]15|09]12]15(04]22|07|11|-08]29 12|08

a) Berechnen Sie die Stichprobenmittel z, ¢, die Stichproben-Standardabweichungen s, s,
und den empirischen Korrelationskoeflizienten r,, von (z1,41), ..., (Z15, ¥15)-
Hinweis:

15 15 15 15 15
d a2y =309, Y y; =151, Y 2?=7569, > yl=4207, Y az;y; =19.96
j=1 j=1 J=1 J=1 J=1

z = 2.06 = 1.007
Sp = 0.927 s, = 1.385
Tay = -0.62

b) Bestimmen Sie die zugehorige Regressionsgerade y = a* + b*x von y auf x.

a* = 2.914 b* = -0.926

¢) Bestimmen Sie den Stichproben-Variationskoeffizient v, von (z1, ..., x15)

Vy = 0.45

d) Bestimmen Sie den Median ¢ und das untere Quartil §.o5 von (y1, ..., Y15)-

11 g0.25 - 04

<
Il

e) Folgendes Schaubild zeigt die Stichprobe (z1,¥1), ..., (215, y15) und 3 Geraden (A, B und
C).



X

Bei welcher der 3 Geraden handelt es sich um die Regressionsgerade zur Stichprobe
(x1,Y1), -y (15, 915)7 (Kreuzen Sie an, keine Begriindung erforderlich)

XA B C




Loésung:

15 )
_ LT _ 3?59 = 2.06[0.5 P]

T
n
15
: i 15.1
j=2=1% = DLy 066~ 1.007]05 ]
n
12 — nx? 75.69 — 15 - 2.062
RV Sl — 0.859714. ..
n—1 14

= 5, = /52 = 0.927207... ~ 0.927 1 P|
s v yi—ny?  42.07—15-1.0066...2
Yo n—-1 14

= 5, = /52 = 1.385366... ~ 1.385[1 P

C Swmyi—nzg 19.96 — 15-2.06 - 1.0066...

=1.91923...

S

— —0.61979... ~ —0.62|1 P|

T T T~ 1)s,s, | 14-0.927207. .. - 1.385366. ..

b)

b = rxyj—z — —0.61979.... % = —0.926055... ~ —0.926[1 P

" = — 0% = 1.0066... — (—0.926055...) - 2.06 = 2.9143 ... ~ 2.914[1 P
c)

Vy = %“f — %0067”' = 0.450100... ~ 0.45[1 D
Q)
7 =ye =111 P

Yo.25 = Ya) = 0-4

e) Gerade A, dies ist ablesbar aus den in Aufgabenteil b) berechneten Koeffizienten der
Regressionsgeraden.



Aufgabe 2 (2+4+ 2+ 2+ 2+ 2 =10 Punkte)

Sei (X,Y) ein Zufallsvektor mit X € {1,2} und Y € {—1,0,1}. Die folgende Tabelle
soll die gemeinsame Verteilung P(X = 4,Y = j) von X und Y in Abhéngigkeit von zwei
Konstanten a,b € R fiir die Werte 7 € {1,2} und j € {—1,0,1} angeben.

. S 0 1
7
1 a b a
2 2b a 3a

a) Bestimmen Sie die Menge aller (a,b) € R?, sodass die obige Vorschrift eine wohldefinierte
Wahrscheinlichkeitsverteilung ist.

{a,b€R:a>0,0>0und 6a+ 3b=1}

b) Bestimmen Sie (a,b) € R?, dass die obige Vorschrift weiterhin eine Wahrscheinlichkeits-

verteilung ist und zudem P(Y > 0] X = 2) = £ gilt.

_ 1
a = 30
_ 4
b= 15

Im Folgenden seien a = 1—12 und b = % fest.

¢) Bestimmen Sie folgende Wahrscheinlichkeiten.

P(X =1)= 5

P(Y #0) = i

P(X =2]Y #0) = :
P(X-Y >0) = 3




d) Bestimmen Sie folgende Erwartungswerte und die Kovarianz von X und Y.

EX = EY = —L

wlot

E(X-Y)= - C(X,Y) = —3

=

e) Sind X und Y stochastisch unabhéngig?

D Ja Nein

Begriinden Sie Ihre Antwort.

C(X,Y) #0




Lo6sung:

a) Damit es sich tatsdchlich um eine Wahrscheinlichkeitsverteilung handelt, muss gelten
> P(X =i,V =j) =1.
i€{1,2},je{-1,0,1}

Weiterhin miissen fiir alle i € {1,2} und j € {—1,0, 1} die Wahrscheinlichkeiten P(X =
i,Y = j) > 0 sein. Es ergibt sich folglich als Menge aller zuliissigen (a,b) € R%:

{a,b€R:a>005Pb>0005P und 6a+3b=1/1PJ}

b) DaP(Y >0]|X =2) = P(’(P(Z)?’fz):m = % ergibt sich gemeinsam mit Aufgabenteil a)

folgendes Gleichungssystem:

6a+3b=1
4a _1
da+2b 5

Dieses hat die eindeutige Losung (a,b) = (5,+5). |1 P + 1P

c¢) Die Randverteilungen von X bzw. Y sind gegeben durch die Zeilen- bzw. Spaltensum-
men. Damit ergibt sich

P(X=1)=2a+b= [05P]

]P(Y;AO):1—P(Y:O):1—(a+b):1—%:Z 05D
B CP(X=2,Y#0)  2b+3a T [
PX =21Y#0) = P(Y #0) _1—(a+b)_§

1
P(XY >0)=P(Y =1) =4a = 05P]

d) Es gilt

W | ot

2
EX =) iP(X =i)=2a+b+2(4a+2b) =3 [05P
1=1

1
EY = ZjIP’(Y:j):—(a+2b)+4a:—%

j=—1
2 1 1
]E(X-Y):ZZz’j]P(X:i,Y:j):—a—4b+a+6a:—6 0,5 P
i=1 j=-1

1
CX,Y) =E(X V) ~EX-EY = —[05 P

e) X und Y konnen nicht stochastisch unabhéngig sein, da die Kovarianz C(X,Y") # 0 ist.



Aufgabe 3 (4 + 2 + 4 = 10 Punkte)

Daniel und seine Freunde spielen zusammen ein Online-Spiel. Jede Wiederholung des Spiels,
die die Gruppe entweder gewinnt oder verliert (die Moglichkeit eines Unentschiedens gibt
es nicht), dauert 5 Minuten. Die Wahrscheinlichkeit, dass die Gruppe ein Spiel gewinnt,
liege bei p = 0.5. Sie konnen annehmen, dass die Spiele unabhéingig voneinander und stets
unter denselben Bedingungen stattfinden.

a) Daniel und seine Freunde legen zunéchst fest, dass sie 10 Runden spielen. Mit X sei die
Anzahl der gewonnenen Spiele bezeichnet.

i) Welche Verteilung besitzt die Zufallsvariable X7

Bin(10,0.5)

ii) Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Gruppe genau 4 dieser 10 Spiele
gewinnt?

0.205

iii) Wir nehmen an, dass die Freunde die ersten beiden Spiele verlieren. Wie grof3 ist
die Wahrscheinlichkeit, dass sie von den 8 verbleibenden Spielen genau 3 gewinnen?

0.219

iv) Wie grofl miisste die Gewinnwahrscheinlichkeit p sein, damit die Gruppe mit einer
Wahrscheinlichkeit von mindestens 50% alle 10 Spiele gewinnt?

p> 0.933

b) Daniel und seine Freundin Janine hatten eigentlich ausgemacht, dass sie gemeinsam
einen Film schauen. Deshalb bittet Janine Daniel darum, das Online-Spiel zu beenden.
Daniel mochte nicht direkt aufhéren, sondern teilt seinen Freunden mit, dass er geht,
nachdem die Gruppe das néchste Spiel verloren hat.

i) Essei Z die Zufallsvariable, die die Anzahl der Runden vor der nichsten Niederlage
beschreibt. Welche Verteilung besitzt Z7

Z ~| G(0.5) bzw. Nb(1,0.5)

ii) Wie hoch ist die erwartete Anzahl an Runden, die Janine warten muss, bis sie mit
dem Filmabend beginnen kénnen?

2 Runden




¢) Wihrend Daniel ohne Internetzugang unterwegs ist, nimmt Janine seinen Platz in der
Gruppe ein. In dieser neuen Zusammensetzung gewinnt die Gruppe 42 von 75 Spielen.

i)

i)

Bestimmen Sie die untere Konfidenzschranke U, und die obere Konfidenzschran-
ke O} eines approximativen Konfidenzintervalls zur Konfidenzwahrscheinlichkeit
90% fiir die unbekannte Gewinnwahrscheinlichkeit ¢ der Gruppe in der neuen Zu-
sammensetzung. Sie konnen weiterhin davon ausgehen, dass die Spiele unabhéngig
voneinander und unter gleichen Bedingungen stattfinden.

U: = 0.466

O = 0.654

Basierend auf der Stichprobe der 75 Spiele in ihrer neuen Zusammensetzung maochte
die Gruppe mit Hilfe eines statistischen Tests die Nullhypothese Hy : ¢ < 0.5 gegen
die Alternative Hy : ¢ > 0.5 testen. Welcher Test ist fiir diese Situation geeignet?

einseitiger Binomialtest

Welche Priifgrofie wiirde die Gruppe verwenden?

Trefferzahl (= Zahl der gewonnenen Spiele)

10



Lo6sung:

a) 1) Es seien X; = 1{Die Gruppe gewinnt Spiel j}, j = 1,...,10. Dann sind die Zu-
fallsvariablen X7, ..., Xjo uiv. Bin(1,0.5)-verteilt. Mit dem Additionsgesetz der
Binomialverteilung gilt somit X = Zjﬂl X; ~ Bin(10,0.5).

if)

10 10
P(X =4) = (4) 0.5 0.5% = <4) -0.5'% = 0.205

iii) Die Spiele sind unabhéingig voneinander, daher besitzt die Anzahl Y der gewonne-
nen Spiele innerhalb der verbleibenden 8 Spiele eine Bin(8, 0.5)-Verteilung. Somit

gilt .
P(Y =3) = (3) -0.5%-0.5° = 0.219
iv)

10 !
P(X:lo):<10)-p10-(1—p)0 0>05ep>0933 1P|

b) i) Z beschreibt die Anzahl der Runden vor der néchsten Niederlage. Die Wahrschein-
lichkeit fiir eine Niederlage betrégt 0.5, somit ist Z ~ G(0.5) (bzw. Z ~ Nb(1,0.5)).

ii) Z beschreibt die Anzahl der Runden vor der néchsten Niederlage, also beschreibt
Z + 1 gerade die Anzahl der Runden, die Janine warten muss, bis sie mit dem
Filmabend beginnen kénnen. Also betrigt die erwartete Anzahl gerade E[Z] +1 =
141 = 2 Runden. Dabei gilt E[Z] = 1, da der Erwartungswert einer G(p)-verteilten
Zufallsvariable % ist.

c) i) Die Grenzen des asymptotische Konfidenzintervalls zum 90%-Niveau fiir ¢ bei Bi-
nomialverteilung sind gegeben durch (Beispiel 18.5):
h

U; =Th — ﬁ (Tn(l - Tn))

O, =T, + % (T.(1 —T,)),

mit b = ®1(1— %) = 1.6459 (Ablesen aus der Tabelle auf Seite 2 oder Tabelle auf
Folie 18-20). Anhand der vorliegenden Daten erhilt man den Schwétzwert T, = %
und damit die folgenden Grenzen des Konfidenzintervalls:

42 1.6459 /42 33
U,=— ~ (0.466 -1 P
"5 /T 75 75

42 1.6459 /42 33
0, =— ~ (0.654 -
" 75 V75 V7575

ii) In dieser Situation ist ein einseitiger Binomialtest angemessen (Beispiel 19.2).
Als Priifgrofie erglbt sich entsprechend die Anzahl gewonnener Spiele, also die Tref-
ferzahl T' = ZZ 1 T, wobei x; der Ausgang des i-ten Spiels ist. .

11



Aufgabe 4 (2+ 3+ 1+ 2+ 2 =10 Punkte)
Zunachst betrachten wir zwei Zufallsvariablen X, Y| deren gemeinsame Dichte durch

c-(x+y), falls0<z<1,0<y<1l,z4+y>1,

0, sonst,

fxy(z,y) = {

fiir eine Konstante ¢ > 0 gegeben ist. Eine Skizze des Definitionsbereichs von fxy finden
Sie in Abbildung ?7.

1

Abbildung 1: Definitionsbereich der Funktion fxy

a) Bestimmen Sie die Konstante ¢ so, dass fxy eine Dichte ist.

Welche Eigenschaft einer Dichtefunktion haben Sie verwendet um ¢ zu bestimmen?

/ / [xy(z,y)dedy =1

b) Bestimmen Sie die Randdichte fx der Zufallsvariablen X und den Erwartungswert von
X. (Verwenden Sie den allgemeinen Parameter ¢, falls Sie Aufgabenteil a) nicht 16sen
konnten.)

Fx(z) = {%1:2+%:E bzw.c(x—;—l—a?), falls 0 <z <1,

0, sonst.

E[X] = I baw. ¢ 5

12



Nun seien X und Y zwei unabhéngige, normalverteilte Zufallsvariablen. Es ist bekannt,
dass X ~ N (2,4) gilt. Zudem besitzt die Zufallsvariable Z = X +Y eine Normalverteilung
mit Erwartungswert 2 und Varianz 6.

c¢) Bestimmen Sie die Verteilung von Y.

Y ~ N(0,2)

d) Bestimmen Sie die Verteilungen der beiden Zufallsvariablen

A

U ~ N (5, 36)

Vo~ N (

o
olw

)

Y

e) Berechnen Sie folgende Wahrscheinlichkeiten.

P(-1<X<2)= 0.433

P(X%>1) = 0.758

13



Lo6sung:

a) Damit fxy eine Dichte ist, muss [* [* fxy(z,y)dzdy =1 gelten |1 P |

/ / nyxyda:dy—// c(x +y)drdy

as_l_
—+x
9 ?J dy

2

y 2
—= —_ d:-—'
coz—i—yy 03

Somit muss ¢ = 2 gelten.

b) Fir x > 0 oder < 1ist fxy(z,y) = 0 und somit gilt auch fx(x) =0 . Sei nun

also 0 < z < 1.[0.5 P| Dann gilt
fX(x):/ fxy(@,y)dy

—00

13
:/ §($+y)dy
1—x
3 2 ! 3 (22
=2 | —2 (= [1P]
2{2 +xy]y:1x 2<2 I

Die Berechnung des Erwartungswerts erfolgt gemi E[X] = [z - fy(z)dz . Somit
gilt

BX) = [ o fela) da

o0

1
3 3,9 o
= - —x*d
/0 437 + 2:1: T
3 L b
= |—= 1P
lmx 3 L 161 F
¢) X und Y sind nach Voraussetzung unabhéngige, normalverteilte Zufallsvariablen und
X ~N(2,4), Z ~N(2,6). Sei Y ~ N(v,7?) (Normalverteilung bereits aus der Aufga-

benstellung bekannt). Aufgrund des Additionsgesetzes fiir unabhéngige, normalverteilte
Zufallsvariablen gilt fiir Z = X +Y

Z~NQ@2+v4+72) 2 N(2,6).

Daraus folgt ¥ = 0 und 72 = 2 und daher Y ~ N(0,2).

14



d) Essei U =3X — 1. Somit ist U auch normalverteilt. Wir verwenden die Eigenschaften
von Erwartungswert und Varianz aus der Vorlesung und erhalten

E[U] =3E[X] —1=5, V(U)=9V(X)=36.

Somit gilt U ~ N (5, 36).
Nun sei V = %. Auch diese Zufallsvariable ist normalverteilt. Wie zuvor erhalten wir
Erwartungswert und Varianz durch

Also gilt V ~ N (2,2).
e) Da X ~ N (2,4), gilt 252 ~ N(0,1). Also gilt

2

1-2 X-2 2-2
]P’(—1§X§2):IP’( < < )

I

HKH

=

|

KH
/|\
oo N
~__

I

HKH

(0) + @ (g) —1~0.433./1P

Weiterhin ist P(X? >1)=1-P(X?<1)=1-P(-1 < X < 1) und damit

-1-2 X-2 1-2
1-P(-1<X<1)=1-P < <
2 2 2
_qop(3cxA2 1
2° 2 ~ 2
1 3
:1—(¢(—§>—¢(—§>)z0758

15



Aufgabe 5 (4 + 2+ 2 + 2 = 10 Punkte)

Fiir y >0 und x € Ny = {0,1,2,... } definiert
2x

fo(w) = exp(—?) - o

die Z&hldichte einer diskreten Verteilung.

a) Der unbekannte Parameter v soll basierend auf einer unabhéngigen Stichprobe =z =
(x1,...,2,) mit Hilfe der Maximum-Likelihood-Methode geschétzt werden. Hierbei diirfen
Sie annehmen, dass Y, x; > 0.

Bestimmen Sie die Likelihood-Funktion L, (7).

2z;

Ly(v) = exp(—n?) [1in, %5

Bestimmen Sie die Loglikelihood-Funktion M, (7).

M,(v) = —ny? 4+ 2log(y) D0 @ — Yo log(zy!)

Bestimmen Sie die Ableitung M/ () der Loglikelihood-Funktion.

M (v) = —2ny+ 2370, @

Bestimmen Sie einen Maximum-Likelihood-Schétzer 7(z) fiir ~.

iw=| AL

b) Basierend auf der unabhéngigen Stichprobe z = (xy,...,x,) soll nun der unbekannte
Parameter v mit Hilfe der Momenten-Methode geschétzt werden. Bestimmen Sie den
Erwartungswert m; () der durch f, definierten diskreten Verteilung.

my(7y) = v?

Im Folgenden seien X, X5,... unabhéingige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit
der durch f, definierten diskreten Verteilung.

c¢) Bestimmen Sie die Verteilung von > " | X;.

Z X; ~ Po(nv?)
i=1
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d) Geben Sie eine Schitzfolge T,(X7, ..., X,,) an, die konsistent fiir die Varianz VX ist.

To(X1,.. X)) =| L3 (Xi— X2 (oder - (Xi — X,.)?)

Begriinden Sie Thre Antwort.

Nach Satz 17.16 sind beide oben angegebenen Schitzfolgen konsistente
Schétzfolgen fiir die Varianz bei beliebiger Verteilungsannahme.
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Loésung:

a)

)

d)

Likelihood-Funktion:

n n

Lo(y) = [ [ fy(@s) = [ L exp(=+?)

i=1

Ty

2
v

|
i i1

Loglikelihood-Funktion:

n

2x; n n
ry i
M, (7) = log L,(7) = log (eXp(—mz)H o ) = —ny*+2log(7) > wi— Y log(xi!)
v i=1 i=1

=1

Ableiten nach ~ liefert
257"
M) = 2y + 2=
/>/

mit einer Nullstelle bei §(z) = /L 3" | ;. Durch Bestimmen der zweiten Ablei-

tung kann nachgewiesen werden, dass 7(z) ein Maximum ist und folglich einen Maximum-
Likelihood-Schétzer liefert.

Bei der durch f, definierten Verteilung handelt es sich um eine Poisson-Verteilung mit
Parameter 72, Der Erwartungswert ist daher v? (Beispiel 12.5).

Bei der Momenten-Methode wird angenommen, dass v durch m(vy) ausgedriickt werden
kann. Als Schétzgleichung ergibt sich

Einsetzen von m; () = «* und der Definition des ersten Stichprobenmoments 1m;(z) =
= 30w liefert die Schétzgleichung

72 = %Zﬂfj,
j=1

Auflésen nach ~ liefert den Momentenschétzer

welcher hier identisch zum Maximum-Likelihood-Schatzer ist.

Da X; ~ Po(7?) liefert das Additionsgesetz fiir die Poisson-Verteilung (Beispiel 13.7)
> oim1 X1 ~ Po(ny?).

Nach Satz 17.16 sind sowohl £ >~ | (X;—X,,)? als auch —= """ | (X; — X,,)? konsistente
Schétzfolgen fiir die Varianz bei beliebiger Verteilungsannahme. |1 P + 1 P
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