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Verteilungsfunktion ®(x) der Standard — Normalverteilung A(0, 1)
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Aufgabe 1 (10 Punkte)

Ein Ornithologe mochte herausfinden, ob ein linearer Zusammenhang zwischen Schnabellange x
und Fliigelspannweite y bei Rabenvogeln besteht. Dafiir misst er bei 9 unterschiedlichen Vogeln
die beiden Merkmale (in ¢cm) und notiert sie handschriftlich in einer Tabelle. Dummerweise,
ist seine Schrift an 2 Stellen unleserlich, sodass nicht alle Ziffern gelesen werden konnen. Sie
erhalten folgende Tabelle:

jl1 2 3 4 5 6 7 8 9
z; [ 56 55 62 65 64 65 58 Ixx 10
y; | 85 88 99 111 108 101 98 140 x

a) Berechnen Sie den Median und das 0.2-getrimmte Stichproben-Mittel von (zy,...,z9).
(2P)

Median = 6.4 getrimmtes Mittel = 6.7143

b) Geben Sie die kleinste untere Schranke fiir das arithmetische Mittel der Schnabelldnge
an, d.h. die kleinste reelle Zahl z,,, die x,, < 7 erfiillt. (1P)

Ty = 6.9444

¢) Nehmen Sie nun an, dass die mittlere Schnabelldnge T = 7.4 ist und das Stichproben-0.1-
Quantil der Fliigelspannweite bei g1 = 83 liegt. Wie sehen in diesem Fall die fehlenden
Werte aus? (2P)

Ty = 14.1 Yo = 83

Es wird nun bekannt, dass es sich bei Vogel 8 und 9 nicht um Rabenvogel handelte, weshalb
die zugehorigen Daten aus dem Datensatz entfernt werden. Gehen Sie ab jetzt also von diesem
reduzierten Datensatz aus.

Im Folgenden konnen Sie die Ergebnisse T = 6.0714,7 = 98.5714, s = (.1857, 32 = 90.9524

und %237:1(%' —7)(y; — ) = 3.6857 verwenden.

d) Berechnen Sie den Korrelationskoeffizienten der Merkmale x und y. Konnen Sie eine
lineare Abhéngigkeit vermuten? Begriinden Sie Thre Antwort.

Tay = 0.8968

Da r,, nahe bei 1 ist kann lineare Abhangigkeit vermutet werden.




e) Bestimmen Sie die Koeffizienten der Regressionsgerade f(x) = a*+b*z fiir den reduzierten
Datensatz. (2P)

a* = -21.9283 b* = 19.8471

f) Bei einem weiteren Rabenvogel wird nun eine Schnabellinge von 19 = 6 gemessen.
Welche Fliigelspannweite 3, erwarten Sie? (1P)




Losungsvorschlag:

a)

b)

c)
d)

Offenbar ist xg der groite Wert in der Beobachtungsreihe. Damit sind Median und oberes
Quartil unabhéngig von g und entsprechen z(5) = 6.4 und x(7) = 6.5.

Das kleinste arithmetische Mittel wird fiir zg = 10.0 realisiert und ist dann %Z?Zl T; =
6.9444 = 31

Umformen von %Z?Zl x; = 7.4 liefert x5 = 14.1. Da yo1 = y() folgt y9 = 83.
Folgt aus direktem Einsetzen der Daten in
> SR )

Diesen Wert erhalt man ebenfalls, wenn man direkt die Werte aus der Tabelle nutzt und
die Werte in der Aufgabenstellung nicht verwendet.

Einsetzen der gegebenen Werte in 0* = rxyz—y und a* = 7 — b*T liefert obige Ergebnisse,
wenn man mit dem gerundeten Wert fiir r,, rechnet.

Rechnet man mit dem exakten Wert, so erhalt man:
a* = —21.9313 b" = 19.8476.

Rechnet man direkt mit den Werten in der Tabelle ohne die angegebenen Werte der
Aufgabenstellung zu nutzen, so erhéilt man

a* = —21.9234 b" = 19.8462.

Einsetzen von x = 6 in die in e) bestimmte Regressionsgerade liefert das gewtinschte
Ergebnis. In den drei Fallen aus vorheriger Teilaufgabe erhalten wir:

1. 97.1543,

2. 97.1543,

3. 97.1538.



Aufgabe 2 (9 Punkte)

Es sei X eine normalverteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert 2 und Varianz 1. Weiter sei
Y eine von X unabhéngige Zufallsvariable mit Y ~ A (1,1).

a) Wie ist die Zufallsvariable Z := 2 — X + Y verteilt? (2P)

2-X+Y ~ N(1,2)

b) Berechnen Sie die Kovarianz von X und Z 4+ X. (1P)

C(X,Z+X) = 0

c¢) Berechnen Sie den Erwartungswert E[X(Z + X)|. (1P)

E[X(Z + X)] = 6

d) Bestimmen Sie ein ¢t € R so, dass P(X — 2 < t) = 0.8812 gilt. Es geniigt, wenn Sie das
Ergebnis auf 2 Nachkommastellen genau angeben. (2P)

= 1.22

e) Geben Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass das Minimum von X und Y gréfer als 1
ist. (2P)

P(min{X,Y}>1) = 0.4207

f) Schétzen Sie die folgende Wahrscheinlichkeit mit der T'schebyschev-Ungleichung bestméoglich
ab: (2P)

P(Y € (_173)) >

L[S




Losungsvorschlag:
a) Wegen der Unabhéangigkeit von X und Y gilt mit den Rechenregeln fiir die Normalverteilung
2—-X+Y ~N2-2+1,(-1)%+1%) = N(1,2).
b) Mit der Unabhéngigkeit von X und Y gilt mit den Rechenregeln fiir die Kovarianz
CX,Z4+X)=CX,2-X+Y -X)=C(X,Y)=0.
¢) Da nach b) X und (Z + X) unabhéngig sind gilt

E[X(X + Z)] = E[X][Z] =2-3 = 6.

d) Esist
X —E[X
PX-2<t)=P(X <t+2)=P( | ]St)
V(X)
— ®(t) = 0.8888.
Wir erhalten 0.8888 = ®(¢). Damit ist mit der Normalverteilungstabelle t = ®~'(0.8888) =
1.22.
e) Esist
Pmin{X, Y} >1)=P(X>1und Y > 1)
—P(X > 1)P(Y > 1) = P(N(0,1) > —1)P(N(0,1) > 0)
1
=(1—d(-1))®(0) = (0.8413)5 = 0.4207.
f) Es ist

P(Y €(-1,3)=1-P(Y ¢ (-1,3)) =1 - P(|Y — 1| > 2)

s YY) _ 3
=TT T



Aufgabe 3 (11 Punkte)

Alex und Judith spielen seit Jahren gemeinsam Tischtennis. Nun treten sie bei einem Wett-
kampf gegeneinander an. Als begeisterter Tischtennis-Zuschauer wollen Sie sich griindlich auf
den Wettkampf vorbereiten. Sie finden eine Liste mit allen Satzstanden vergangener Spiele
von Judith und Alex. Dieser entnehmen Sie, dass Judith aulerhalb von Wettkampfen 182 von
250 Satzen gewonnen und 68 Satze verloren hat. Da all die Satze unter den gleichen Beding-
ungen gespielt wurden, kann man davon ausgehen, dass Judith bei jedem Satz die gleiche
Gewinnwahrscheinlichkeit hatte. Die Ergebnisse aller Satze konnen zusatzlich als voneinander
unabhéangig betrachtet werden.

a) Geben Sie ein approximatives Konfidenzintervall zum 90%-Niveau fiir die Gewinnwahr-

scheinlichkeit p eines Satzes von Judith an. Nutzen Sie dafiir die Normalverteilungstabelle
auf S.2. (2P)

Clz) = [0.6816, 0.7744] /[0.6817,0.7743]/[0.6818, 0.7742]

Bei diesem Wettkampf wird nun auf zwei Gewinnsatze gespielt, d.h. Judith und Alex spielen
so viele Satze bis entweder Judith zwei Sétze gewonnen hat oder Alex zwei Satze gewonnen
hat. Anhand neuer Erkenntnisse gehen Sie nun davon aus, dass Judith einen Satz mit einer
Wahrscheinlichkeit von p = 0.7 gegen Alex gewinnt. Allerdings ist Judith nicht in der Lage,
unter Wettkampfbedingungen bei einem Satzverlust einen kiihlen Kopf zu bewahren. Verliert
Judith also einen Satz und damit ihre Nerven, so féllt ihre Gewinnwahrscheinlichkeit beim
nachsten Satz auf p = 0.4. Gewinnt Sie jedoch im Anschluss an einen verlorenen Satz den
nachsten Satz, so erholen sich ihre Nerven und ihre Gewinnwahrscheinlichkeit steigt wieder auf
den urspriinglichen Wert von p = 0.7.

b) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass Judith das Spiel gegen Alex gewinnt? (2P)

P (Judith gewinnt) = 0.658

Sie haben nun leider das komplette Match verpasst, erfahren aber durch Zufall, dass Judith
siegte.

c) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass Judith auch den ersten Satz gewonnen hat?
(2P)

P (Judith gewinnt Satz 1|Judith gewinnt) = 0.8723

Um kiinftig nicht weitere Tischtennis-Matches komplett zu verpassen, machen Sie sich nun
Gedanken tiber die Zeit, die das Spiel dauerte. Sie gehen davon aus, dass die Spielzeit T' eine
verschobene Exponentialverteilung hat, d.h. 7"~ Exp(\) + ¢ (in Minuten), wobei Thnen sowohl
c als auch A unbekannt sind. Sie wissen jedoch, dass jedes Spiel mindestens 5 Minuten gehen
muss und es auch Spiele geben kann, die genau 5 Minuten dauern. Des Weiteren wissen Sie,
dass ein Spiel im Durchschnitt 8 Minuten dauert.

8



d) Geben Sie A und ¢ an. (2P)

A:

Wl

e) Nehmen Sie an, dass A = 1/2 und ¢ = 4 gelten. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit,
dass ein Match langer als 5 Minuten dauert. (2P)

P(T >5)=| e /2=0.6065

f) Nehmen Sie an, dass A = 1/2 und ¢ = 4 gelten. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit,
dass ein Match genau 5 Minuten dauert. (1P)

Losungsvorschlag:

a) Wir modellieren die Anzahl an Gewinnen mithilfe der Indikator-Zufallsvariablen
X; = 1{Gewinn von Judith im j-ten Testdurchlauf}, j=1,..., n.

Nach Voraussetzung sind die X7, ..., X,, uiv. mit einer Bin(1, p)-Verteilung fiir die un-
bekannte Gewinnwahrscheinlichkeit p. Daher gilt

Sy = ZX]- ~ Bin(n, p).

j=1

Es liegt somit die Situation aus den Beispielen 18.6 und 18.7 vor. Daher verwenden wir
die GroBe T, = S—Ty Fiir die zugrundeliegende Stichprobe ist bekannt, dass genau x = 182
Gewinne aufgetreten sind, d.h. es gilt

182
To(2) =L = =%
(@) =3 =550

Mithilfe der Vorgehensweise aus den oben genannten Beispielen erhalten wir ein Konfi-
denzintervall der Form

C(z) = [l (2), Ly (2)]

fur

Ul_% Uu

NG V(@)1 = Tu(w), Ly(2) = Tu(z) + \/52 VTu(@)(1 = Tp()).

Mit uy—¢ wird dabei das (1 — %)—Quantil der Standardnormalverteilung bezeichnet. In

unserem Fall erhalten wir aus der Tabelle uggs = 1.65/1.645/1.64. Insgesamt erhalten
wir daher das gesuchte Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau 0.9 durch

(7)) = To(x) —

C(z) = [0.6816, 0.7744][0.6817,0.7743] /[0.6818, 0.7742].

9
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b) Jeder Pfad in der Zeichnung, der mit Judith endet, impliziert, dass Judith gewinnt.
Wir berechnen die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten dieser Pfade und addieren diese
Wahrscheinlichkeiten und erhalten

P (Judith gewinnt) = 0.72+0.7- 0.3 - 0.4+ 0.3 - 0.4 - 0.7 = 0.658.

¢) Gesucht ist P(J gewinnt S1|J gewinnt Spiel). Wir benutzen die Bayes-Formel und erhal-
ten

P(J gewinnt Spiel|J gewinnt S1)P(J gewinnt S1)
P(J gewinnt Spiel)
(0.740.3-0.4) 0.7

= = 0.8723.
0.658

P(J gewinnt S1|J gewinnt Spiel) =

d) Da jedes Spiel mindestens 5 Minuten dauert und die Exponentialverteilung nur Wahrschein-
lichkeitsmasse auf den positiven reellen Zahlen hat, muss ¢ = 5 sein. Weiter ist

damit ist A = 3.
e) Es gilt

P(T > 5) = P(Exp(1/2)+4>5) = 1-P(Exp(1/2) <1) =1—14¢ /2 = ¢71/2 = 0.6065.

f) Da es sich bei T' um eine stetig verteilte Zufallsvariable handelt, ist die Wahrscheinlichkeit
von jedem Einpunkt-Ereignis 0.

10



Aufgabe 4 (9 Punkte)

Die Zufallsvariablen X7, ..., X, seien stochastisch unabhangig und identisch verteilt mit der
Verteilung

2 —2\"*
IP’ﬁ(X:k:):—-(ﬁ—), k=012, ...,

9 9
wobei ¥ € © := (2,00) ein unbekannter Parameter ist. Der unbekannte Parameter 9 soll
aufgrund einer unabhéngigen Stichprobe x = (1, ..., z,) geschitzt werden, wobei z1, ..., z, >
0 sind.

Hinweis: Der Erwartungswert von X; ist Ey[X;] = g —1.

a) Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion Fy(t) fiir t € Ny. (1P)

Fy(t) = 1—(1-2)"

b) Geben Sie die Likelihood-Funktion L, (¢) zur Stichprobe z an. (1P)

Lx(ﬁ) = 2n (H)Z{;l z

9n

¢) Geben Sie die Log-Likelihood-Funktion M, (¥) zur Stichprobe z an. (1P)

M, (0) = —nlog(¥) +nlog(2) + 377, x; (log(¥ — 2) — log (¥))

d) Bestimmen Sie den Maximum-Likelihood-Schitzer ¥ fiir ¢ zur Stichprobe z. (2P)

19(1]) = %Z?:l l‘j+2

e) Geben Sie den Momentenschiitzer 0, fiir 9 zur Stichprobe z an. (2P)

Un(z) = %Z?:l Tj+ 2

f) Ist der Momenten-Schétzer erwartungstreu? Begriinden Sie Ihre Antwort. (2P)

s. Losungsvorschlag

Losungsvorschlag:

11



a)

9
2

ro-1-(1-2)"

Dasselbe Ergebnis erhalt man auch durch

Ry 2 (12)

Jj=0

Es liegt eine geometrische Verteilung mit Parameter p = 5 vor. Damit ist

Die Likelihood-Funktion lautet fiir die Stichprobe z = (z1,...,x,)

L) = [[PX;=1)= ;_H (¥)

j=1 j=1

o (g -2\ Ei= T
AN ‘

Die Log-Likelihood-Funktion ist

M,(¥) = kgu@w»::—nmgﬁy+nbgzw+§:%«mgﬁ—2y—mgw».

Zur Bestimmung des Maximum-Likelihood Schéatzers betrachten wir die Ableitung nach v

, —n < 1 1
M) = g+ 2 (ﬂ‘@)
=1

Also ist

ein stationdrer Punkt von M, (). Da 1/(J(J — 2)) positiv ist, gilt

=1

M, () ist also unterhalb von 2z + 2 steigend und danach fallend, also 9, (z) = 2(z + 1) die
(einzige) Maximumstelle und damit der gesuchte Maximum-Likelihood-Schétzer.

> <

M, (9) (9-2) = ¥

ANV
NS

2 n
_ _in+2=235+2.
>ni:1

A

Fiir eine geometrische Verteilung mit Parameter p ist der Erwartungswert gerade %. Nun

liegt eine geometrische Verteilung mit Parameter p = g vor. Umformen und Einsetzen
ergibt

9 = 2(Ey[X1] + 1).

Damit entspricht der Momentenschatzer dem Maximum-Likelihood-Schétzer. Der Hinweis
fiihrt zu denselben Erkenntnissen.

12



f) Nach dem Hinweis gilt Ey[X;] = 2 — 1. Damit ist

. 2
ElYyl =E |- X, +2| =9.
[M] n; ]+

13



Aufgabe 5 (9 Punkte)

Sie sind mit 4 Freunden in einem Restaurant. Dort werden 7 verschiedene Gerichte (nummeriert
von 1 bis 7) angeboten. Im Folgenden mochte jeder von Thnen genau ein Gericht bestellen.
Des Weiteren betrachten wir nur die Bestellungen der gesamten Gruppe und sagen, dass zwei
Bestellungen identisch sind, wenn sie dieselben Gerichte mit derselben Héaufigkeit enthalten.

a) Wie viele unterschiedliche Bestellungen sind moglich? (1.5P)

Anzahl = (151) =462

b) Wie viele unterschiedliche Bestellungen gibt es, wenn niemand das Gleiche wie ein anderer
der Gruppe bestellen méchte? (1.5P)

Anzahl = (g) =21

Bei der Bestellung erfahren Sie, dass jedes Gericht nur noch 2 Mal verfiigbar ist. Sie wahlen
Ihre Gerichte nacheinander, wobei keine Praferenzen bestehen und deshalb jeder sein Gericht
zufillig gleichverteilt aus den noch zur Verfiigung stehenden Gerichten wahlt.

c) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass kein Gericht doppelt bestellt wird? (2P)

Wahrscheinlichkeit = ;’4;6001 = (.1499

d) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass Sie ein beliebiges Gericht bereits nicht mehr
bestellen kénnen, wenn Sie als 4. bestellen? (2P)

Wahrscheinlichkeit = % = 0.3878

Nun mochten Sie zusétzlich zu Thren Gerichten Getranke bestellen. Nehmen Sie an, dass Sie
und Thre Freunde zufallig aus den Optionen “Mineralwasser”, “Cola” und “Apfelschorle” wahlen
konnen und die Zufallsvariable X die zuféllige Anzahl an bestellten “Mineralwasser” angibt.

e) Welche Verteilung hat X, wenn jeder von Thnen genau ein Getrdnk bestellt und dabei
jedes Getrank mit gleicher Wahrscheinlichkeit wéhlt? (1P)

X ~ Bin(5,3)

f) Geben Sie in der Situation von e) die Wahrscheinlichkeit an, dass mehr als 3 “Mineral-
wasser” bestellt werden. (1P)

P(X >3) = 0.0453
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Losungsvorschlag:

a)

f)

Wir sind in einem Urnenmodell mit 7 durchnummerierten Kugeln (7 Gerichten) und
5 (Ziehungen). Wir ziehen mit Zuriicklegen aber ohne Betrachtung der Reihenfolge.
Damit liegt eine “5-Kombination” mit Wiederholung vor, also haben wir (5+g_1) = 462
Moglichkeiten.

Man moéchte nun aus genau 7 Optionen 5 Optionen ohne Zuriicklegen und ohne Betrach-
tung der Reihenfolge ziehen. Damit liegt eine “5-Kombination” ohne Wiederholung vor,
also haben wir (g) = 21 Moglichkeiten.

Kein Gericht wird doppelt bestellt, wenn jeder etwas Anderes bestellt. Der erste Bestel-
lende bestellt mit Wahrscheinlichkeit 1 etwas Neues. Der Zweite mit Wahrscheinlichkeit
6/7... Insgesamt erhalten wir

6543 360
—222 = 2 (0.1499.
7777~ 2a01

Ein Gericht kann nicht mehr bestellt werden, wenn bereits zwei der drei Bestellenden
vor Thnen das Gericht bestellt haben. Der erste Bestellende wéhlt beliebig. Nun ist es
moglich, dass entweder der zweite Bestellende dasselbe wéhlt (Wahrscheinlichkeit dafiir
ist 1/7) oder etwas Anderes (Wahrscheinlichkeit dafiir ist 6/7). Wahlt er dasselbe, so ist
irrelevant, was der dritte Bestellende wéhlt. Andernfalls muss dieser entweder dasselbe
wie der Erste oder der Zweite bestellen (Wahrscheinlichkeit ist 2/7). Insgesamt haben

e 1 62 19

—+=---=—=0.3878

7 i 7T 7 49
Es handelt sich um ein Treffer-Niete Modell, wobei ausschlieflich die Wahl “Mineral-
wasser” als Treffer gewertet wird. Da jede Wahl gleichwahrscheinlich ist, ist die Tre-
fferwahrscheinlichkeit p = 1/3 und damit, da 5 Mal unabhéngig voneinander gew&hlt

wird:

1
X ~ Bin(5, =).
3
Da X ~ Bin(5, 3) gilt
1\*2 1\°
P(X >3)=P(X =4)+P(X =5)=5 3) 3+13 = 0.0453.
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