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Verteilungsfunktion ®(x) der Standard — Normalverteilung N(0,1)
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Aufgabe 1 (10 Punkte)

a) Kreuzen Sie die jeweils zutreffende Aussage an. Dabei ist jeweils nur genau ein Kreuz pro
Teilaufgabe zu setzen.

1. fi und f, seien zwei Zahldichten auf N. Dann ist folgende Funktion ebenfalls eine
Zghldichte auf N:

fi— [

Ji+ fo

Ji* fo X

fl'f2

2. Auf einem diskreten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P) gilt fiir zwei Ereignisse A, B C
nicht:

P(AN B) = P(A) + P(B) — P(AU B)
P(AN B) = P(A)P(A|B) X
P(AN B) = P(A) — P(A\ B)

[

P(ANB) =E[1, - 15

3. Ein Wahrscheinlichkeitsma$l P auf (R, #g) besitzt stets...

.. eine Verteilungsfunktion. X

.. eine Zahldichte.

.. eine Dichte.

.. einen endlichen Mittelwert.

4. Ist X: Q — N eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P)
mit Zahldichte fx, dann gilt ...

E[X] = Zweﬂwa( w)

EX] = [wfx(w)

EX] = ZMGNfo( ) X
E[ wafX

5. Ist C eine Konﬁdenzmenge zum Niveau 1 — «, dann ist ...

.. 1oz (Uo) ein Niveau-a-Test der Hypothese Hy : ¥ = 1.

. 10(190)( x) ein Niveau-a-Test der Hypothese Hy : ¥ = 0.

. 1 — T () ein Niveau-a-Test der Hypothese Hy : ¥ = 1. X

.. 1 — T¢wy) () ein Niveau-a-Test der Hypothese Hy : ¢ = U.




b) Fiillen Sie folgende Liicken aus.

1. Es gibt 6 Farben von Gummibédrchen. Wir ziehen aus einer vollen Tiite gleichzeitig &
Gummibérchen, wobei mindestens & Gummibérchen von jeder Farbe in der Tiite sind.
Wie viele verschiedene Farbkombination gibt es?

(%)

2. Hat der Zufallsvektor (X,Y") eine Gleichverteilung auf [0, 1]?, dann ist die Randdichte von
X gegeben durch:

fx(x) = 1o ()

3. Fiir ein Ereignis A mit Wahrscheinlichkeit P(A) = 0.5 sei X = 14 — 1 4c. Dann hat X die
Varianz

Var(X) = 1

4. Es seien (X;)en reellwertige und unkorrelierte Zufallsvariablen mit endlichem Erwar-
tungswert und Var(X;) = 1 fiir alle i € N. Die stochastische Konvergenz von + 3" | X
gegen E[X}] fiir n — oo folgt, wenn:

EX,=EX;VieN

5. Geben Sie fiir eine unabhéngige Stichprobe Xi,..., X,, € R einen unverzerrten Schétzer
der Varianz Var(X;) an:

s2(X1,.., Xn) = 5 >0 (X — X,)?

j=




Loésungsvorschlag:

a) klar.

b) 1. Fachermodell mit 6 Féchern und n ununterscheidbaren Murmeln.

2. Gemeinsame Dichte integrieren nach einer Variable.

3. E[X] =P(A) — P(A°) = 0 und damit Var(X) = E[X?] = E[1% + (—14:)*] = 1.
4. Aussage des schwachen Gesetzes grofier Zahlen.

5. Klar.



Aufgabe 2 (10 Punkte) Der folgende Datensatz umfasst die Anzahl der Eckbélle und Tore des
KSC in der Hinrunde der Saison 21/22. Dabei ist

x; = Anzahl der Eckballe des KSC in Spiel j
y; = Anzahl der Tore des KSC in Spiel j

J ‘ 123 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
|3 5 45 76 8 75 3 1 5 9 5 5 3 5
v, 13 3 001 2212 2 1 2 1 1 4 1 3

Sie kénnen ohne Uberpriifung annehmen:

17
T=506, s2=393 Y (x;-7)(y—7) =-18141, s.=122

J=1

a) Geben Sie das Stichprobenmittel g, das obere Stichprobenquartil 73,4 und die empirische
Standardabweichung s, von (y1,...,y17) an: (14+2+1P)

1.7059 Yzja = 2 Sy = 1.1045

NS
I

b) Geben Sie das a = 0.1-getrimmte Stichprobenmittel go; von (y1,...,y17) an. (1P)

Yo1 =

wlot

c) Bestimmen Sie die Koeffizienten der Regressionsgeraden f(z) = a*+b*z des Datensatzes,
sowie den empirischen Korrelationskoeffizienten . (3P)

a* = 1.8521 b* = -0.0289 Ty = -0.0518

d) Was wire nach der linearen Regression die Vorhersage fiir die Anzahl der Tore des KSC
am 18. Spieltag, wenn bekannt wire, dass der KSC in diesem Spiel 6 Eckbélle erhalten
hat? Geben Sie das Ergebnis auf 4 Nachkommastellen genau an. (1P)

Vorhergesagte Tore = 1.6787




e) Zeichnen Sie die empirische Verteilungsfunktion Fi7 von (x4, ..., z17). (1P)




Loésungsvorschlag:

a)  — Stichprobenmittel: 7 = L 3.7 y; = 1.7059
— Geordnete Stichprobe:

j|

345 6 78 9 10 11 12 13 14 15 16 17
1 111112 2 2 2 2 3 3 3 4

1 2
Yy |00

g3/4 =Yas3) = 2
— Standardabweichung: s, = |/s2 = 1.1045

b) 0.1-getrimmtes Stichprobenmittel: £ = |0.1-17] = 1.

B (s —T
C) _ b* — Zj:l(zj )(yJ y) — _00289

16-s2
~ o =g-b T =18521
S S [ Y S

Ty Sa Sy

d) Vorhergesagte Tore bei 6 Eckbéllen = a* 4 b* - 6 = 1.6787



Aufgabe 3 (10 Punkte)
Gegeben seien zwei unabhingige Zufallsvariablen XY, deren gemeinsame Verteilung durch
die unvollstindige Tabelle

) ool 1l 2 | 3 rv=y)
1 1
—1 2 5
0 m
1 1
2 % 5
P(X = k) %

festgelegt ist.

a) Vervollstandigen Sie die Tabelle. (2P)

b) Berechnen Sie: (0.5 + 0.5 + 0.5 + 0.5P)

E[X] = % Cov(X,Y) = 0
ElY] = 5 Var(Y) = 2
c) Betrachten Sie nun unabhéngige und identisch verteilte Y7, ..., Y, wobei Y; dieselbe Ver-

teilung wie Y hat. Berechnen Sie den folgenden Grenzwert: (1P)

. IS 1 1
Jl&:ﬁ(g > (v-3) f§>— :

1=1




In Karlsruhe sind % der Tage eines Jahres verregnet. Die Zuverlédssigkeit der Regenvorhersage
(Regen ja oder nein) héngt von der jeweiligen Wetterlage ab. An den Tagen, an denen es regnet,
stimmt die Vorhersage fiir diesen Tag in 2 aller Flle, an den anderen Tagen in 2 aller Fille.

Sie kénnen annehmen, dass die Regenvorhersagen verschiedener Tage stochastisch unabhéngig
sind. Sie konnen zudem annehmen, dass die Ereignisse, dass es an unterschiedlichen Tagen
regnet, ebenfalls unabhéngig sind.

d) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass es an einem Tag regnet und an diesem Tag auch
Regen vorhergesagt ist? (1P)

el V)

e) Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird an einem (rein zufilligen) Tag des Jahres Regen
vorhergesagt? (1P)

f) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass es wirklich regnet, wenn Regen vorhergesagt
ist? (1P)

e

g) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist die Regenvorhersage eines Tages korrekt? (1P)

13
18

h) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist die Regenvorhersage an 3 Tagen in Folge korrekt? (1P)
Hinweis: Falls Sie den Wert aus Teil g) nicht berechnen kénnen, dann verwenden Sie im
Folgenden den (nicht korrekten) Wert P(,, Vorhersage eines Tages korrekt®) = 2.

(12)3 ~ 0.3767




Loésungsvorschlag:

a) Wir haben:

) Flolil2] s |ry =5
-1 % |m|w|® 5
0 % | d0 | B | 3 5
2 % || 1| W 5
px =k |t 1 la]1] 1

b) Fiir die Erwartungswerte von X und Y haben wir

1 1 1 1 3
EX=0--4+1-24+92.- o=
[X]=0 4+ 8+ 2—'—3 8 2
1 3 1 1
EY]=—1-—-40--+2-—-=—.
[¥] 5jL 5+ 5 5
Weiter ist wegen der Unabhéngigkeit von X und Y
Cov(X,Y) =0.
Fiir die Varianz von Y ergibt sich
1 3 11 24
Var(Y)=1--40-—-+4- - — = = —.
al)=1-5+05+45-5=%

c) Nach dem schwachen Gesetz groBer Zahlen konvergiert %|Zf:1 (Y; — %)! stochastisch
gegen 0, fiir den Grenzwert gilt also

1
lim P (—
n—oo n

6

i=1




Zum zweiten Teil der Aufgabe:
Sei R das Ereignis, dass es regnet und V' das Ereignis, dass Regen vorhergesagt wird. Es ist

gegeben, dass

1 2 3
P(R)==, P =—, PR =-.
(R)=3. B(VIR)=Z, P(VIRY) ="

d)
P(R,V) = P(V | R) - P(R) g -

e) Mit der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit gilt

B(V) = B(V|R) - P(R) + B(V|R) - B(R) = > - + <1 - Z) . (1 - %)

_|_

1 1 2 7
'3 Z—L-§—E~O.3889.

Wl N

f) Mit der Formel von Bayes und a) gilt

P(R|V) = P(Hf(%v) = MV'QV')P(R) = 31'185 - % ~ 0.5714.

g) Sei K das Ereignis, dass die Vorhersage fiir einen bestimmten Tag richtig ist. Dieses tritt
ein, falls es regnet und Regen vorhergesagt wurde oder falls es nicht regnet und kein Regen

vorhergesagt wurde. Daher gilt

P(K)=P(RNV)+ PR NV =P(V|R) - P(R) + P(V|R) - P(R°)

32 13
SO X )
T30

—

Wl N

3

h) Sei nun Kj, j = 1,2,3, das Ereignis, dass die Regenvorhersage an Tag j korrekt ist. Nach
Konstruktion sind die Ereignisse unabhéngig und besitzen jeweils dieselbe Wahrschein-
lichkeit, d.h. P(K;) = P(K) fiir j = 1,2, 3. Daraus folgt

3 3
1
P(K: N KN EKs) = [[P(K;) = P(K)* = (%) ~ 0.377.

Jj=1



Aufgabe 4 (10 Punkte)

Fiir zwei unabhéngige normalverteilte Zufallsvariablen X ~ N(0,2) und Y ~ N(—2,1) seien

Zy:=2X+Y und Zy =2X"-Y.

a) Bestimmen Sie die Erwartungswerte und Varianzen von Z; und Z,. (2P)

E[Z]= -2 | Var(Z)=| 9 |

E[ZQ} = 0 s Var(Zg) = 40 .

b) Geben Sie die Dichte von Z; an. (1.5P)

flz) = e (- (@ +2)?)

c) Berechnen Sie folgende Wahrscheinlichkeit: (1.5P)

P(—1.04 < Z; <0.1) =| 0.1325

d) Driicken Sie folgenden Erwartungswert mit Hilfe der Dichte ¢ der Standardnormalvertei-
lung aus: (1P)

E[|Z,]] = / 3¢ — 2p(x)da

e) Berechnen Sie fir > 0: (1P)

]P)(ZQ > l’) — P(ZQ < —l') = 0

f) Bestimmen Sie die Mediane von Z; und Zs. (1P)

m(Zy) = -2 . m(Zy) = 0

g) Wie grof} ist die Kovarianz und Korrelation von Z; und Z5? (2P)

COV(Zl, ZQ) = —16 , COI'I"(Zl, ZQ) = -5 ~ —0.8433




Loésungsvorschlag:

a)
E[Z| =E2X + Y] =2E[X]+E[Y] = -2
E[Z,] = E[2XY] = 2E[X]E[Y] = 0
Var(Z;) = Var(2X + V) "2 4Var(X) + Var(Y) = 9
Var(Z,) = Var(2XY) = 4Var(XY) = 4(E[X?Y?] — E[XY]?)

= A(E[X?E[Y?] - EXJE[Y]?)
=0

= 4Var(X)(Var(Y) + E[Y]?) = 4 - 2(1 + 4) = 40.
b) Nach dem Additionsgesetz der Normalverteilung gilt Z; ~ N(—2,9).
c) Fir Z ~ N(0,1) ist

P(—1.04 < Z, <0.1) = P(—1.04 < 3Z — 2 < 0.1) = P(0.32 < Z < 0.7)
= P(0.7) — ¢(0.32) = 0.7580 — 0.6255 = 0.1325

d) Sei Z ~ N(0,1). Dann ist Z; ~ 3Z — 2. Damit ergibt sich obige Darstellung.

e) Aufgrund der Symmetrie der Normalverteilung gilt:

P(Zy > x) —P(Zy < —x) =P2XY >2) —P(—2XY >2)=0

f) Da die Normalverteilungen symmetrisch sind, stimmen die Mediane mit den Erwartungs-
werten {iberein.

g) Es gilt

Cov(Zy, Zy) = E[Z1, Z5) — E[Z1|E[Z,] = E[(2X + YV)2XY] = 4E[X?Y] + 2E[XY?] = —16



Aufgabe 5 (10 Punkte)
Seien X, Xy,...,X,, ... unabhingig identisch verteilte Zufallsvariablen mit Verteilung

o

PyX =k)=c- o,

k=0,1,2,...,

fiir einen unbekannten Parameter 1.

a) Fiir welche 9 € R ist Py keine Zahldichte? (1P)

v e (—00,0)

Nun sei 9 > 0.

b) Geben Sie einen erwartungstreuen Schétzer p(Xy, ..., X,,) fir Py(X =5) an.(1P)

ﬁ(Xlw'vXn) = %Z?:l ]]‘{Xj:5}

c) Bestimmen Sie den Erwartungswert von X.(1P)

Ey[X] = 9

d) Der unbekannte Parameter 9 soll basierend auf einer unabhéngigen Stichprobe z =
(x1,...,x,) mit Hilfe der Maximum-Likelihood-Methode geschétzt werden.

Bestimmen Sie die Likelihood-Funktion L,(1), berechnen Sie die Loglikelihood-Funktion
(,(¥) und deren Ableitung ¢,(1J). (3P)

La(9) = e TT) o
0,(V) = —nd + >0, (x5log ¥ — log(z;!))
0 (0) = —n+ %9 Z?:l Lj

Geben Sie einen Maximum-Likelihood-Schétzer 5@) fiir ¥ an. (1P)

{9\(%) - . Z?:l Zj




e) Bestimmen Sie den Erwartungswert von 1/9\(X1, oo, X5).(1P)

Eg[0(X1,. .., X,)] = 9

f) Berechnen Sie den quadratischen Verlust von 9(X1, ..., X,). (1P)

~

Ey[[0(X1,...,X,) — V)] = Var(d) = 2

Hinweis: Sie konnen ohne Beweis verwenden, dass Var(X) = 9.

g) Nun sei ¥ = 2. Berechnen Sie den folgenden Grenzwert.(1P)

n—oo

lim P (—%\/ﬁ < zn:(Xj ~E[X,]) < m) = 0.5328

J=1




Loésungsvorschlag:
a) Fiir ¥ > 0 entspricht P gerade der Zéhldichte der Poisson-Verteilung. Auch fiir ¢ = 0
ergibt sich eine Zahldichte. Also ist die richtige Antwort ¢ € (—o0,0).

b) Nach Vorlesung wihlen wir als Schétzer fiir die Wahrscheinlichkeit die empirische Vertei-
lung der Stichprobe.

c)

k!
k=0
o O 9 0
=9-e Z(k_1>‘_19€ e’ =1
k=1

= _ 9
Ly(x) =] Po(X;=a) =™ ][
j=1
Die Log-Likelihood-Funktion ist dann

lo(9) =log(Ly(x)) = —nd + Y x;log ) — log(x;!)

i=1
mit der Ableitung nach 9
I
/ o § s
gm(ﬁ) = —N + 5 o .I'J = 0

Also ist
1 n
Y= ;
n 2
7=1
ein stationdrer Punkt von ¢/ (J) und wegen
/! 1 .
GW)=—5D 2, <0
j=1
ist es auch ein Maximum. Der Maximum-Likelihood-Schatzer lautet also

~ 1 —
V(x) = EZIJ
j=1



e) Fiir alle 9 > 0 gilt wegen der Linearitit des Erwartungswerts
E(J, (X1, . .. ZE

f) Nach der Bias-Varianz-Zerlegung entspricht der quadratische Verlust gerade der Varianz
des Schétzers, da es sich um einen erwartungstreuen Schétzer handelt.

g) Nach dem zentralen Grenzwertsatz gilt

lim P (—%@g Xn:(xj —E[X;]) < @) _nlglgoIP< % \/—_Z (X; —E[Xy]) < 1)

=1

= (1) — @(—%) = 0.5328.



