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e Bei dieser Klausur werden nur diejenigen Ergebnisse gewertet, die in die
vorgesehenen Kiastchen eingetragen sind! Eine Begriindung bzw. Her-
leitung der Ergebnisse ist nicht erforderlich, soweit nicht ausdriicklich
verlangt (Aufgabe 3e).

e Vereinfachen Sie Ergebnisse soweit wie moglich. Geben Sie Ergebnisse so
exakt wie moglich an, z.B. als Bruch. Runden Sie Endergebnisse auf 4
Nachkommastellen genau, wenn nicht anders angegeben.

e Hinreichend zum Bestehen der Klausur sind 25 Punkte.

Viel Erfolg!
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Verteilungsfunktion ®(x) der Standard — Normalverteilung A(0, 1)
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Aufgabe 1 (10 Punkte)

a) Kreuzen Sie die jeweils zutreffende Aussage an. Dabei ist jeweils nur genau ein Kreuz pro
Teilaufgabe zu setzen.

1. In einem diskreten Wahrscheinlichkeitsraum (2, P) kann ...

.. nur ) und € eine Wahrscheinlichkeit zugeordnet werden.

. nur allen Elementarereignissen eine Wahrscheinlichkeit zugeordnet werden.

.. nur allen endlichen Teilmengen von €2 eine Wahrscheinlichkeit zugeordnet werden.

.. jeder Teilmenge von {2 eine Wahrscheinlichkeit zugeordnet werden.

2. Die Sensitivitat eines Tests auf eine Hypothese ist die bedingte Wahrscheinlichkeit,
dass ...

. der Test positiv ist und sein Ergebnis stimmt.

. der Test negativ ist und sein Ergebnis stimmt nicht.

. der Test positiv ist und sein Ergebnis stimmt nicht.

. der Test negativ ist und sein Ergebnis stimmt.

3. Essei X: Q0 — S eine Zufallsvariable auf einem diskreten Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, IP) Dann gilt fiir alle A C S:

P (A) = P(A € X)
PX(A) =P(X € A)
P¥(A) =P(X(4))
P (4) = P(A(X))

4. Fine Verteilungsfunktion ist nicht immer ...

.. nicht-negativ.

.. monoton wachsend.

.. stetig.
. durch 1 beschrankt.

5. Es seien X, Y zwei Zufallsvariablen auf dem selben Wahrscheinlichkeitsraum. Dann
sind X und Y ...

.. immer unabhangig, wenn sie unkorreliert sind.

.. immer unkorreliert, wenn sie unabhangig sind.

. nie unabhéngig, wenn sie unkorreliert sind.

.. nie unkorreliert, wenn sie unabhangig sind.




b) Fiillen Sie folgende Liicken aus.

1. Die Anzahl der Moglichkeiten eine zuféllige n-stellige Zahl aus den Ziffern 1 bis 9 zu
bilden, betragt fiir n € N:

2. Ist p, € (0,1) und n € N so, dass lim, oo np, = p fir ein x > 0, dann konvergiert
Bing, ;) fiir n — 0o gegen die Verteilung:

3. Es sei X eine Zufallsvariable mit endlichem ersten und zweiten Moment. Dann folgt aus
P(X =5) =1, dass

Var(X) =

4. Es seien (X;);en reellwertige Zufallsvariablen mit endlichem Erwartungswert p = E[X|]
und Var(X;) = 1 fiir alle € N. Die stochastische Konvergenz von 1 3" | X, gegen p fiir
n — oo folgt, wenn:

5. Das Risiko eines erwartungstreuen Schatzers ¥ eines unbekannten Parameters ¥ € R mit
Vary(d) = 1 betrégt

Ey[(9—9)*] =




Aufgabe 2 (10 Punkte)

a) In einer Datenbank finden Sie einen zwei-dimensionalen Datensatz mit dem Sie Thre
Datenanalyse-Techniken iiben méchten. Sie haben:

j |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
x| 1 2 4 47 6 75 8 11 13 135 14 143
y; |08 15 3 34 27 6 28 4 45 48 52 6

Desweiteren koénnen Sie ohne Uberpriifung annehmen:
L
—=_ 2 _ _ L L 2 _
T =825, s;=232118, r,, = 0.8229, 11 ;:1 y; = 3.5182, s, = 2.7639.

1. Geben Sie das arithmetische Mittel 7, den empirischen Median g,/ und die Stan-
dardabweichung s, von (yi, ..., %12) an:

N
I

Uij2 =

2. Geben Sie das o = 0.05-getrimmte Stichprobenmittel 35 von (yi, ..., y12) an.

Yo.05 =

3. Bestimmen Sie die Koeffizienten der Regressionsgeraden f(x) = a + bz des Daten-
satzes.

Q>
I

[N
I




b) An anderer Stelle finden Sie nun die empirische Verteilungsfunktion eines (anderen) eindi-
mensionalen Datensatzes. Dabei ist bekannt, dass genau eine Beobachtung mit dem Wert
11 vorliegt.
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1. Wie grof§ ist die Stichprobe, die hier betrachtet wurde?

2. Was ist die Spannweite der Stichprobe?

Spannweite =




Aufgabe 3 (10 Punkte)

Gegeben seien zwei Zufallsvariablen X, Y| deren gemeinsame Verteilung durch die unvollstandige
Tabelle

) ol o | 2 ev=y)
1 1 11
—1 3 3 0 B
2 1
0 16 6
7
1 13
rc=m| 3| 1|8

festgelegt ist.

a) Vervollstandigen Sie die Tabelle.

b) Um was fiir eine Verteilung handelt es sich bei der Verteilung von X7

X ~

c) Berechnen Sie:

d) Berechnen Sie:

P(X =1y =1) =

P(X+Y =1)=




e) Sind X und Y unabhéngig? Begriinden Sie Thre Antwort!

f) Betrachten Sie nun unabhéngige und identisch verteilte X1,...,X,, wobei X; dieselbe
Verteilung wie X hat und Var(X) = %. Berechnen Sie den folgenden Grenzwert:

1« 1 7
lim P | — X,—=-)<-|=
i (ﬁz( 2)—8>




Aufgabe 4 (10 Punkte)

Betrachten Sie drei unabhangige normalverteilte Zufallsvariablen X ~ N 1), ¥ ~ N4 und
Z. Dabei habe Z einen Erwartungswert von 1 und eine Standardabweichung von 2.

a) Wie sind die Zufallsvariablen Z und W := X — Y + Z verteilt?

Z~N< ) W~

b) Berechnen Sie die Korrelation von Y und W.

Corr(Y, W) =

c) Geben Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass das Maximum von X und Y gréfer als
1/2 ist. Driicken Sie dafiir zuerst P(max{X,Y} > 1/2) mithilfe der Verteilungsfunktion
® der Standardnormalverteilung aus:

Pmax{X,Y} > 1/2) =

Berechnen Sie nun die gesuchte Wahrscheinlichkeit explizit:

P(max{X,Y} > 1/2) =

d) Geben Sie das 0.9861-Quantil ¢x o9s61 von X und das 0.6103-Quantil ty 103 von Y an.
Es geniigt, wenn Sie die Ergebnisse auf 2 Nachkommastellen genau angeben.

tx0.981 =

ty,0.6103 =




Aufgabe 5 (10 Punkte)

Betrachten Sie die Funktion
C —T T
folz) = 5(6 /ﬂﬂ{xzo} + € /ﬁﬂ{x<o}), reR,

mit unbekanntem Parameter ¢ > 0 und einer von 9 unabhangigen Konstante ¢ > 0.

a) Berechnen Sie den Erwartungswert einer Exponentialverteilung mit Parameter 9.

Erwartungswert =

Hinweis: Die Dichte einer Exponentialverteilung mit Parameter 1 ist

1
p(z) = 56_“7/19]1{120}, x € R.

b) Bestimmen Sie ¢ so, dass fy eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist.

Hinweis: Falls Sie ¢ nicht berechnen koénnen, dann verwenden Sie im Folgenden den (nicht
korrekten) Wert ¢ = 1.

¢) Der unbekannte Parameter ¢ soll basierend auf einer unabhéngigen Stichprobe z = (z1,...,x,)
mit Hilfe der Maximum-Likelihood-Methode geschétzt werden.

Bestimmen Sie die Likelihood-Funktion L,(9), berechnen Sie die Loglikelihood-Funktion
(,(¥) und deren Ableitung ¢,(19).
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d) Basierend auf der unabhéngigen Stichprobe z = (z1,...,z,) soll nun der unbekannte Pa-
rameter ¢ mit Hilfe der Momentenmethode geschéatzt werden. Bestimmen Sie den Er-
wartungswert my () der durch fy definierten Verteilung.

¢) Bestimmen Sie den Erwartungswert von 9(X1, ..., X,,).

Eﬁ[’l?(Xl, ce ,Xn)} =
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