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• Zugelassene Hilfsmittel: Ein von Ihnen handbeschriebenes DIN A4 Blatt, Taschen-
rechner (nicht programmierbar, nicht kabellos vernetzbar), Wörterbuch.

• Bei dieser Klausur werden nur diejenigen Ergebnisse gewertet, die in die vorgesehenen
Kästchen eingetragen sind! Eine Begründung bzw. Herleitung der Ergebnisse ist nicht
erforderlich, sofern nicht explizit gefordert.

• Vereinfachen Sie Ergebnisse so weit wie möglich. Geben Sie Ergebnisse so exakt wie
möglich an, z.B. als Bruch. Runden Sie Endergebnisse bei Angabe als Dezimalzahl auf
4 Nachkommastellen genau, wenn nicht anders angegeben.

• Hinreichend zum Bestehen der Klausur sind 20 Punkte.

Viel Erfolg!
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Verteilungsfunktion Φ(x) der Standard – Normalverteilung N(0, 1)

x 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359

0.1 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753

0.2 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141

0.3 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517

0.4 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879

0.5 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224

0.6 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549

0.7 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7703 0.7734 0.7764 0.7793 0.7823 0.7852

0.8 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133

0.9 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389

1.0 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621

1.1 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830

1.2 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015

1.3 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177

1.4 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319

1.5 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441

1.6 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545

1.7 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633

1.8 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706

1.9 0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767

2.0 0.9772 0.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817

2.1 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857

2.2 0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890

2.3 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916

2.4 0.9918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936

2.5 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952

2.6 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964

2.7 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974

2.8 0.9974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981

2.9 0.9981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986

3.0 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 0.9990

3.1 0.9990 0.9991 0.9991 0.9991 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993 0.9993

3.2 0.9993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.9995

3.3 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9997

3.4 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9998

3.5 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998

3.6 0.9998 0.9998 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999

3.7 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999

3.8 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999

3.9 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
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Aufgabe 1 (13 Punkte)

a) Es sei (Ω,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und es seien A,B,C ∈ A Ereignisse mit

P(A) = 0.55, P(B) =0.35, P(C) =0.45,

P(A ∩B) = 0.15, P(A ∩ C) =0.2, P(B ∩ C) =0.15, P(A ∩B ∩ C) = 0.1.

Bestimmen Sie folgende Wahrscheinlichkeiten:

P(A\B) =

P(A ∪B ∪ C) =

b) Person A wirft eine faire Münze 5-mal hintereinander. Dabei zählt es für Person A als
Treffer, wenn Zahl oben liegt. Person B wirft unabhängig davon einen fairen Würfel
6-mal und erachtet das Ergebnis als Treffer, falls eine 1 oder eine 2 gewürfelt wird. Die
Zufallsvariable X bezeichne die Summe der Trefferanzahlen von Person A und B.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit landen beide Personen keinen einzigen Treffer?

P(X = 0) =

Bestimmen Sie den Erwartungswert der Gesamtanzahl der Treffer X.

E[X] =

c) Es seien X ∼ N(2, 4), Y ∼ N(−4, 9) und Z ∼ N(0, 1) unabhängige, normalverteilte
Zufallsvariablen. Bestimmen Sie die Verteilung der folgenden Zufallsvariablen:

U := X + Y ∼

V := 2X − Y ∼

Geben Sie a, b ∈ R so an, dass W := a ·X + b dieselbe Verteilung wie Z besitzt.

a = b =

d) Es sei X ∼ Exp(λ) eine exponentialverteilte Zufallsvariable mit Parameter λ > 0. Die
Verteilungsfunktion von X ist also gegeben durch

FX(x) =
(
1− e−λx

)
1{x > 0}, x ∈ R.

Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion von Y := 2 ·X.

FY (y) =
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e) Sei X1, X2, . . . eine Folge unabhängiger Zufallsvariablen, wobei Xn ∼ Nb(n, 3
4
) gelte. Be-

stimmen Sie die folgenden Grenzwerte:

lim
n→∞

P
(
Xn

n
− 1

3
<

1

10

)
=

lim
n→∞

P
(
3Xn − n

2
≤

√
n

)
=

f) Kreuzen Sie für die folgenden Abbildungen diejenigen Funktionen an, bei denen es sich
um eine Verteilungsfunktion handelt.
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Aufgabe 2 (7 Punkte)

Die folgende Abbildung zeigt die empirische Verteilungsfunktion einer Stichprobe x = (x1, . . . , x10)
mit Werten in N vom Umfang n = 10.
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a) Geben Sie die geordnete Stichprobe x() = (x(1), . . . , x(10)) an.

b) Bestimmen Sie folgende Größen der Stichprobe x:

i) Den Median x̃:

x̃ =

ii) Das 0.1-getrimmte Mittel x̄0.1:

x̄0.1 =

iii) Den Quartilsabstand x̃0.75 − x̃0.25 :

x̃0.75 − x̃0.25 =

c) Angenommen, wir addieren den Wert 4 zu allen Einträgen der Stichprobe x, betrachten
also die neue Stichprobe y = (x1 + 4, . . . , x10 + 4). Welcher der in b) bestimmten Werte
bleibt bei dieser Translation unverändert?
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Aufgabe 3 (10 Punkte)

Für die Erstellung einer Klausur steht ein Aufgabenpool aus 20 Aufgaben zur Verfügung. Von
diesen 20 Aufgaben wurden zwei Aufgaben von Larry Lurex erstellt. Aus dem Aufgabenpool
werden für die Klausur sechs Aufgaben zufällig ausgewählt. Dabei darf keine Aufgabe mehr-
fach gestellt werden. Die Wahl einer Aufgabe erfolgt dabei stets gleichverteilt unter allen noch
verfügbaren Aufgaben.

a) Wie viele verschiedene Möglichkeiten gibt es, eine Klausur zusammenzustellen, wenn die
Reihenfolge der gewählten Aufgaben keine Rolle spielt?

b) Die Zufallsvariable X beschreibe die Anzahl der Aufgaben von Larry Lurex, welche für
die Klausur ausgewählt werden. Geben Sie die Wahrscheinlichkeiten für die folgenden
Ereignisse an.

P(X = 0) =

P(X = 1) =

P(X = 2) =

P(X = 3) =

c) Was ist die erwartete Anzahl von Aufgaben in der Klausur, welche von Larry Lurex
erstellt wurden?

E[X] =

Die Klausur findet nur statt, wenn sich von 30 Studierenden mindestens 27 für die Klausur
anmelden, ansonsten wird mündlich geprüft. Die Studierenden melden sich dabei unabhängig
jeweils mit Wahrscheinlichkeit 0.9 an.

d) Mit welcher Wahrscheinlichkeit findet die Klausur statt?
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Nehmen Sie nun an, dass ein Student mit den Aufgaben von Larry Lurex schlecht zurecht-
kommt und dementsprechend die Durchfallwahrscheinlichkeit des Studenten höher ist, je mehr
Aufgaben von Larry Lurex gestellt werden. Konkret sei die Situation des Studenten folgender-
maßen:

• 0 Aufgaben von Larry Lurex: Durchfallwahrscheinlichkeit 10%

• 1 Aufgabe von Larry Lurex: Durchfallwahrscheinlichkeit 20%

• 2 Aufgaben von Larry Lurex: Durchfallwahrscheinlichkeit 30%

e) Es bezeichne B das Ereignis, dass der Student die Klausur besteht. Bestimmen Sie die
Wahrscheinlichkeit von B.

P(B) =

Nach der Klausur stellt man fest, dass der Student die Klausur bestanden hat. Bestimmen
Sie nun mit diesem zusätzlichen Wissen die Wahrscheinlichkeit, dass in der Klausur zwei
Aufgaben von Larry Lurex gestellt wurden.
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Aufgabe 4 (10 Punkte)

Gegeben seien zwei Zufallsvariablen X, Y , deren gemeinsame Dichte für geeignete c > 0, a > 1
gegeben ist durch

fX,Y (x, y) = c
(
x · e−5y + 2 · e−5y

)
1 {y ≥ 0, x ∈ [1, a]} .

a) Angenommen, es gilt c = 5
8
. Bestimmen Sie a > 1 so, dass fX,Y eine Dichte ist.

a =

Ab sofort seien c = 10
7

und a = 2.

b) Bestimmen Sie die Dichte fY der Verteilung von Y .

fY (y) =

Die Dichte fX der Zufallsvariablen X ist gegeben durch

fX(x) =
2

7
(2 + x)1{x ∈ [1, 2]}.

c) Bestimmen Sie den Erwartungswert, das zweite Moment und die Varianz von X.

E[X] =

E[X2] =

V(X) =

d) Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion von X.

FX(x) =
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e) Sind X und Y unabhängig?

Ja Nein

Begründen Sie Ihre Antwort.
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Aufgabe 5 (10 Punkte)

Betrachten Sie die Dichte

t 7→ fϑ(t) =


2ϑ · ϑ
tϑ+1

, t ≥ 2,

0, t < 2,

wobei ϑ ∈ Θ := (1,∞) ein unbekannter Parameter sei. Weiter sei Z eine Zufallsvariable mit
Dichte fϑ.

a) Berechnen Sie für ϑ = 2 die folgende Wahrscheinlichkeit:

P2(0 ≤ Z ≤ 3) =

b) Bestimmen Sie für ϑ = 2 den folgenden Erwartungswert:

E2

[
1

Z

]
=

c) Der unbekannte Parameter ϑ soll basierend auf einer unabhängigen Stichprobe x =
(x1, . . . , xn) mit Hilfe der Maximum-Likelihood-Methode geschätzt werden. Dabei können
Sie voraussetzen, dass xi ≥ 2 für alle i = 1, ..., n gilt.

Bestimmen Sie die Likelihood-Funktion Lx(ϑ), berechnen Sie die Loglikelihood-Funktion
ℓx(ϑ) und deren Ableitung ℓ′x(ϑ). Vereinfachen Sie die Ausdrücke so weit wie möglich.

Lx(ϑ) =

ℓx(ϑ) =

ℓ′x(ϑ) =

d) Geben Sie einen Maximum-Likelihood-Schätzer ϑ̂ für ϑ an.

ϑ̂ =
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e) Berechnen Sie den Erwartungswert von Z für ein allgemeines ϑ ∈ (1,∞).

Eϑ[Z] =

Bestimmen Sie den Momentenschätzer ϑ̃ für ϑ.

ϑ̃ =

f) Arzneimittelhersteller I behauptet, dass sein neues Medikament eine seltene Krankheit in
mindestens 50% der Fälle heilt. Ein anderer Hersteller II glaubt, dass diese Angabe zu
hoch ist. Dafür testet er n = 100 erkrankte Patienten. Sie können davon ausgehen, dass
die Heilung der Patienten unabhängig voneinander mit einer (unbekannten) Wahrschein-
lichkeit ϑ ∈ (0, 1) eintritt.

Wie muss Hersteller II Hypothese und Alternative für einen statistischen Test formulieren,
um nachzuweisen, dass die Aussage des Arzneimittelherstellers I falsch ist?

Hypothese H0 :

Alternative H1 :

Geben Sie einen Hypothesentest an, der sich in dieser Situation eignen würde.
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