Bloch-Wellen 1. Brillouin-Zone Energiebander Bandelektronen Ferromagnetismus Supraleitung Revision Inhaltsverzeichnis

Elektronische Eigenschaften von Festkorpern

Das Drude-Modell

Das Sommerfeld-Modell
Das Semiklassische Modell der Elektronendynamik
m Bloch-Wellen
m Die erste Brillouin-Zone
m Energiebander
m Die Bewegungsgleichungen der Bandelektronen

Ferromagnetismus

Supraleitung






Bloch-Wellen 1. Brillouin-Zone Energiebander Bandelektronen Ferromagnetismus Supraleitung Revision Inhaltsverzeichnis

Elektronische Eigenschaften von Festkorpern

m Das Drude-Modell

m Das Sommerfeld-Modell
m Das Semiklassische Modell der Elektronendynamik

m Bloch-Wellen

m Die erste Brillouin-Zone

m Energiebander

m Die Bewegungsgleichungen der Bandelektronen

m Ferromagnetismus & Supraleitung



Bloch-Wellen 1. Brillouin-Zone Energiebander Bandelektronen Ferromagnetismus Supraleitung Revision Inhaltsverzeichnis

Bloch-Wellen 1

m Jedes Elektron bewegt sich in einem effektiven Potential, das von den
Ubrigen Elektronen und positiv geladenen Atomrimpfen hervorgerufen wird.

m Die potentielle Energie eines jeden Elektrons hat die Periodizitat des
Kristallgitters.
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Bloch-Wellen 1 Kommentar 1

Im Sommerfeldmodell wird allein die kinetische Energie der Leitungselektronen
bertcksichtigt, von denen man annimmt, dass ihre Ladung durch die positiven
Ladungen der Atomrumpfe abgeschirmt wird, so dass sie sich unabhangig
voneinander bewegen kdnnen.

Diese quasi-Elektronen (Elektron + Abschirmwolke) bewegen sich in einem
effektiven Potential, dessen Periodizitat aufgrund des Kristallgitters vernachlassigt
wird.

Die Periodizitat der potentiellen Energie kann natirlich nicht vernachlassigt
werden.

Seit 1928 haben sich Generationen mit dem Problem beschaftigt, die potentielle
Energie der verschiedenen Elektronen zu messen und zu berechnen.
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Bloch-Wellen 1 Kommentar 2

Inzwischen gibt es Programme (z.B. Wien2K), mit denen die Energie der
Elektronen in einem Festkorper fir viele Substanzen prazise berechnet werden
kann.

Diese Rechnungen werden aus Grunden, die im folgenden deutlich werden,
Bandstrukturrechnungen genannt.

Obwohl die zugrundeliegenden theoretischen und mathematischen Methoden
kompliziert sind, gibt es ein paar Prinzipien, mit denen die Ergebnisse dieser
Rechnung gelesen und experimentelle Ergebnisse interpretiert werden kénnen.

Diese Spielregeln sollen im folgenden behandelt werden.
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Bloch-Wellen 2

zeitunabhangige Schrédinger-Gleichung

2v7 2
EQ)(F) - <_F)2—Z' + Epot(F)) (p(F)

und
Epot(F) = Epot(F+ R)
mit
R = ny 51 + n2§2 + n3§3
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Bloch-Wellen 2 Kommentar

Die rot umrandete Formel gibt die zeitunabhangige Schrédingergleichung.

Far jedes einzelne Elektron kann eine solche Schrédingergleichung
aufgeschrieben werden, wobei sich die potentielle Energie von Elektron zu
Elektron unterscheiden kann.

Das wesentliche Merkmal dieser Schrédingergleichung ist, dass die potentielle
Energie periodisch im Kristallgitter ist.

Die Vektoren &,, a, und &s in der rot unterstrichenen Formel spannen die primitive
Elementarzelle des Kristallgitters auf.

Die Vektoren R geben die Lage der primitiven Elementarzellen.
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Bloch-Wellen 3

Losung der Schrodinger Gleichung

. h2V2

Da die potentielle Energie periodisch im Kristallgitter ist, ist die
Aufenthaltswahrscheinlichkeit (pl’% - @ des Elektrons im Kristallgitter ebenfalls
periodisch

(D) = @(F+ R
Lésungsansatz (Felix Bloch 1928)

@;(F) = u(F) exp(ikF) und |u(F)=u(F+R)
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Da die potentielle Energie der Elektronen periodisch im Kristallgitter ist, muss auch
die Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Elektronen periodisch im Kristallgitter sein,
denn die Aufenthaltswahrscheinlichkeit ergibt die Ladungsdichte der Elektronen.

Das Betragsquadrat der Wellenfunktion ist also periodisch im Kristallgitter.
Die Lésungen der Schrodingergleichung sind Bloch-Wellen.

Bloch-Wellen sind ebene Wellen, deren Amplitude eine periodische Funktion des
Kristallgitters ist.

Die rot umrandete Gleichung gibt die entscheidende Forderung.

Damit erflllt die Wahrscheinlichkeitsdichte der Elektronenwellen die gefordert
Periodizitat des Kristallgitters.
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Bloch-Wellen 3 Kommentar 2

Auf die Bloch-Wellen konnen wie fir die ebenen Wellen im Sommerfeld-Modell die
periodischen Randbedingungen angewendet werden.

Die periodische Randbedingung bedeutet, dass der endliche Kristall in allen
Raumrichtungen unendlich wiederholt wird, wobei sich in jedem Kristall exakt das
gleiche abspielt.

Die Amplitudenfunktion u(F) beeintrachtigt diese Forderung nicht, da sie die
Periode des Kristallgitters hat.

Aufgrund dieser Forderung sind die k-Vektoren der Bloch-Wellen diskret, so wie
sie es die k-Vektoren fur die ebenen Wellen im Sommerfeld-Modell sind.
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Bloch-Wellen 1. Brillouin-Zone
Bloch-Wellen 4

Erinnerung: Definition des reziproken Gitters

mit R=h51+k52+f53 und I§=n1§1+n2§2+n3é’3

- 2T o
b1—V—EZ(az><a)
- 2T R
bz—V—EZ(as><81)
- 21T . .
bs—V—EZ(a1><32)

VEz bezeichnet das Volumen der primitiven Elementarzelle Vgz = d4(a» x az)
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Bloch-Wellen 4 Kommentar

Nun wird das von Max von Laue eingefiihrte reziproke Gitter bendtigt.
Far die Beugung von Wellen an einem Kristallgitter sind die Netzebenen wichtig.

Die Vektoren K des reziproken Gitters bestimmen die Orientierung und den
Abstand der Netzebenen.

Die erste rot umrandete Formel gibt die Definitionsgleichung des reziproken
Gitters.

Die Vektoren @, @ und &a; bestimmen die primitive Elementarzelle und damit
auch die Basisvektoren b1, b, und b3 des reziproken Gitters.
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Bloch-Wellen 5

die Bloch-Wellen sind im reziproken Gitter periodische Funktionen

9x(7) =u(P)e"

:U(F) e—iRFeiEFe+iRF

k
Nebenrechnung:
u'(F) =u(F)e K mit u(F) = u(F+ R)
—u(F+ R)e™® mit KR =2mn
—u(F+ R)e KR — y/(F1 R)
und damit
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Bloch-Wellen 5 Kommentar

Die Blochwellen haben die Periodizitat des reziproken Gitters.

Das sieht man, wenn die erste blaue Gleichung einer Blochwelle mit den grin
geschriebenen Phasenfaktoren =X erweitert wird.

Die Erweiterung andert den Funktionswert nicht.

Die zweite blau geschriebene Gleichung ist nun eine Blochwelle zum
Wellenzahlvektor E+ R, da, wie die Nebenrechnung zeigt, die neue
Amplitudenfunktion u’(F) wie die urspriingliche Amplitudenfunktion u(r) die
Periodizitat des Kristallgitters hat.

Die rot umrandete Formel fasst dieses Ergebnis zusammen.
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Bloch-Wellen 6

Bloch-Wellen sind im reziproken Gitter periodische Funktionen

@i(r) = o z(F)

deshalb sind auch die Energieeigenwerte der Schrédinger Gleichung periodische
Funktionen im reziproken Gitter

E(k) = E(k+ K)

—

die Funktionen E(k) nennt man Energiebander
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Bloch-Wellen 6 Kommentar

Ist eine Blochwelle die Lésung der Schrddinger-Gleichung, dann hangen die
Energieeigenwerte vom Wellezahlvektor k ab.

Da die Blochwellen die Periodizitat des reziproken Gitters haben, haben auch die
Energieeigenwerte diese Eigenschaft.

Die rot umrandete Gleichung formuliert dieses Ergebnis.
Die Funktionen E(E) werden Energiebander genannt.
Bei der Berechnung der Energiebander beginnt man mit den Orbitalen der Atome.

Aus diesem Grund werden die Bander auch haufig mit den Quantenzahlen der
zugrundeliegenden atomaren Orbitale bezeichnet.

Z.B. gibt es das Band der 4s-Elektronen von Kupfer.
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Kommentar

In dieser Vorlesung soll Kupfer als Beispiel fiir ein Metall und Silizium bzw.
Germanium als Beispiele fur Halbleiter betrachtet werden.

Da sowohl Kupfer als auch Silizium und Germanium in der kubischen fcc-Struktur
kristallisieren, stelle ich in diesem Abschnitt einige kristallographische Eigenheiten
des fcc-Gitters zusammen.

Diese Informationen werden zum Verstandnis der experimentellen Ergebnisse
bendtigt, die im folgenden vorgestellt werden.
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Die erste Brillouin-Zone 1

kubische Elementarzelle und eine mégliche primitive Elementarzelle (roter
Rhomboeder) des fcc-Gitters

a

(Rhombohedron.mp4)

& = 5 (6x+ &)
3 =2 (8,+8)
- a . =
a3_§(e2+ey)


Rhombohedron.mp4
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Die erste Brillouin-Zone 1 Kommentar

Die Abbildung zeigt die kubische Elementarzelle der fcc-Struktur. Die
Gitterkonstante der kubischen Elementarzelle ist a.

Die Kiigelchen deuten die Lage der primitiven Elementarzellen an.

Im Fall von Kupfer befindet sich in jeder primitiven Elementarzelle ein Kupferatom.
Beim Silizium und Germanium sind es jeweils zwei Atome.

Die kubische Elementarzelle enthalt 4 primitive Elementarzellen.

Die Vektoren @, @ und a; zeigen auf die Lage der primitiven Elementarzellen in
der Mitte der Wiirfelflachen und spannen so eine primitive Elementarzelle auf, die
rot eingezeichnet ist.

Diese primitive Elementarzelle ist ein Rhomboeder.
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Die erste Brillouin-Zone 2

kubische Elementarzelle der Diamantstruktur
(fcc-Kristallgitter mit zwei Atomen (rot und blau) in der primitiven Elementarzelle)

(al4)(X+Y+2)
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Die erste Brillouin-Zone 2 Kommentar

Silizium und Germanium kristallisieren in der Diamantstruktur.
Die linke Abbildung zeigt die kubische Elementarzelle der Diamantstruktur.

Die Diamantstruktur ist ein fcc-Gitter. Dabei befinden sich jeweils zwei Atome in
einer primitiven Elementarzelle.

In der rechten Abbildung ist die Lage der Atome farblich markiert. Die primitive
Elementarzelle enthalt ein rot und ein blau markiertes Atom.

Die rot markierten Atome belegen die Ecken und Flachen des Wiirfels, wie im
einfachen fcc-Gitter von Kupfer. Die blau markierten Atome sind in Richtung der
Raumdiagonale um ein Viertel der kubischen Gitterkonstante verschoben und es
ergibt sich so die tetraederformige Anordnung der Atome aufgrund der
sp3-Hybridorbitale.
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Die erste Brillouin-Zone 3 Kommentar 1

Die primitiven Elementarzellen, die im fcc-Gitter von den Vektoren &4, @, und &s
aufgespannt werden, sind mathematisch einfach zu handhaben.

Doch lassen die Rhomboeder die Symmetrie des kubischen Gitters nicht mehr
erkennen.

Da die Symmetrie der Elementarzelle eine wichtige Information ist, wird zur
Konstruktion einer primitive Elementarzellen, welche die Symmetrie des Gitters
weiterhin erkennen &R, ein spezielles Verfahren angewendet.

Dieses Verfahren illustriert die Abbildung fur den simplen Fall eines einfach
kubischen Gitters.
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Die erste Brillouin-Zone 3 Kommentar 2

Ausgehend von einem Gitterpunkt wahlt man die Vektoren zu den benachbarten
Gitterpunkten.

Die primitive Elementarzelle wird von den Ebenen eingeschlossen, die diese
Vektoren senkrecht in der Mitte schneiden.

Die grunen Linien deuten die Ebenen an.

Die resultierende primitive Elementarzelle wird Wigner-Seitz-Zelle genannt.
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Die erste Brillouin-Zone 4

Wigner-Seitz-Zelle fur ein bce-Gitter

N
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Die erste Brillouin-Zone 4 Kommentar

Die Abbildung zeigt die Wigner-Seitz-Zelle fir ein bcc-Gitter.

Die hexagonalen Flachen stehen senkrecht auf den Diagonalen des Warfels und
teilen diese in der Mitte.

Die quadratischen Flachen liegen auf den Flachen der kubischen Elementarzelle
und teilen die Verbindungsvektoren zwischen den zentralen Punkten des
bcc-Gitters in der Mitte.
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Die erste Brillouin-Zone 5

Die rhomboedrische primitive Elementarzelle eines bcc-Gitters

;Z % L. a,. . .
a1=§(ex—ey+e)

aq )ey - a—' — —
o A az:z(ey—ez—i-e)()
N a._. - 5

a3:§(ez—ex+e)

a
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Die erste Brillouin-Zone 5 Kommentar

Die Abbildung zeigt die kubische Elementarzelle eines bcc-Gitters mit der
Kantenlange a.

Die Vektoren &4, a, und as verbinden die benachbarten Streuzentren und spannen
die primitive rhomboedrische Elementarzelle auf.

(Nochmals zur Sicherheit: Die Punkte geben die Lage der primitiven
Elementarzellen und stellen keine Atome dar!)
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Die erste Brillouin-Zone 6: Das reziproke Gitter eines fcc-Gitters

Mit den Vektoren der primitiven Elementarzelle eines fcc-Gitters auf Seite 1
ergeben sich die Basisvektoren des reziproken Gitters

” a > 2m ., L P24 1 A

d1=-(6x+6;) — bi=-—(d2xa3)=—(6x—6y+6€)
2 Vez a

- a > 2T, L 2T, L L

=56y +8&) — bzzv—Ez(asan:;(ey—eﬁex)

-~ a,. - A | BT m ~

a3:§(ez+ey) — b3—E(a1 X dy) = —(6; — ex+ €y)



Bloch-Wellen 1. Brillouin-Zone Energiebander Bandelektronen Ferromagnetismus Supraleitung Revision Inhaltsverzeichnis

Die erste Brillouin-Zone 6 Kommentar

Schwarz geschrieben stehen links die Vektoren, welche die rhomboedrische
primitive Elementarzelle des fcc-Gitters aufspannen (blaue Vektoren auf Seite ,Die
erste Brillouin-Zone 1%).

Werden die Formeln fir die Basisvektoren des reziproken Gitters angewendet,
dann ergeben sich die blau geschriebenen Vektoren.

Diese Vektoren ergeben eine bce-Struktur, wie der Vergleich mit den Vektoren der
primitiven Elementarzelle des bcc-Gitters zeigt.
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Die erste Brillouin-Zone 7

Das reziproke Gitter eines fcc-Gitters ist ein bce-Gitter!
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Die erste Brillouin-Zone 7 Kommentar

Die linke Abbildung zeigt die kubische Elementarzelle des fcc-Gitters.

Die rechte Abbildung zeigt die kubische Elementarzelle der bce-Struktur im
reziproken Gitter.

Der Vergleich mit der bce-Struktur eines Kristallgitters ergibt, dass die
Kantenlange der kubischen Elementarzelle im reziproken Gitter 417/a betragt.

Im reziproken Gitter kann eine primitive Elementarzelle ebenfalls nach den
Verfahren fur die Wigner-Seitz-Zelle konstruiert werden.

Im reziproken Gitter wird diese Elementarzelle die 1. Brillouin-Zone genannt.



Bloch-Wellen 1. Brillouin-Zone Energiebander Bandelektronen Ferromagnetismus Supraleitung Revision Inhaltsverzeichnis

Die erste Brillouin-Zone 8

Die Brillouin-Zonen werden von Netzebenen begrenzt!

— —

Laue-Bedingung fur konstruktive Interferenz |k — k' = Kh ke

K,
- Netzebene
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Die erste Brillouin-Zone 8 Kommentar

Gemal der Konstruktionsvorschrift wird die 1. Brillouin-Zone von Netzebenen
begrenzt.

Zur Erinnerung zeigt die Abbildung nochmals den Zusammenhang zwischen der
Bragg- und Laue-Bedingung bzw. den Zusammenhang zwischen dem reziproken
Gittervektor K und der entsprechenden Netzebene.

Lasst man die Beschrankung auf die benachbarten Gitterpunkte fallen, dann
ergeben sich Brillouin-Zonen hdéherer Ordnung (die in dieser Vorlesung aber nicht
bendtigt werden).



Bloch-Wellen 1. Brillouin-Zone Energiebander Bandelektronen Ferromagnetismus Supraleitung Revision Inhaltsverzeichnis

Die erste Brillouin-Zone 9

Die 1. Brillouin-Zone des fcc-Gitters
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Die erste Brillouin-Zone 9 Kommentar 1

Die rechte Abbildung zeigt die kubische Elementarzelle des reziproken Gitters
eines fcc-Gitters.

AuRerdem zeigt die Abbildung die 1. Brillouin-Zone eines fcc-Gitters.

Symmetriepunkte der 1. Brillouin-Zone werden mit Buchstaben gekennzeichnet.
Das Zentrum der 1. Brillouin-Zone ist der '-Punkt, die Mitte der hexagonalen
Flache der L-Punkt und die Mitte der quadratischen Flache der X-Punkt. Auf den
Mitten der Kanten liegen die K-Punkte.

Da die Blochwellen und die Energiebander periodisch im reziproken Gitter sind,
muss man Ldsungen der Schrédinger-Gleichung nur in der 1. Brillouin-Zone
kennen.
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Die erste Brillouin-Zone 9 Kommentar 2

Um die Energie der Elektronenwellen zu beschreiben, gibt man die Energie E(I?)
entlang der Verbindungslinien der Symmetriepunkte an (z.B. auf dem Weg
-X-K-L-I).
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Bloch-Wellen 1. Brillouin-Zone Energiebander Bandelektronen
Energiebander 1

1. Brillouin-Zone fiir das sc-Gitter: Mit &, = aéy, a, = aéy, a; = aé,

und by = FL (8, x &), by = FL(83x d1), bz = JL(d x &)

Vez
z
4
bs
- 21
. b1 _—3(aey X aé;) = —€x
imae R a
: - 2T,
X |ma bz =3 %
r ® b, y . o
Ti/a 0M b3 :—éz
by a
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Energiebander 1 Kommentar 1

Um die Grundlagen zu erlautern, die in den Jahren 1931/2 von Alan Herries
Wilson erarbeitet wurden, sollen zuerst Energiebander quasi freier Elektronen in
einem einfach kubischen Gitter betrachtet werden.

Die Abbildung zeigt die 1. Brillouin-Zone flr ein einfach kubisches Gitter mit der
Kantenlange a.

Die Vektoren &, a, und as sind entlang der Koordinatenachsen orientiert.

Mit den Formeln fiir die Vektoren 51, 52 und 53 findet man, dass diese Vektoren
parallel zu den Vektoren a; sind.

Die Netzebenen schneiden die Vektoren 5; in der Mitte und es gibt sich die in der
Abbildung gezeigte 1. Brillouin-Zone.
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Energiebander 1 Kommentar 2

Die Mitte der Zone wird mit I" bezeichnet und die Mitte der quadratischen Flachen
mit X.

Im folgenden werden Elektronenwellen betrachtet, die sich in Richtung der
Koordinatenachsen x, y oder z ausbreiten.
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Energiebander 2

E(k)

—2n/a 0 2n/a 4nfa
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Energiebander 2 Kommentar

Ist die potentielle Energie unabhangig vom Ort des Elektrons im Kristall, dann
enthalt die Schrodinger-Gleichung nur den Term fiir die kinetische Energie und die
Energie hangt quadratisch gemaRn der blau geschriebenen Formel von der
Wellenzahl des Elektrons ab.

Die Abbildung zeigt den parabelférmigen Verlauf der Energie tber der Wellenzahl.



Bloch-Wellen

1. Brillouin-Zone

Energiebander Bandelektronen Ferromagnetismus Supraleitung Revision Inhaltsverzeichnis
Energiebander 3
E(k)

—2n/a

~

/
NS
0 2n/a

Epot() ~ 0 und k || b12, or3
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Energiebander 3 Kommentar

Die Abbildung zeigt den Fall, dass die potentielle Energie der Leitungselektronen
nur sehr schwach die Periodizitat des Gitters zeigt.

Die kinetische Energie der quasi freien Elektronen wird also kaum durch die leicht
modulierte potentielle Energie beeinflusst.

Die Lésungen der Schrédingergleichung sind Bloch-Wellen, und die
Energieeigenwerte der Elektronen sind periodisch im reziproken Gitter.

Die parabelférmige Abhangigkeit der Energie vom Wellenzahlvektor wiederholt
sich mit der Periodizitat des reziproken Gitters.

So ergeben sich in der Abbildung die hellblau gezeichneten Parabeln.
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Da die Blochwellen und die Energiebander im reziproken Gitter periodisch sind,
kann man sich bei der Lésung der Schrodingergleichung auf den Bereich der 1.
Brillouin-Zone beschranken.

In der Abbildung ist dieser Bereich grau hinterlegt.

Zusatzliche Bemerkung: Bislang galt der feste Zusammenhang zwischen dem
Impuls und dem Wellenzahlvektor p = hk.

Das Schema der Energiebander zeigt, dass dieser Zusammenhang in einem
Kristallgitter nicht mehr gelten kann.

Zu jedem Impuls kann der Impuls hK addiert werden, ohne dass sich die Energie
des Elektrons andert. Der Impuls eines Elektrons im Kristallgitter wird deshalb
Quasiimpuls oder Kristallimpuls genannt.



Bloch-Wellen

1. Brillouin-Zone

Energiebander 5

m An Kreuzungspunkten stofen sich die Energieniveaus ab
— Energiellcken

Energiebander

z
%
bs
/a e
X |mla
r o b,
a "M
by

Bandelektronen

Ferromagnetismus

Supraleitung Revision

—n/a

0

n/a

Inhaltsverzeichnis

T AE,



Bloch-Wellen 1. Brillouin-Zone Energiebander Bandelektronen Ferromagnetismus Supraleitung Revision Inhaltsverzeichnis

Energiebander 5 Kommentar 1

Die linke Abbildung zeigt die 1. Brillouin-Zone des einfach kubischen Gitters.

Die mittlere Abbildung zeigt die Energiebander im Bereich zwischen den '-Punkt
und dem X-Punkt.

Die rechte Abbildung illustriert, was geschieht, wenn der Einfluss der potentiellen
Energie nicht langer vernachlassigt werden kann.

Im Energieniveauschema macht sich der Einfluss der periodischen potentiellen
Energie dadurch bemerkbar, dass sich Energieliicken an den Kreuzungspunkten
der Energiebander 6ffnen.
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Diese Energiellcken 6ffnen sich symmetrisch um die Kreuzungspunkte und
werden umso groRer, je groRer der Einfluss der potentiellen Energie wird.

Wachsen die Energiellicken an, dann engen sie die Energiebereiche der Bander
ein, so dass diese immer flacher werden.

Je starker die Mobilitat der Elektronen durch die Modulation der potentiellen
Energie eingeschrankt wird, desto flacher und schmaler werden die
Energiebander.
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Zahl der k-Zustande in der 1. Brillouin-Zone:

Volumen eines k-Zustands
(2m)?
Y4
Volumen der 1. Brillouin-Zone des einfach kubischen Gitters
(2m)?
33

Es gilt allgemein:

Die Zahl der k-Zustande in der 1. Brillouin-Zone ist gleich der Anzahl der
Elementarzellen im Kristall
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Wie bei den ebenen Wellen des Sommerfeld-Modells missen auch bei den
Bloch-Wellen periodische Randbedingungen verwendet werden, um die
Eigenschaften eines endlichen Kristalls beschreiben zu kdnnen.

Wie beim Sommerfeld-Modell haben die k-Zustande einen bestimmten Abstand
zueinander und kénnen gemaf dem Pauli-Prinzip maximal mit zwei Elektronen
besetzt werden.

Die erste unterstrichene Formel gibt das Volumen den ein k-Zustand umgibt.
Dabei bezeichnet V das Volumen des Kristalls.
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Das Volumen der 1. Brillouin-Zone kann fiir ein einfach kubisches Gitter leicht
bestimmt werden. Es ergibt sich die zweite unterstrichene Formel.

Damit findet man, dass die Zahl der k-Zustande in der 1. Brillouin-Zone durch die
Anzahl der primitiven Elementarzellen in einem Kristallgitter gegeben ist.

Dieses Ergebnis gilt nicht nur fur ein einfach kubisches Gitter, sondern ist
allgemein fur alle Kristallgitter gultig.

Maximal konnen 2N Elektronen die k-Zustande innerhalb der 1. Brillouin-Zone
besetzen.
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Als Beispiel soll ein einfach kubisches Gitter betrachtet werden, bei dem es in der
Elementarzelle ein Elektron gibt, fir das der Einfluss der potentiellen Energie
vernachlassigbar klein ist.

Die Dichte der Elektronen ist damit 1/a und es ergibt sich die Fermi-Wellenzahl
ke = 3,09/a.

Die Fermi-Kugel liegt somit innerhalb der 1. Brillouin-Zone, wie es in der linken
Abbildung gezeigt wird.

Die rechte Abbildung zeigt die Bandstruktur der Elektronen.

Die besetzten k-Zustande sind durch eine rote Linie angedeutet.
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Als realistisches Beispiel soll kristallines Kupfer betrachtet werden. Die Abbildung
zeigt links die Zustandsdichte und rechts die Bandstruktur von Kupfer.

Die 3d-Orbitale der Kupferatome sind vollstandig mit Elektronen besetzt und es
gibt ein Elektron im 4s Orbital.

Die Bandstruktur zeigt die Energiebander fur Elektronenwellen, die sich zwischen
den Symmetriepunkten der 1. Brillouin-Zone ausbreiten.

Kupfer kristallisiert in einem fcc-Gitter. Die 1. Brillouin-Zone eines fcc-Gitters habe
ich zur besseren Orientierung in die Abbildung der Zustandsdichte eingefugt.

Zwischen I und dem L-Punkt ist der Wellenzahlvektor einer Elektronenwelle
parallel zur Wiirfeldiagonalen. Zwischen I und X ist der Wellenzahlvektor parallel
zu einer der Koordinatenachsen x, y oder z, etc.
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Die durchgezogenen Linien zeigen das Ergebnis einer Bandstrukturrechnung,
wahrend die Punkt die Ergebnisse von Messungen zeigen.

Das Energieband der 4s-Elektronen habe ich durch eine rote Linie markiert.

Sie zeigt ndherungsweise den parabolischen Verlauf, der fur ein quasi freies
Elektron erwartet wird.

Das Band der 4s-Elektronen wird von den fiinf Bandern der 3d-Elektronen
gekreuzt und es ergeben sich Energiellicken.

Im Gegensatz zum Band der 4s-Elektronen sind die Bander der 3d-Elektronen
schmal, was zeigt, dass die 3d-Elektronen sich im Kristallgitter weniger gut
bewegen kdnnen, als die 4s-Elektronen.
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4s-Elektronen, die einen k-Zustand in der Nahe des IN'-Punkts besetzen, sind
starker als die 3d-Elektronen gebunden.

Erst fur groRere Werte der Wellenzahl k Ubersteigt die Energie der 4s-Elektronen
die Energie der 3d-Elektronen aufgrund ihrer kinetischen Energie.

Dass die Energie der 3d- und 4s-Elektronen sehr nahe beieinander liegt, ist
bereits bei der Diskussion des Periodensystems aufgefallen.

Die Fermi-Energie wird nur von den 4s-Elektronen erreicht, die damit die
Leitungselektronen des Kupfers sind.
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Die linke Abbildung zeigt die Zustandsdichte der 3d- und 4s-Elektronen.

Da es fiinf 3d-Bander gibt, die zudem auf einen kleineren Energiebereich
beschrankt sind, ist die Zustandsdichte der 3d-Elektronen sehr viel groRer als die
Zustandsdichte der 4s-Elektronen.

Die Zustandsdichte der 4s Elektronen zeigt naherungsweise den wurzelférmigen
Verlauf der fiir quasi-freie Elektronen erwartet werden kann.

In der letzten Vorlesung habe ich gezeigt, dass die Warmekapazitat des
Elektronengases proportional zur Zustandsdichte bei der Fermi-Energie ist.

Diese Abhangigkeit wurde auf eine effektive Masse umgerechnet, die im Fall von
Kupfer nicht sehr von der freien Elektronenmasse abweicht. Es ergibt sich
m*/me = 1.4.
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Beim Eisen ergibt sich mit m*/m, = 10 eine gréRere Abweichung von der Masse
des freien Elektrons, was eine grofe Zustandsdichte anzeigt.

Ein Blick auf die Zustandsdichte der Abbildung zeigt, dass beim Eisen die
Fermi-Energie im Bereich der 3d-Orbitale liegen muss, was der Grund fiir die
groRe Zustandsdichte bei der Fermi-Energie ist.

Die effektive Masse, die aus den Messungen der Warmekapazitat bestimmt wird,
ist schlicht ein Parameter, der die Zustandsdichte D(Eg) bei der Fermi-Energie
beschreibt.

Der Zusammenhang mit der Dynamik der Elektronen ist indirekt.

Eine groRRe effektive Masse bedeutet eine hohe Zustandsdichte bei der
Fermi-Energie, die durch schmale Energiebander verursacht wird.
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Schmale Energiebander gegeben sich, wenn die Beweglichkeit der Elektronen
durch die Periodizitat des Kristallgitters eingeschrankt ist.



Bloch-Wellen 1. Brillouin-Zone Energiebander Bandelektronen Ferromagnetismus Supraleitung Revision Inhaltsverzeichnis

Energiebander 9: Fermi-Flache von Kupfer




Bloch-Wellen 1. Brillouin-Zone Energiebander Bandelektronen Ferromagnetismus Supraleitung Revision Inhaltsverzeichnis

Energiebander 9 Kommentar 1

Die linke Abbildung zeigt die Fermi-Flache von Kupfer.

Auf der Fermi-Flache liegen die Endpunkte der k-Vektoren, welche der
Fermi-Energie entsprechen.

Im Sommerfeld-Modell ist die Fermi-Flache die Oberflache der Fermi-Kugel.

Obwohl die potentielle Energie die Fermi-Flache beeinflusst, kann im Fall von
Kupfer die Fermi-Kugel sehr gut erkannt werden.

Auffallig sind die schwarzen Flachen, bei den L-Punkten der 1. Brillouin-Zone.

Schaut man sich die Bandstruktur in diesem Bereich an, dann erkennt man, dass
die 4s-Elektronen am L-Punkt die Fermi-Energie nicht erreichen.
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Somit kann es im Bereich der L-Punkte auch keine Fermi-Flache geben, was
durch die schwarzen Flachen angedeutet wird.

Nahe bei den L-Punkten gibt es eine Linie, bei der die Fermi-Energie erst auf der
Begrenzungsflache der 1. Brillouin-Zone erreicht wird.

Die Niveaulinien in diesem Bereich zeigen an, dass sich die Fermi-Flache uber die
Kugelflache der zugrundeliegenden Fermi-Kugel erhebt.

Die rechte Abbildung zeigt zur besseren Orientierung noch einmal die Lage der
1. Brillouin-Zone in der kubischen Elementarzelle des reziproken Gitters, wie sie
im vorigen Abschnitt diskutiert worden ist.
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Leitungselektronen werden durch Wellenpakete beschrieben.
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In einem ungestérten Zustand besetzen die Elektronen die k-Zustande bis zur
Fermi-Flache.

Die Bewegungen der Elektronen kompensieren sich, da es zu jeder Bloch-Welle
eine gegenlaufige Welle gibt.

Der ungestorte Zustand kann z.B. dadurch gestort werden, dass eine elektrische
Potentialdifferenz oder ein Temperaturgradient an den Kristall angelegt wird.

Die Elektronen in der Nahe der Fermi-Flache werden angeregt und besetzen
Bloch-Wellen, deren Energie die Fermi-Energie Ubersteigt.

Sowohl bei thermischen Anregungen als auch bei Anregungen durch eine
elektrische Potentialdifferenz ist die Anregungsenergie klein im Vergleich zur
Fermi-Energie, solange das Metall nicht zum Schmelzen oder gar zum
Verdampfen gebracht wird.
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Obwohl nur ein kleiner Anteil der Elektronen angeregt werden kann, handelt es
sich dabei um eine sehr gro3e Zahl von Elektronen.

Gibt es z.B. 1 mol Valenzelektronen und betrifft die Anregung nur ein Hundertstel
dieser Elektronen, dann sind es immer noch 102" Elektronen, die betroffen sind.

Aus dem Erfolg des Drude-Modells bei der Beschreibung der Elektronendynamik
kann man schlieRen, dass die Annahme wohl lokalisierter Elektronen ein sehr
erfolgreicher Ansatz ist.

Dieser Ansatz scheint der Schrédinger-Gleichung zu widersprechen, deren
Ldsung Blochwellen sind, die sich Uber den gesamten Kristall erstrecken.

An dieser Stelle hilft ein Blick auf eine ruhige Wasseroberflache, die durch einen
Steinwurf angeregt wird.
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Dabei entstehen Wellenpakete, die sich Uber die Wasseroberflache ausbreiten.

Ahnlich verhalt es sich bei den Elektronen, von denen sehr viele angeregt werden,
und deren Bloch-Wellen sich zu Wellenpaketen Uberlagern.

Die Abbildung illustriert die Formation eines Wellenpakets.

Die Wellenpakete setzten sich aus Bloch-Wellen zusammen, deren
Wellenzahlvektoren eine gewissen Verteilung um einen mittleren Wellenzahlvektor
I?o haben.

Die Wellenpakete haben eine endlichen Ausdehnung, die in der eindimensionalen
Darstellung der Abbildung mit Ax bezeichnet ist.

Die Wellenpakete haben auch eine endliche Lebensdauer, da die Elektronen
durch Streuung in andere k-Zusténde ibergehen kdnnen.
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Wird als Beispiel Kupfer betrachtet, dann kann man aus dem Ohmschen Gesetz
eine mittlere StolRzeit bzw. eine mittlere Lebensdauer der Wellenpakete von
~ 24 -10~ "5 s abschatzen.

Damit ergibt sich mit der Zeit-Energie Unscharferelation Af{AE > h/2 eine
Energieunsicherheit von rund 0,01 eV, die im Vergleich zur Fermi-Energie klein ist.

Diese Wellenpakete werden oft schlicht (und irrefiihrend) als Elektronen
bezeichnet, obwohl es sich um Quasiteilchen behandelt, die fir den Transport der
Ladung in Metallen und auch Halbleitern verantwortlich sind.

Wahrend die zugrundeliegenden Blochwellen sich mit der Phasengeschwindigkeit
w/k ausbreiten, bewegen sich Wellenpakete mit der Gruppengeschwindigkeit, die
durch den Gradienten der Kreisfrequenz w gegeben ist.
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Wird die Formel mit i erweitert, dann ergibt sich der Zusammenhang der
Geschwindigkeit mit der Bandstruktur E(k).

Alle die Merkwurdigkeiten, die mit Leitungselektronen beobachtet werden kénnen,
sind darauf zurlickzufiihren, dass die Leitungselektronen nicht die
Elementarteilchen der Teilchenphysik sind, sondern Wellenpakete bzw.
Quasiteilchen.
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Die Kraft auf ein Wellenpaket in einem elektromagnetischen Feld ist

hl'?:I:':qE'Jrq\?xé mit g=—e

Fur die raumliche Beschleunigung eines Wellenpakets gilt
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Rudolf Peierls zeigte, dass ein elektrisches oder magnetisches Feld auf ein
Wellenpaket genauso wirkt, als ware es eine klassische elektrische Ladung.

Die rot umrandete Formel besagt, dass die Kraft, die auf ein Wellenpaket wirkt,
durch die Summe von elektrischer Kraft und Lorentzkraft gegeben ist.

Dabei ist die Kraft wie in der Newtonschen Mechanik durch die zeitliche Ableitung
von hk gegeben. Dabei ist hk nicht der Impuls der klassischen Mechanik, sondern
der Quasi- bzw. Kristallimpuls der Bloch-Wellen.

Da die Bewegungsgleichung eines Wellenpakets formal der Newtonschen
Bewegungsgleichung entspricht, wird die resultierende Dynamik der ,Elektronen®
als semi-klassische Elektronendynamik bezeichnet.
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Der Einfachheit wegen, soll nun der Vektorcharakter der Bewegungsgleichungen
vernachlassigt werden.

Aus der Gruppengeschwindigkeit der Wellenpakete kann durch die Ableitung nach
der Zeit deren raumliche Beschleunigung berechnet werden.

Mit der Formel fiir die Gruppengeschwindigkeit des Wellenpakets ergibt sich die
rot unterstrichene Formel, die durch Anwendung der Kettenregel weiter
ausgewertet werden kann.

Der Vergleich mit der Newtonschen Bewegungsgleichung zeigt, dass der blau
geschriebene Term vor hk als eine inverse Masse interpretiert werden kann.
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Die rot umrandete Formel gibt die inverse Masse ohne Indizes, welche die
Komponenten des Wellenzahlvektors, d.h. ky, k, und k; spezifizieren.

Tatsachlich ist die inverse Masse jedoch ein Tensor, was im folgenden nicht
berlcksichtigt wird.



Bloch-Wellen 1. Brillouin-Zone Energiebander Bandelektronen Ferromagnetismus Supraleitung Revision Inhaltsverzeichnis

Die Bewegungsgleichungen der Bandelektronen 3

E(k)=E,*Bk? und B<0

1/m=2B/1?<0

E(k)=Ak? und A>0

L =20
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Die effektive Masse, mit der ein Wellenpaket, d.h. ein Leitungselektron auf ein
angelegtes elektromagnetisches Feld reagiert, hangt davon ab, wo in der Nahe
der Fermi-Flache sich die k-Zustande befinden, die das Wellenpaket bilden.

Die Abbildung skizziert den Fall, dass sich die k-Zustande in der Nahe des
"-Punktes befinden.

Liegt die Fermi-Energie in der Nahe einer Energiemulde, dann hat die zweite
Ableitung der Bandenergie einen positiven Wert.

Die effektive Masse ist somit positiv.
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Liegt die Fermi-Energie in der Nahe eines Maximums der Bandenergie, dann hat
die zweite Ableitung einen negativen Wert.

Die effektive Masse hat somit einen negativen Wert.

Da eine negative Masse in einer Bewegungsgleichung ungewohnt ist, wird in der
semiklassischen Bewegungsgleichung das Vorzeichen der Ladung q geandert.

Befindet sich die Fermi-Energie in der Nahe eines Maximums der Bandenergie,
dann reagieren die Wellenpakete, d.h. die Leitungselektronen auf ein angelegtes
Feld so, als waren sie positiv geladen.

Die Peierls Theorie der semiklassischen Bewegungsgleichung der Bandelektronen
erklart somit zwanglos, weshalb Leitungselektronen mit einer positiven Ladung auf
ein externes elektrisches und magnetisches Feld reagieren kénnen.
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Isolatoren: kgT << AE
Halbleiter: kgT ~ AE

Leitungsband
(neg. Ladung)

AE=~ksT

Valenzband
(pos. Ladung)

—m/a 0 n/a
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Sind alle k-Zustande in der 1. Brillouin-Zone fiir das Energieband mit der héchsten
Energie besetzt, dann gibt es keine freien k-Zusténde in die Elektronen gestreut
werden kdnnen.

Die Elektronen sind in ihren k-Zustanden blockiert und der Kristall ist ein
elektrischer Isolator.

Die Abbildung skizziert diese Situation fur quasi freie Elektronen in einem einfach
kubischen Kristallgitter. Der k-Vektor ist entlang einer Koordinatenachse orientiert.

Ahnliche Bilder ergeben sich fiir andere Ausbreitungsrichtungen.

Gibt es aber auch nur eine Ausbreitungsrichtung, fiir die ein Band nicht vollstandig
besetzt ist, dann ist der Kristall kein Isolator, sondern ein Metall.
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So kommt man zur Einsicht, dass ein Material ein Isolator sein kann, obwohl es
Elektronenwellen gibt. Solche Isolatoren nennt man ,Band-Isolatoren” oder
,Bloch-Wilson-Isolatoren®.

Nun soll der Fall betrachtet werden, dass die thermische Energie gro3 genug ist,
um Elektronen in k-Zustande des nachsten unbesetzten Energiebands anzuregen.

Das zunachst vollstandig besetzte Band wird dann als Valenzband bezeichnet.
Das zunachst unbesetzte angeregte Band wird als Leitungsband bezeichnet.

Fir die in der Abbildung skizzierte Situation, verhalten sich die Elektronen im
Valenzband wie positiv geladene Ladungstrager, wahrend sich die Elektronen im
Leitungsband ,normal“ verhalten.



Bloch-Wellen 1. Brillouin-Zone Energiebander Bandelektronen Ferromagnetismus Supraleitung Revision Inhaltsverzeichnis

Die Bewegungsgleichungen der Bandelektronen 5

—— elements
4 |-
"-v
1-VI
3L
S
Q
W L
a2
1E

100 200 Sn 300

Masse je primitiver Einheitzelle (g/mol)



Bloch-Wellen 1. Brillouin-Zone Energiebander Bandelektronen Ferromagnetismus Supraleitung Revision Inhaltsverzeichnis

Die Bewegungsgleichungen der Bandelektronen 5 Kommentar

Halbleiter ergeben sich, wenn die Energiellicke zum nachsten angeregten Band
so klein ist, dass eine thermische Anregung mdéglich wird.

Die Abbildung gibt einen Uberblick tber die Energiellicken verschiedener
Halbleiter (zum Vergleich: kg - 300 K = 26 meV).

Die schwarze Linie verbindet die Elemente Silizium, Germanium und Zinn.
Die blaue Linie verbindet die llI-V Halbleiter und die rote Linie die |I-VI Halbleiter.

Werden Elemente aus verschiedenen Gruppen des Periodensystems kombiniert,
dann kann dadurch die Energiellicke beeinflusst werden.
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Die Abbildung zeigt links die 1. Brillouin-Zone, dann die Zustandsdichte und rechts
die Bandstruktur von Germanium.

Wie beim Kupfer geht es vom '-Punkt nach links zum L-Punkt und rechts Gber X
und K zurick zum M-Punkt.

Alle Orbitale von Germanium sind vollstandig mit Elektronen besetzt, so dass
auch alle k-Zustande in der 1. Brillouin-Zone fiir die besetzten Bander vollstandig
mit Elektronen belegt sind.
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Die Energiellicke zum nachsten angeregten Band betragt rund 1 eV was einer
Anregungsenergie von eV/kg~11600 K entspricht.

Die hochste Energie des Valenzbands liegt beim '-Punkt, so dass sich dort bei
thermischer Anregung positive Ladungstrager ergeben.

Die kleinste Energie des Leitungsbands liegt nicht am I'-Punkt, sondern am
L-Punkt der 1. Brillouin-Zone, so dass Elektronen bei der Anregung nicht nur die
Energie, sondern auch den Impuls andern mussen.
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Diese Abbildung zeigt die entscheidenden Bander etwas genauer.

Im Gegensatz zur vorigen Abbildung ist der L-Punkt nun rechts vom -Punkt
gezeichnet.

Man erkennt, dass es am I'-Punkt zwei Valenzbander gibt, die eine verschiedene
Krimmung haben.

Bei Halbleitern ist es Ublich die positiven Ladungstrager als Elektronen-Lécher zu
bezeichnen.

Gemal der Abbildung gibt es also zwei effektiven Massen und man spricht von
einem leichten und einem schweren Elektronen-Loch.
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Die Bezeichnung Elektronen-Loch deutet darauf hin, dass die elektrische
Leitfahigkeit den unbesetzten k-Zustanden zugeordnet werden kann.

Tatsachlich kann der elektrische Strom immer berechnet werden, indem Uber die
besetzten k-Zustande oder alternativ Uber die unbesetzten k-Zustande summiert
wird.

Der Grund dafiir ist, dass es zu jeder Welle, die mit Elektronen besetzt ist, eine
gegenlaufige Welle gibt, wenn alle k-Zustande der 1. Brillouin-Zone mit Elektronen
besetzt sind.

Deshalb kann kein elektrischer Strom flieRen, wenn alle k-Zustande der 1.
Brillouin-Zone mit Elektronen besetzt sind.



Bloch-Wellen 1. Brillouin-Zone Energiebander Bandelektronen Ferromagnetismus Supraleitung Revision Inhaltsverzeichnis

Die Bewegungsgleichungen der Bandelektronen 7 Kommentar 3

o
E,besetzt
und damit
0=> = > + >
allek  k,besetzt k,unbesetzt
und somit

J« ¥ == %

E, besetzt E, unbesetzt



Bloch-Wellen 1. Brillouin-Zone Energiebander Bandelektronen Ferromagnetismus Supraleitung Revision Inhaltsverzeichnis

Die Bewegungsgleichungen der Bandelektronen 7 Kommentar 3

Bei der Berechnung des elektrischen Stroms kann Uber alle besetzten k-Zustande
summiert werden, oder alternativ Gber all k-Zustande, die unbesetzt sind.

Die beiden Summen unterscheiden sich nur im Vorzeichen.

Da an der Bandspitze positive Ladungstrager aufgrund der Bandkriimmung
auftreten, liegt es nahe diese mit den unbesetzten k-Zustanden zu identifizieren.
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In dieser Abbildung werden auf der linken Seite die Bandstrukturen von Silizium
und Germanium verglichen.

Wahrend beim Germaniumatom das 4s und 4p-Orbital besetzt ist, sind es beim
Silizium das 3s und 3p-Orbital.

Beide Elemente kristallisieren aufgrund der sp® Hybridorbitale in der
Diamantstruktur und die Bandstrukturen dhneln sich sehr’.

Die hochste Energie des Valenzbands liegt bei beiden Substanzen beim I'-Punkt.

"Die Bandliicke bei Diamant selbst ist groR und betragt ~ 5,6 eV, so dass Diamant ein Isolator ist.
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Die Bewegungsgleichungen der Bandelektronen 8 Kommentar 2

Im Gegensatz zum Germanium liegt beim Silizium die kleinste Energie des
Leitungsbands nicht beim L-Punkt, sondern irgendwo auf dem Weg vom I'-Punkt
zum X-Punkt.r

Auf der rechten Seite der Abbildung geben die rot gezeichneten Flachen in der 1.
Brillouinzone die Lage der k-Zustande mit der kleinsten Energie des
Leitungsbandes an.

Beim Silizium liegen diese zigarrenférmigen Gebilde auf dem Weg zwischen dem
I und dem X-Punkt, wahrend sie beim Germanium auf der sechseckigen
Begrenzungsflache der 1. Brillouin-Zone enden.
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Die Bewegungsgleichungen der Bandelektronen 9 Kommentar 1

Die Abbildung zeigt eine schematische Bandstruktur.

Die horizontalen Linien deuten die Energieniveaus eines Donator-Atoms E, und
eines Akzeptor-Atoms E; an.

Die Elektronen der Donator/Akzeptor-Atome sind lokalisiert, so dass das
entsprechende Energieband schlicht eine horizontale Linie ergibt.

Die Energiellcke zwischen der kleinsten Energie im Leitungsband und der
relevanten Energie des Donator-Atoms ist klein, so dass ein Elektron mit einer
groRen Wahrscheinlichkeit thermisch vom Donator-Atom in das Leitungsband
angeregt werden kann.
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Entsprechend ist die Energieliicke zwischen dem relevanten Energieniveau des
Akzeptor-Atoms und der hdchsten Energie im Valenzband so klein, dass ein
Elektron mit grof3er Wahrscheinlichkeit aus dem Valenzband in ein Energieniveau
eines Akzeptor-Atoms angeregt werden kann.
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Die Abbildung gibt einen Uberblick tber die Energie der Donator- bzw.
Akzeptor-Niveaus verschiedener Elemente, wenn sie als Fremdatome in das
Kristallgitter von Silizium eingebaut werden.

Beim Lithium (Li), Antimon (Sb), Phosphor (P) und Arsen (As), sowie beim Bor (B),
Aluminium (Al), Gallium (Ga) und Sauerstoff (O) sind die Energiellicken so klein,
dass sie thermisch gut bei Raumtemperatur (thermische Energie ~0,026 eV)
angeregt werden kdnnen.
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Die Abbildung zeigt die Elektronendichte im Leitungsband von Silizium (S.M. Sze
Semiconductor Devices Physics and Technology 2"9Ed. Wiley 2002).

Die gestrichelte Linie gibt die intrinsische Elektronendicht von reinem Silizium.

Fir Temperaturen unterhalb von 400 K ist die Elektronendichte vernachlassigbar
klein, da die Energiellicke zwischen dem Valenz- und Leitungsband mit 1,12 eV
recht grof} ist, so dass gro3e Temperaturen nétig sind, um Elektronen aus dem
Valenzband in das Leitungsband anzuregen.

Wird Silizium mit einem Donator-Atom dotiert, dann ist die Energiellicke flr die
Anregung von Elektronen in das Leitungsband sehr viel kleiner und beginnt in der
Abbildung schon im Bereich von 100 K.
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In einem grofRen Temperaturbereich entspricht die Elektronendichte im
Leitungsband dann der Dichte der Donator-Atome.

Erst wenn die Temperatur deutlich Gber 400 K anwachst, steigt aufgrund der
intrinsischen Anregung die Elektronendichte im Leitungsband wieder an.
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Dieses Periodensystem zeigt an, dass die meisten Elemente bei tiefen
Temperaturen supraleitend werden.

Viele werden spontan supraleitend und bei anderen muss mit einen
hydrostatischen Druck nachgeholfen werden.

Einige wenige Elemente zeigen Magnetismus.

Das 3d-Element Chrom ist antiferromagnetisch und ordnet bei einer
Néel-Temperatur von 311 K.

Beim Mangan gibt es vier verschiedene Kristallgitter, wobei nur a-Mangan
unterhalb einer Néel-Temperatur von 100 K antiferromagnetisch ordnet.

Eisen, Cobalt und Nickel ordnen ferromagnetisch.



Bloch-Wellen 1. Brillouin-Zone Energiebander Bandelektronen Ferromagnetismus Supraleitung Revision Inhaltsverzeichnis

Ferromagnetismus 1 Kommentar 2

Der Ferromagnetismus verschwindet bei Temperaturen oberhalb der
Curie-Temperatur.

Die Curie-Temperatur betragt bei Eisen rund 1000 K, bei Cobalt 1400 K und bei
Nickel 630 K.

Neben den Ubergangsmetallen der 3d-Elemente bilden die 4f-Elemente der
Seltenen-Erden magnetische Strukturen.

Es ergeben sich komplizierte magnetische Spiralstrukturen, die auf die
Wechselwirkung der lokalisierten magnetischen Momente der 4f-Orbitale mit den
Leitungselektronen der 5d und 6s-Orbitale zurlickgefuhrt werden kénnen.
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Obwohl magnetische Ordnung nur bei wenigen Elementen beobachtet wird, sind
die magnetischen Phasen relativ robust gegen thermische Anregungen.

Das steht im Kontrast zur Supraleitung, bei der die Ubergangstemperatur meist
weit unterhalb von 10 K liegt.
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Im Folgenden soll nur der einfachste Fall: der Ferromagnetismus von Eisen,
Cobalt und Nickel besprochen werden.

Im Sommerfeldmodell ist die Zustandsdichte proportional zur Wurzel aus der
Energie und die k-Zustande sind bis zur Fermi-Energie mit Elektronen besetzt.

Die linke Abbildung zeigt die Zustandsdichte getrennt nach der Spinquantenzahl

Die besetzten k-Zustéande mit der Spinquantenzahl ms = —1/2 sind rot markiert,
wahrend die k-Zustande mit der Spinquantenzahl +1/2 griin markiert sind.

Die kleinen Kreise deuten zwei Elektronen an, die einen gemeinsamen k-Zustand
nahe bei der Fermi-Energie besetzen sollen.
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Bei der Diskussion der Austauschwechselwirkung wurde bemerkt, dass
Elektronen im Rahmen der Energieunscharferelation, ihre Quantenzustande
verlassen und sozusagen etwas Neues ausprobieren kdnnen.

Der Pfeil in der linken Abbildung deutet an, dass ein Elektron nahe der
Fermi-Energie aus dem griinen Feld in einen freien k-Zustand auf der anderen
Seite wechselt und dazu seine Spinquantenzahl andert.

Wird die Temperatur T = 0 betrachtet, dann muss das Elektron seine kinetische
Energie etwas erhdhen, da alle k-Zustande bis zur Fermi-Energie mit Elektronen
besetzt sind.

Gleichzeitig reduziert es aber die elektrische AbstoRungskraft aufgrund der
Austauschwechselwirkung.



Bloch-Wellen 1. Brillouin-Zone Energiebander Bandelektronen Ferromagnetismus Supraleitung Revision Inhaltsverzeichnis

Ferromagnetismus 2 Kommentar 3

Bei den meisten Elementen Uberwiegt die zusatzliche Energie den Energiegewinn
aufgrund der reduzierten elektrischen AbstoRungskraft.

Im Fall von Eisen, Cobalt und Nickel ist der Energiegewinn aufgrund der
reduzierten AbstoRungskraft jedoch groRer als die zusatzliche kinetische Energie,
so dass viele Elektronen permanent die Seite wechseln kénnen.

Es ergibt sich dadurch die rechte Abbildung.

Die Zustandsdichten flir die beiden Spinquantenzahlen verschieben sich
gegeneinander, bis sich die zusatzliche Energie und die reduzierte potentielle
Energie aufgrund der elektrischen AbstoRungskraft die Waage halten.
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Edmund Clifton Stoner veroffentlichte 1939 einen Ansatz, in dem diese Idee
quantitativ formuliert wird.

Stoner betrachtet 2n Elektronen die paarweise Bloch-Wellen bei der
Fermi-Energie besetzen: n = ny = n,.

Die zusatzliche Energie der Coulomb-AbstoRung aufgrund der antiparallelen
Orientierung der Elektronenspins sei U, so dass die Austauschwechselwirkung zu
einer zusatzlichen potentiellen Energie der antiparallelen Spins fihrt

UAustausch = UnTni-

Werden An Elektronen angeregt und deren Spin gedreht, dann reduziert sich die
potentielle Energie
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Die zusatzliche kinetische Energie AEy, = AnAE kann mit der Zustandsdichte bei
der Fermi-Energie berechnet werden

dh. AE= A1

1 An
D(Er) = VD(Er)

"V AE

E=E¢

Die gesamte Energieanderung ist damit

1 An)?
AE = AUngstausen -+ A = (An)? (—U+ VD(EF)> — ok (~UVD(ER) + 1)

Die Energie erniedrigt sich, wenn das Stoner-Kriterium erflllt ist
UVD(Eg) > 1,

d.h. es werden fiir den Ferromagnetismus der Bandelektronen gro3e
Zustandsdichten bei der Fermi-Energie bendtigt.
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Die Abbildung zeigt nochmal die Zustandsdichte und Bandstruktur von Kupfer, die
in der letzten Vorlesung diskutiert worden ist.

Die Leitungselektronen bei Kupfer stammen aus dem 4s-Orbital.

Die Abschnitte der Bandstruktur, die eindeutig dem 4s-Orbital zugeordnet werden
konnen, sind rot markiert.

Kupfer ist unmagnetisch.

Andert ein 4s-Elektron seine Spinrichtung, dann ist die zusatzliche Energie gréRer
als der Energiegewinn aufgrund der reduzierten elektrischen AbstoRungskraft.

Im Gegensatz zu den 4s-Elektronen sind die Energiebander der 3d-Elektronen auf
einen sehr viel kleineren Energiebereich beschrankt und die Zustandsdichte kann
sehr gro3e Werte erreichen.
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Ich zeige an dieser Stelle nochmal die Bandstruktur von Kupfer, da die Abbildung
das Zustandekommen der Zustandsdichte veranschaulicht.

Ahnliche Zustandsdichten ergeben sich fiir Eisen, Nickel und Cobalt, die
spinpolarisiert im folgenden gezeigt werden.
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Energie relativ zur Fermi-Energie (eV)

N L 1 1 1 1 1 1
2 1 0 -1 -2 2 1 0 -1 -2
Zustandsdichte (1/eV)
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Eisen, Kobalt und Nickel sind ferromagnetisch.
Die Abbildung zeigt fur die drei Metalle die Zustandsdichten.

Die Zustandsdichten der Ubergangsmetalle sind sehr &hnlich, wie der Vergleich
mit Kupfer zeigt.

Im Bereich der Fermi-Energie sind die Zustandsdichte der 4s und 3d-Bander
wichtig.

Die Abbildungen zeigen, dass die Zustandsdichten fir die up- und down-Spins
sich gegeneinander verschieben und eine Spinrichtung bevorzugt wird.

Die rot markierte Spinrichtung wird entvdlkert und die griin markierte Spinrichtung
starker besetzt.

Offensichtlich ist es die hohe Zustandsdichte der 3d-Bander, die zum

| el 1 [ o Y (DA A DAY R <L R i
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Beim Cobalt und Nickel werden die 3d-Bander fir die griin markierte Spinrichtung
vollstandig besetzt und tauchen unter die Fermi-Energie ab.

Fir die griin markierte Spinrichtung sind es die 4s-Elektronen, die zur Leitfahigkeit
beitragen.

Fir die rot markierte Spinrichtung tragen sowohl 4s als auch 3d-Elektronen bei.

Beim Eisen werden die 3d-Bander der griin markierten Spinrichtung starker
besetzt.

Sie tauchen dabei aber im Gegensatz zu Cobalt und Nickel nicht unter die
Fermi-Energie ab und tragen flir beide Spinpolarisationen weiterhin zur
Leitfahigkeit bei.
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(CurieEisen3.mp4)


CurieEisen3.mp4
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Mit wachsender Temperatur werden immer mehr Elektronen thermisch angeregt,
so dass das Wechselspiel der zusatzlichen Energie und der potentieller Energie
gegenuber der thermischen Anregungsenergie seine Bedeutung verliert.

Die Referenztemperatur ist die Fermi-Temperatur.

Deshalb sind relativ hohe Temperaturen notwendig, wenn die thermische
Anregung Uber die Austauscheffekte dominieren soll.

Fir Temperaturen oberhalb der Curie-Temperatur, werden die angeregten
k-Zustande wieder gleichmaRig mit Elektronen der beiden Spinquantenzahlen
+1/2 besetzt und der Ferromagnetismus verschwindet.

Das Video zeigt ein Stiickchen Eisen, das am Ende eines Pendels angebracht ist.



Bloch-Wellen 1. Brillouin-Zone Energiebander Bandelektronen Ferromagnetismus Supraleitung Revision Inhaltsverzeichnis

Ferromagnetismus 5 Kommentar 2

Das Stiuckchen Eisen wird von einem Magneten angezogen, so dass das Pendel
aus seiner Ruhelage ausgelenkt wird.

Die Curie-Temperatur von Eisen betragt 758° C und das Eisenstlicken wird durch
einen Bunsenbrenner erwarmt.

Ubersteigt die Temperatur des Eisenstiickchens die Curie-Temperatur, dann
verschwindet das magnetische Moment von Eisen und das Pendel kann frei
schwingen.

Die Temperatur des Eisenstlickchens kann anhand seiner Farbe abgeschatzt
werden. Gliht es dunkelrot, dann liegt die Temperatur im Bereich von 740° C.
Gluht das Eisen hellrot, dann liegt die Temperatur im Bereich von 850° C. Die
gelbe Zusatzflamme ist ein lastiger Defekt des im Experiment verwendeten
Bunsenbrenners.
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Fir die Leitungselektronen der 4d- und 5d-Orbitale wird kein Magnetismus
beobachtet.

Aufgrund der gréReren radialen Ausdehnung dieser Orbitale sind diese Elektronen
beweglicher als die 3d-Elektronen.

Die Energiebander der 4d- und 5d-Elektronen erstrecken sich tUber einen
grofkeren Energiebereich, so dass der Gewinn an potentieller Energie geringer ist
als die erforderliche Zusatzenergie, wenn die Spinquantenzahl verandert wird.

Folglich bildet sich keine spontane Magnetisierung fur diese Elemente aus.
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Elektronische Eigenschaften von Festkorpern

m Das Drude-Modell

m Das Sommerfeld-Modell

m Das semiklassische Modell der Elektronendynamik
m Ferromagnetismus

]

Supraleitung
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BCS-Theorie der Supraleitung (John Bardeen, Leon Cooper, Robert Schriefer
1957): Cooper-Paare {+l? t, —k 1}

raumliche Ausdehnung der
Wellenfunktion

’fo ~ 2-1000 nm

Makroskopische Wellenfunktion

o—Et/h

Y=Y
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Nach der Entdeckung der Supraleitung im Jahr 1911 dauerte es bis 1957, ehe die
erste mikroskopische Theorie der Supraleitung von Bardeen, Cooper und
Schriefer verdéffentlicht wurde.

Die Grundidee der BSC-Theorie ist, dass sich zwei gegenlaufige Elektronen mit
der gleichen Wellenzahl in einem neuen Quantenzustand binden.

Die Abbildung illustriert, wie man sich den Kopplungsmechanismus im Rahmen
der BCS-Theorie vorstellt.

Da die Atome nicht starr auf ihren Gitterplatzen verharren, sondern um ihre
Gleichgewichtslagen schwingen, kdnnen sie darauf reagieren, wenn ein Elektron
vorbei fliegt.

Die obere Abbildung zeigt, wie sich die Atome in Richtung des Elektrons bewegen.
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Da die Elektronen mit sehr groRen Geschwindigkeiten unterwegs sind und die
Atome im Vergleich dazu sich nur sehr langsam bewegen, entsteht ein Kanal, den
das gegenlaufige Elektron nutzen kann, um mit einer verkleinerten potentiellen
Energie durch das Kristallgitter zu fliegen.

Die positiv geladenen Atome ricken naher an die Elektronen und erhéhen
dadurch ihre Bindungsenergie.

Durch diesen Energiegewinn bilden die beiden gegenlaufigen Elektronen einen
neuen Quantenzustand.
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Wegen dem Pauli-Prinzip kann dieser Quantenzustand nur von zwei Elektronen
gebildet werden, die sich in ihrer Spinquantenzahl unterscheiden.

Dieser gebundene Zustand von zwei Leitungselektronen wurde von Leon Cooper
1956 entdeckt.

Seither nennt man diese gebundenen Elektronenzustande Cooper-Paare.

Mit den Elektronen sind Wellenpakete gemeint, in denen sich die angeregten
Elektronen befinden.
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Die Wellenpaketen haben eine gewisse raumliche Ausdehnung.

Aus diesem Grund haben auch die Cooper-Paar eine raumliche Ausdehnung, die
der der Wellenpakete entspricht und Korrelationslange ¢; genannt wird.

Sie liegt je nach Substanz im Bereich von 2 bis 1000 nm.

Die Korrelationslange &, der Cooper-Paare ist gro3, so dass es in diesem Bereich
sehr viele Elektronen gibt.

Deshalb ist es nicht méglich, einem Cooper-Paar zwei bestimmte Elektronen
zuzuordnen.
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Standig kommen und gehen Elektronen, so dass die Bezeichnung ,Paar nicht
zwei bestimmte Elektronen meint.

Cooper-Paare sind stabil, obwohl die zugrundeliegenden Elektronen standig
ausgetauscht werden.

Da sich die Spins der Elektronen in den Cooper-Paaren zum Gesamtspin Null
addieren, verhalten sich die Cooper-Paare anders als einzelne Elektronen.

Wahrend Elektronen aufgrund des Pauli-Prinzips jeden Quantenzustand nur
einfach besetzen kénnen und sich aus dem Weg gehen missen, kdnnen
Cooper-Paare einen Quantenzustand in einer beliebigen Anzahl besetzen.
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Darin ahneln Cooper-Paare den Photonen, die bei einem Laser einen
Quantenzustand in groRer Zahl besetzen, der dann die koharente Lichtwelle bzw.
den Laserstrahl ergibt.

Wie die Photon beim Laser besetzen die Cooper-Paare einen gemeinsamen
Quantenzustand und formen eine makroskopische Wellenfunktion, die sich tber
den gesamten Festkorper erstreckt.

Ahnlich wie mit den Laserstrahlen kénnen auch mit den supraleitenden
Wellenfunktionen Interferenzexperimente durchgefihrt werden.

Elektrische Schaltkreise, die diese Interferenzen ausnutzen, nennt man Squids.

Die Abkurzung Squid steht fur ,Superconducting Quantum Interference Device®.
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Supraleitung 2: Meil3ner-Effekt

(Moebiusband.mp4)


Moebiusband.mp4
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Das Video zeigt einen Supraleiter, der sich in einem bestimmten Abstand Uber
einer Bahn befindet, die mit Permanentmagneten belegt ist.

Das Magnetfeld induziert im Supraleiter Abschirmstréme, die instantan reagieren,
wenn sich der Abstand zwischen dem Supraleiter und der Bahn andert.

Das magnetische Moment des Supraleiters aufgrund der Abschirmstréme stellt
sich stets so ein, dass sich der Abstand zur Bahn nicht verandert.

Der Supraleiter befindet sich zur thermischen Isolation in einem Styroporbehalter.

Bei dem Supraleiter handelt es sich um einen sogenannten
Hochtemperatursupraleiter, der bereits mit fliissigem Stickstoff unter seine
Ubergangstemperatur abgekihlt werden kann.
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Supraleitung 3: London-Gleichungen

Fritz und Heinz London (1935): Bewegungsgleichung fiir supraleitende

Ladungstrager
6‘7 —
Y _ gE
Mot
mit der supraleitenden Stromdichte
IS = qnsV
folgt
m s _ g
q?ns ot E

und es wird die Londonsche Eindringtiefe definiert.

m

A2 =
t quzns
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Eine erste phanomenologische Theorie zur Supraleitung wurde bereits 1935 von
Fritz und Heinz London formuliert.

Die London-Theorie nimmt an, das es supraleitende Ladungstrager gibt, welche
wie ublich auf ein angelegtes elektrisches Feld reagieren.

Die erste Gleichung formuliert diese Annahme.

Die supraleitenden Ladungstrager wurden spater als die Cooper-Paare identifiziert
und tragen die Ladung g = —2e.

Die grofte Unterschied zwischen der Dynamik der Cooper-Paare und normalen
Ladungstragern besteht darin, dass Cooper-Paare keinen Streuprozessen
unterliegen.
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Die zweite Gleichung gibt die supraleitende Stromdichte js, welche sich aus mit
der Dichte ng der supraleitenden Ladungstragern, deren Ladung g = —2e und
deren Driftgeschwindigkeit ergibt.

Die rot unterstrichene Gleichung ergibt sich, wenn die Stromdichte in die
Bewegungsgleichung der ersten Zeite eingesetzt wird.

Wird der Vorfaktor durch die magnetische Feldkonstante yg ~ 411 -10~7 Vs/Am
ergibt sich eine Grof3e die in Quadratmetern gemessen wird.

Es zeigt sich, dass diese GroRe die London-Eindringtiefe zum Quadrat ist.

Diese Eindringtiefe charakterisiert den Bereich, in den ein Magnetfeld in einen
Supraleiter eindringen kann.
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1. London-Gleichung

Js
E = pgh2=3
HoAL ot
Wird die 1. London-Gleichung in die 3. Maxwell-Gleichung (Induktionsgesetz)
eingesetzt
= oB 0 2
VXE:_EZIJOAEQ_VX/S

dann ergibt sich die 2. London-Gleichung

2"d London equation

B = —pohf V x js
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Die rot umrandete Gleichung gibt die 1. London-Gleichung mit der Londonschen
Eindringtiefe.

Wir die 1. London-Gleichung in das Induktionsgesetz eingesetzt, dann ergibt sich
die 2. London-Gleichung (rot umrandet).
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Supraleitung 5

Mit den 2. Londonsche Gesetz und dem Ampereschen Gesetz V x B= uofs ergibt
sich
B = AV?B
mit VB = 0 (2. Maxwell-Gleichung) und V x (V x B) = V(VB) — V2B

in einer Dimension gilt ~ B(x) = A? ‘925((2") —  B(x) = Bae M

ein magnetisches Feld kann nur in einer
dinnen Oberflachenschicht in einen
Supraleiter eindringen — Meil3ner-Effekt
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Die rot unterstrichene Gleichung ergibt sich, wenn die 2. London-Gleichung in das
Amperesche Gesetz eingesetzt wird.

Die Abbildung illustriert die Bedeutung dieser Gleichung.

Ein magnetisches Feld B, wird parallel zur Oberflache eines Supraleiters entlang
der z-Achse angelegt.

Der Abfall des magnetischen Felds im Supraleiter senkrecht zur Oberflache kann
mit der Differentialgleichung berechnet werden.

Die Lésung ist ein exponentieller Abfall, wobei die charakteristische Lange durch
die Londonsche Eindringtiefe gegeben ist.
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Das Magnetfeld kann nur ein eine diinne Oberflachenschicht eindringen.
Innerhalb des Supraleiters ist das Magnetfeld immer Null.
Das ist der Meil3ner-Effekt.

Abschirmstrome flieRen, sobald der Supraleiter unter seine kritische Temperatur
abgekiihlt wird.

Wir ein Magnetfeld oberhalb der Ubergangstemperatur angelegt, so werden
ebenfalls Abschirmstréme induziert, die aber aufgrund des elektrischen
Widerstand schnell abklingen, so dass das Magnetfeld den Supraleiter
durchdringen kann.
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Wird der Supraleiter unter seinen Ubergangstemperatur abgekiihlt, entstehen die
Abschirmstrome auch ohne die Wirkung des Induktionsgesetzes.

Die Abschirmstréome bewirken ein starkes magnetische Moment des Supraleiters,
das sehr schnell auf eine Anderung des dulieren Magnetfelds reagieren kann.
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Londonsche Eindringtiefe fur verschiedene Elemente

$A/nm . Element | To [K] | AL(T — 0) [nm]

2 i Cd | 056 110
200 :

L 1: Al | 1.196 16

100 - : sn | 372 34

50 | Pb | 7.19 37

! *
0 0.5 1 Nb | 9.26 39

T
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Die Londonsche Eindringtiefe ist temperaturabhangig.

Der kleinste Wert ergibt sich flir T — 0. Die Eindringtiefe divergiert fir T — T,
gemal der Formel

AL(T) = AL(0)/4/1 = (T/Te)*

Die Tabelle gibt die Ubergangstemperaturen und die Londonsche Eindringtiefe fiir
verschiedene Elemente.
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Supraleitung 7

Energiellicke bei der Fermi-Energie

E(k) E(k)
D(E) |
|
) i
»
o
o ) i
S b
5] | |
S ) i
§ —-I |<— Energieliicke
| B
al Sy |
r r E. E

Metall T> T, Supraleiter T< T,
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Da die Elektronen bei der Fermi-Energie Cooper-Paare formen und dadurch ihre
Energie absenken, 6ffnet sich bei der Fermi-Energie eine Energiellicke.

Die Abbildung zeigt die Zustandsdichte fiir das freie Elektronengas, die mit der
Waurzel der Energie E variiert.

Durch die Energieabsenkung erhoht sich die Zustandsdichte der k-Zustande
sowohl unterhalb als auch oberhalb der Energiellicke.



Bloch-Wellen 1. Brillouin-Zone Energiebander Bandelektronen Ferromagnetismus Supraleitung Revision Inhaltsverzeichnis

Supraleitung 8

Messung der Energieliicke mit einem Tunnelkontakt zwischen einem Normalleiter
und einem Supraleiter. (z.B. Al-Al,03-Pb)

U=0

Ee

NL-SL
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Die GrolRe der supraleitenden Energieliicke kann mit einem Tunnelkontakt
gemessen werden.

Als Beispiel soll der Tunnelkontakt von Aluminium und Blei betrachtet werden.

Die beiden Metalle sind durch eine diinne Aluminiumoxidschicht getrennt, durch
die ein elektrischer Strom tunneln kann.

Alumium wird unterhalb von 1,2 K supraleitenden, wahrend Blei bereits bei 7,19 K
supraleitend wird.

Wird die Strom-Spannungs-Kennlinie bei einer Temperatur oberhalb von 7,2 K
gemessen, dann liegt die Oxidbarriere zwischen zwei normalleitenden Metallen
und es ergibt sich die blaue Kennlinie. Der Strom durch den Kontakt wachst mit
der Spannung linear an.
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Wird die Strom-Spannungs-Kennlinie bei einer Temperatur unterhalb von 7,2 K
aber oberhalb von 1,2 K gemessen, dann ergibt sich die in der linken Abbildung
gezeichnete Situation.

Fir Blei 6ffnet sich eine Energielticke und es kann kein Strom vom Aluminium zum
Blei flieRen.

Erst wenn durch eine angelegte Spannung die Fermi-Energie des Aluminiums
Uber die Energiellicke von Blei angehoben wird, konnen Elektronen vom
Aluminium in die unbesetzten k-Zustande im Blei tunneln.

Es ergibt sich die rot gezeichnete Kennlinie.

Der Stromanstieg bei der Spannung A/e ist durch die Temperatur etwas
verrundet.
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Element | T; [K] | 2A(0)/kgT¢

Cd 0,56 3,2

Al 1,196 3,4

BCS Energieliicke In 3,4 3,6
[2A(T=0) = 352ksT, Sn | 372 3,5
Ta 4,48 3,6

\% 5,3 34

Pb 7,19 4,3

Nb 9,26 3,8
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Die BCS-Theorie ermdglicht quantitative Vorhersagen, die experimentell Gberprift
werden kdnnen.

Die rot umrandete Formel zeigt den Zusammenhang der Energiellicke extrapoliert
zur Temperatur T = 0 mit der supraleitenden Ubergangstemperatur.

Diese Formel wird durch die tabellierten Zahlenwerte bestatigt.
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In welchen Kristallgittern kristallisieren die Elemente am haufigsten?
Skizzieren Sie die kubische Elementarzelle eines fcc-Gitters.

Wieviele Streuzentren enthalt die kubische Elementarzelle des fcc-Gitters?
Was versteht man unter einer primitiven Elementarzelle?

Welches Volumen hat die primitive Elementarzelle des fcc-Gitters?

Wie ist Wigner-Seitz-Zelle eines Kristallgitters definiert?

Was versteht man unter der 1. Brillouin-Zone?

©® N o gk 0w =

Skizzieren Sie die 1. Brillouin-Zone eines kubischen Kristallgitter mit der
Gitterkonstante a.

9. Welche Kantenldnge hat die 1. Brillouin-Zone eines kubischen Kristallgitters mit
der Gitterkonstante a?
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10. Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Elektrons in einem Kristallgitter hat
die Periode des Kiristallgitters. Was folgt daraus flr die Energie des Elektrons?

11. Was sind Energiebander?

12. Wie ist eine Blochwelle definiert?

13. Wie andert sich die Blochwelle, wenn zum Wellenzahlvektor eines Elektrons
ein reziproker Gittervektor hinzuaddiert wird?

14. Was ist die Fermi-Flache?

15. Weshalb kénnen bei endlichen Temperaturen nur Elektronen, deren
Wellenzahlvektoren sich in der Nahe der Fermi-Flache befinden, zum
elektrischen Strom beitragen?

16. Was folgt daraus fur die Wellenfunktionen der Leitungselektronen?
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17. Schreiben Sie die Formel fiir die Gruppengeschwindigkeit auf.

18. Schreiben Sie die Bewegungsgleichung fur Leitungselektronen auf.
19. Wie kommt es bei Elektronenwellen zu positiven Ladungstragern?
20. Skizzieren Sie die Bandstruktur eines Halbleiters.

21. Erklaren Sie, weshalb es bei einem Halbleiter wie Silizium oder Germanium
positive Ladungstrager gibt.

22. Was versteht man unter p-Dotierung eines Halbleiters?

23. Welche Bedingung muss ein Fremdatom in einem Halbleiter erfillen, dass es
zur n-Dotierung kommt.
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