Klausurpriifung in Physik Herbst 2023
Maschinenbau (Klausur Wellen und Quantenphysik)

Liebe Studierende,

falls Sie ihre Klausur einsehen mochten, senden Sie mir bitte bis spatestens Freitag
den 20. Oktober 2023 eine Email (Bernd.Pilawa@kit.edu) mit einer Kopie ihrer KIT-
Karte. Ich sende ihnen dann einen pdf-Scan ihrer Klausur, so dass sie die Korrektur
einsehen kdonnen. Auf Wunsch korrigiere ich ihre Klausur personlich und lege dann
die Endnote fest.

Mit freundlichen Grifien,
Bernd Pilawa

1. Aufgabe (4 Punkte)

a) Schreiben Sie die Wellenfunktion einer harmonischen Welle auf und erlautern
Sie die darin auftretenden Grofden. .

b) Zwei harmonische elektromagnetische Wellen mit der Amplitude E, breiten sich
entlang der x-Achse in gleicher Richtung mit der Frequenz v, = 101 MHz und
o = 99 MHz aus. Zu welchen Zeiten wird die elektrische Feldstarke E am Ort
x =0 Null?

c) Die beiden Wellen breiten sich nun im Vakuum mit der Frequenz 100 MHz
in entgegengesetzter Richtungen entlang der x-Achse aus. Wie variiert die
elektrische Feldstarke E am Ort x = 0 als Funktion der Zeit?

d) An welchen Orten entlang der x-Achse wird die Amplitude der elektrischen
Feldstarke I::(x) in Teilaufgabe c) maximal?

a) harmonische Welle
w(x, t) = woexp{ilkx — wt)}

Wellenzahl
k= 2T
A
A bezeichnet die Wellenlange und w die Kreisfrequenz
w— 2
T
T bezeichnet die Periodendauer der lokalen Schwingung. Die Frequenz ist
v=1/T.

b) Uberlagerung der Wellen
E(x,t) = Eq exp{i(kix — wit)} + Eqexp{i(kox — wot)}
amOrtx=0

E(x = 0,t) =Eq exp{—iw1t} + Eo exp{—iw,t}
=Eo exp{—i(w + w2)t/2} (exp{—i(w1 — w2)t/2} + exp{+i(ws — w,)t/2})
—=2Eq exp{—i(w + wy)t/2} cos(w; — wy)t/2).
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Die elektrische Feldstarke verschwindet fur

(0.)1 — U.)g)tn o m o 2TT(V1 — Vz)tn o 2n —1 o 2n —1 _6
undn=1,2etc.,d.h. {4 =0,25us, t, =0,75us, {3 =1,25pus ...
¢) nun gilt k = ky = —k, und w = w1 = w, und die Uberlagerung der Wellen ist

E(x,t) = Egexp{i(kx — wt)} + Eq exp{i(—kx — wt)}

am Ort x = 0 ist E(x = 0, 1) = 2E, exp{—iwt}
d) mit
E(x, t) = Eq exp{i(kx — wt)} + Eq exp{i(—kx — wt)}
= Ey exp{—iwt} (exp{ikx} + exp{—ikx})
— 2E, exp{—iwt} cos(kx)

ist die Amplitude der elektrischen Feldstarke fur

kx,=nm und n=0,1, 2 etc.

maximal, d.h.

x—nA—nC—n 3-108ms™
"2 2y '2.100-106s-1

=n-15m
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2. Aufgabe (4 Punkte)

a) Ein Rontgenstrahl hat die Wellenlange A = 55-107'2 m. Welche Energie
haben die Photonen des Rontgenstrahls?

b) Der Rontgenstrahl trifft senkrecht auf einen Doppelspalt. Der Abstand der
Spalte betragt von Mitte zu Mitte d = 2 ym. Unter welchen Winkeln zum zen-
tralen Hauptmaximum werden die Maxima der Intensitat beobachtet?

c) Die gebeugten Rontgenstrahlen werden auf einem Fluoreszenzschirm aufge-
fangen, der in einem Abstand von £ = 50 cm nach dem Doppelspalt senkrecht
zum Strahl aufgestellt ist. Welchen Abstand haben die Interferenzmaxima auf
dem Schirm?

d) Skizzieren Sie die Intensitat am Schirm als Funktion des Gangunterschieds
As = dsina, wenn die Spalte eine Breite von b = 0,5 ym haben.

Hinweis: Verwenden Sie die Naherung kleiner Winkel, d.h. sina ~ tana ~ a.

a) Energie der Photonen

hc 414.10""°eVs3-108ms~’ 5
E=hy=""= 55 10-7m —2,26-10%eV — 226 keV

b) Bedingung fur die Maxima der Intensitat beim Doppelspalt

55-10""?m

nA =dsina, — sina,~a,=n RTET —n-275-107°
c) Lage der Maxima am Schirm A,
Ap
t h Uy = —
ana, ~ q, ;

Abstand der Maxima 6 = Ap.1 — A, am Schirm ist
5=ANpi1 — ANy =t(Apy1 —a,) =05m-275-10"° = 1,375um.

d) Mit d =4 - b fallt jedes vierte Maximum beim Doppelspalt auf ein Minimum des
Einzelspalts

Intensitat

Beugung am Einzelspalt

- o, /|\/\\ L -7"'\‘//‘\ 1 dSInG
-4A 24 0 +24 +4A
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3. Aufgabe (4 Punkte)

a) Wie lautet die Gleichung der de Broglie-Wellenlange?

b) Ein Elektronenstrahl soll eine Wellenlange von A = 10~"" m haben. Mit welcher
Spannung mussen die Elektronen hierzu aus der Ruhe beschleunigt werden?
Berechnen Sie dazu den Impuls der Elektronen und begrinden Sie, ob die
Beschleunigungsspannung mit den Formeln der klassischen Mechanik berechnet
werden darf.

c) Schreiben Sie den relativistischen Energie-Impuls-Zusammenhang fur ein Teil-
chen auf, das sich kraftefrei bewegt, und geben Sie die Gleichung fur die kine-
tische Energie eines relativistischen Teilchens an.

d) Mit welcher Spannung mussen Elektronen aus der Ruhe beschleunigt werden,
wenn der Elektronenstrahl eine Wellenlange von A = 10~ m haben soll?

a) Die de Broglie-Wellenlange ist

A="

p
Dabei bezeichnet p den Impuls der Teilchen.
b) Bei einer Wellenlange von A = 10" m ist der Impuls

.10-15
h 414.10""eVs _414-10~*eVsm-'

A 10Tm
Die kinetische Energie ist gemal’ der Newtonschen Mechanik
2 202
Ein = P P

2my  2myc?

Im Nenner steht nun die Ruhemasse bzw. Ruheenergie des Elektrons und es

ergibt sich

(4,14 -10*eVsm~13-108 ms~1)?
2-511-10%eV

Da die kinetische Energie sehr viel kleiner als die Ruheenergie des Elektrons
ist, kann klassisch gerechnet werden und die Beschleunigungsspannung ist

Ein = = 15,1keV << mqyc?

Exin

eU:Ekin — U= = 15,1 kV

c) Derrelativistische Energie-Impuls-Zusammenhang fur ein Teilchen auf das keine
Krafte wirken ist
E? — c?p? = m3c*

Die kinetische Energie des Teilchens ist

Ekin =FE — m002
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d) Bei einer Wellenlange von A = 10~"" m ist der Impuls

h  414.10 "eVs

o’ — -1
] 10-7m 414 eVsm

und
cp=414eVsm'3-108ms™' = 1242 . 10%eV >> 511keV

d.h. die Ruheenergie des Elektrons kann vernachlassigt werden, so dass gilt
Ein=E=cp
Die Beschleunigungsspannung ist dann

U=E_P _1ocv
e e
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4. Aufgabe (4 Punkte)

a) Nennen Sie die drei Bohrschen Postulate.

b) Berechnen Sie den Radius r, der n-ten Bohrschen Bahn und die Geschwindig-
keit v, eines Elektrons auf dieser Bahn. Setzen Sie Zahlen in die Formeln ein
und berechnen Sie die Zahlenwerte von r,, und v,,.

c) Berechnen Sie die Gesamtenergie eines Elektrons auf der n-ten Bohrschen
Bahn.

a) Die drei Bohrschen Postulate sind
1. Die Elektronen bewegen sich auf Kreisbahnen um den Atomkern
2. Der Bahndrehimpuls der Elektronen ist gemal} der Formel L = hAn quantisiert
3. Nurbeim Ubergang von der n-ten zur m-ten Bohrschen Bahn wird ein Photon
der Energie |E, — E,;| emittiert bzw. absorbiert
b) Aus dem Kraftegleichgewicht von Coulomb-Kraft und Zentrifugalkraft folgt mit
dem 2. Postulat (d.h. movr = hn) der Radius der Bohrschen Bahn

1 e myW? mov?2r? m2v?2r?
= = = r=4ng——y— = 4me—2—
Amreg r r e moe
also
2 2
r, =41 € n
n Omoez

(0,66-10""eVs)? ,
n
9,1-10-31kge?

=4178,86 - 10~ "?As/Vm
=5.33-10"" mn?

Die Geschwindigkeit ist mit L, = nh = r, - mpv,

o hn hc?  066-10""eVs(3-10°ms~")21
: Z
n

1
_ 04 406 a1
 Mof, moczrnn ~ 511-10%3eV5,33-10-""m =21-10"ms n

c) Die Gesamtenergie ist

E= Ekin + Epot
Die potentielle Energie eines Elektrons im Feld der Elementarladung des Protons
ist
1 €?
Epor = CAmey r

Aus dem Kraftegleichgewicht von Coulomb-Kraft und Zentrifugalkraft folgt
2Ekin = _Epot

d.h. 1
E: EEpot
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und
1€
" 8mey 1y,
- 1 16-10""°As - e 1
~ 8m8,86-10-12AsV-'m-1 533-10-""m n2
— 135eVL
n
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5. Aufgabe (4 Punkte)

a) Skizzieren Sie das Energieniveauschema des Wasserstoffatoms fir die Haupt-
quantenzahlen n =1, 2 und 3, das sich mit der Schrédingergleichung ergibt,
wenn keine relativistischen Effekte berlcksichtigt werden. Geben Sie fur jedes
Energieniveau die Energie, die Hauptquantenzahl n und die Drehimpulsquan-
tenzahlen £ und m an. Geben Sie jeweils auch die spektroskopische Notation
fur jedes Energieniveau an.

b) Die Kernladungszahl von Natrium ist Z = 11. Schreiben Sie fur das neutrale
Natriumatom die Elektronenkonfiguration im Grundzustand auf.

c) Die Natrium D-Linie hat eine Wellenlange von rund 589 nm und kann dem
Ubergang vom 1. angeregten Zustand in den Grundzustand zugeordnet werden.
Begriunden Sie, weshalb die Natrium D-Linie in zwei Komponenten aufgespal-
ten ist und schreiben Sie die Ubergéange mit der spektroskopischen Notation
der atomaren Energieniveaus auf.

a) Energieniveauschema des Wasserstoffatoms ohne relativistische Effekte

E A

3s 3p 3d
n=3,{=0,m=0 n=3,{=1,m=210 n=3,¢/=2, m=4+2,4+1,0

E,=-13,6/32 eV

AN

A\

2s 2p
n=2,{=0,m=0 n=2,=1,m=+1,0

E,=—13,6/22eV |

AWV
AN}

1s
n=1,£{=0

E.=-136 eV

b) Die Elektronenkonfiguation im Grundzustand ist [1s?, 2s2, 2p®, 3s'].

c) Das angeregte Energieniveau ist 3p und spaltet aufgrund der Spin-Bahnkopp-
lung in ein Niveau mit dem Gesamtdrehimpuls j = 1/2 und ein Niveau mit dem
Gesamtdrehimpuls j = 3/2.

Die Ubergénge sind

3p3/2 — 3812
3p1/2 — 3812
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6. Aufgabe (4 Punkte)

a) Schreiben Sie die Gleichung flir den Bahndrehimpuls in der Newtonschen Mech-
anik und den Bahndrehimpulsoperator der Quantenphysik auf.

b) Wie lauten die Eigenwertgleichungen fur den Bahndrehimpuls? Geben Sie die
Wertebereiche der Bahndrehimpulsquantenzahlen an.

c) Begrunden Sie, weshalb es in der Quantenphysik nur fur eine Komponente des
Drehimpulsoperators eine Eigenwertgleichung gibt.

d) Schreiben Sie den Spinoperator des Elektrons auf und geben Sie die Quanten-
zahlen an, die den Spin des Elektrons beschreiben.

a) Der Drehimpuls L in der Newtonschen Mechanik ist
L=Fxp

Dabei bezeichnet r den Ortsvektor des Teilchens und p seinen Impuls. Der
Drehimpulsoperator ergibt sich, wenn der Impuls durch den Impulsoperator,
d.h. p — —ihV ersetzt wird.

[ = —iAFx V

b) Die Eigenwertgleichungen fir den Bahndrehimpuls sind
Ezyt’,m :[([+ 1)h2yl,m

Ezyt’,m :mhy{,m

Die Wertebereiche fur die Quantenzahlen sind /=0, 1, 2, .... und
m=0,£1, £2 ... mit|m| <.

c) Aufgrund der Unscharferelation AL,Ap > h/2 ist der Winkel ¢ unbestimmt,
wenn der z-Komponente von L ein fester Wert zugeordnet wird. ¢ bestimmt
die Komponenten L, und Ly, d.h. die Projektion von L auf die x- bzw. y-Achse.
Kann ¢ nicht festgelegt werden, dann kénnen auch die L, und L,-Komponenten
nicht mehr bestimmt werden.

Ox
Oy
0

d) Der Spinoperator des Elektrons ist
Ox,y,z bezeichnen die Paulimatrizen zur Vollstandigkeit, aber nicht gefordert

0 1 0 —i 10
%=\10) 9=\i o) %2=lo -1

Die Quantenzahlen des Elektronenspins sind s = 1/2 und ms = +1/2.

%1%

N S
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7. Aufgabe (4 Punkte)

a) Sowohl der Bahndrehimpuls als auch der Spin ist mit einem magnetischen
Moment verbunden. Schreiben Sie Gleichungen fur die magnetischen Momen-
te von Bahndrehimpuls g, und Spin jig auf.

b) Spin und Bahndrehimpuls addieren sich zum Gesamtdrehimpuls J=S+L. Die
magnetischen Momente addieren sich zum gesamten magnetischen Moment
U = f, + ds. Das effektive magnetische Moment ergibt sich aus der Projektion

von ji auf die Richtung von J, d.h. p = i - J/|J|. Berechnen Sie .
c) Driicken Sie das effektive magnetische Moment [ = p.J/|J| durch die Ei-
genwerte von J2, L2 und S? aus.

a) Das magnetische Moment des Bahndrehimpulses

—

i - .k
IJL_ uBh

Das magnetische Moment des Elektronenspins

o= —guS
Hs = —9Hs 5

mit g = 2 in sehr guter Naherung
b) Die Projektion des magnetischen Moments auf die Richtung von J ist

- S o -2 - -2
b= 5 310 = Mg (L+28)(L+8) (L +3SL+28)
o h Ji h Ji

c) Fur das effektive magnetische Moment ergibt sich

) J  pe(C+38L+258) ] (L* +38L+28%) ]
/Jeff = lJeffT = _F = - = _IJB -2 E
] J] |J] J
mit 1
— — — — - — — —, =2
‘—([+82=["+28[+§ = SL:E(JZ—LZ—S)
—; g - - -2 —2 -2
) (L + 38 +28) J 23 -1+ 189 ]
/Jeff = _/JB -2 E - _IJB -2 E
J J
mit den Eigenwerten von J°: F2J(J + 1), L>: FPL(L + 1) und §°: RF2S(S + 1)
ergibt sich
L BN -LL+1)+S8(S+1)d
Her = —He 2J(J+ 1) A
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8. Aufgabe (4 Punkte)
Elektronen befinden sich in einem unendlich tiefen wirfelférmigen Potentialtopf.
Die potentielle Energie innerhalb des Wurfels ist Null und aul3erhalb unendlich
grof3. Innerhalb des Waurfels bilden sich stehende Elektronenwellen aus, die mit
den Wellenfunktionen w(r,t) = y, sin(kx) sin(kyy) sin(k.z) exp(—iEt/h) beschrie-
ben werden.

a) Welche Zahlenwerte konnen die Wellenzahlen k,, k, und k, annehmen, wenn
die Kantenlange des Potentialtopfes L = 1 mm betragt?

b) Berechnen Sie die Energie der Elektronenwellen, wenn in der Schrodingerglei-
chung nur die kinetische Energie der Elektronen berlcksichtigt werden muss.

c) Was besagt das Pauli-Prinzip?

d) Welche grofdte Energie konnen die Elektronen im Grundzustand haben, wenn
sich N = 10%° Elektronen im Potentialtopf befinden?

a) Da die Wellenfunktionen auf den Wiirfelflachen den Wert Null haben, muf3 fir
die Wellenzahlen gelten

kL = nymr, kL =nymr, und kL =n,m

ny, ny und n, sind naturlich Zahlen, d.h. 1, 2, 3, etc.

kX 1T nx nX
ky| =1 | ] =1000m  n, m~’
k, Ny Ny

b) Die Energie der Elektronenwellen ergibt sich mit der Schrédingergleichung

S h* V2 S
Enx,ny,nz l’unx,ny,nz (I’, t) = - 2—,.nol7unx,ny,nz (I’, t)
22
== 5 Yo sin(kxx) sin(kyy) sin(k,z) exp(—iEt/h)
0
PP (K + K + k) B
= 2mo (/Jnx,ny,nz<rv t)
also
Pm10®m=2 , , ,  H10°m3c2 , L,
Ennyn, —2—mo(”x +ng +n;) = 8m—002(nx + Ny + ny)
(4,14 -1079eVs)210m=2(3 - 108 ms~")?

= 8.511.10%eV (nc+n§ + )

=3,8-10""eV(n; + n’ + n?)

c) Das Pauli Prinzips besagt, dass zwei Elektronen in einem Quantensystem nicht
in allen Quantenzahlen Gbereinstimmen kdnnen.

d) Im Wellenzahlraum kénnen im 1. Oktanten (d.h. positive k-Werte) k-Zustande
bis zu einer hochsten Energie besetzt werden. Gemal dem Pauli-Prinzip kann
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jeder k-Zustand mit 2 Elektronen besetzt werden. Der Betrag der groften
besetzten k-Zustande wird Fermi-Wellenzahl kr genannt. Das Volumen eines
k-Zustands ist fur die stehenden Wellen (rr/L)3. Mit dem Volumen einer Kugel
im Wellenzahlraum 41k® /3 ergibt sich

4k /3
8(m/L)?

N =2 k§:3n2L—l\é:3n2102°~109m‘3

also
ke =1,44-10""m™"
Die grofdte Energie, d.h. Fermi-Energie ist damit
_ FPkic®  (0,66-107"%eVs)?(1,44-10"m~")2. (3. 108 ms1)2

- 2mec? 2-511-103eV
_7.95eV

Er
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