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Analysis 1

Losungsvorschlag zum 5. Ubungsblatt

Aufgabe 17 (Konvergenz, Grenzwertsitze I)

Untersuchen Sie jeweils die Folge (a,)nen auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls
den Grenzwert.

(n—17 — (n+2)°

(@) a, =vn?+1-—n (neN), (b) a, = 1532 £ on (n € N),
(©) an=(1+(=1)")" (meN), (d) an=— ”f’jﬂ”i”n_ Y e

Losungsvorschlag zu Aufgabe 17

(a) Voraussetzung: Definiere a,, == v/n? 4+ 1 — n fiir alle n € N.
Behauptung: a, — 0 fiir n — oc.
Beweis. Sei € > 0. Aus dem Satz von Archimedes folgt dann die Existenz eines N € N
mit N > %, d.h., % < ¢. Fiir alle n € N mit n > N folgt dann

(Vn2+1—n)(vVn2+1+n) _ (WnP+1)—n?

a, — 0l =a, =
| | (Vn?2+1+n) vVn2i+1+n

1 1 1
=< —< —<e&.
vn?+1l+n n=- N
Also konvergiert (a,,) gegen 0 fiir n — oo. O

(b) Voraussetzung: Definiere a,, = % fiir alle n € N.

Behauptung: a,, — —3 fiir n — oo.

Beweis. Unter Verwendung der Grenzwertséitze erhalten wir

(n—10°—(n+2)?* n’—3n*4+3n—1—(n’+6n°+12n+38)

Ay =

4+ 3n2+2n 4+ 3n2+2n
—9n? —9n —9 1+%+n—12_> gl t0+0 _ (n > o0)
= = —y—- —_y— = — n X0 ).
4+ 3n2+2n m+3+2 0+3+0

(c) Voraussetzung: Definiere a, = (1 + (—1)")" fiir alle n € N.
Behauptung: (a,) ist divergent.
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Beweis. Wir zeigen, dass (a,) unbeschriankt ist Es ist
aon = (14 (=1)*)*" = 22" =4" > n_fiir alle n € N,

wobei die letzte Ungleichung leicht per vollstdndiger Induktion folgt. Damit ist (a,) un-
beschrankt, denn: Fiir jedes r > 0 existiert nach dem Satz von Archimedes ein n € N mit
n > r. Zusammen mit der obigen, abgesetzten Ungleichung erhalten wir

Qop >N > T.

Dies ist genau die Negation der Beschranktheit einer Folge. Aus der Unbeschranktheit
von (a,) folgt insbesondere die Divergenz von (a,) (denn aus der Vorlesung ist bekannt,
dass aus der Konvergenz die Beschrianktheit einer Folge folgt; per Kontraposition folgt

dann aus der Unbeschrénktheit die Divergenz einer Folge). O]
. : L34t (2n-1)
(d) Voraussetzung: Definiere a,, = = 5—=—— fiir alle n € N.

Behauptung: (a,) — 2 fiir n — oo.

Beweis. Nach der bekannten Gauftschen Summenformel gilt fiir alle n € N

1
1+2+...+n:@7

und weiter
1+3+-+2n—-1)=(1+2+-+2n)—(2+4+---+2n)
=(1+24+--+2n)—-2(1+2+---+n)

2n)(2n +1 1
= ( n)(2n—|— ) _2n(n2+ ) =n2n+1) —n(n+1) =n’
Mit Hilfe der Grenzwertsétze folgern wir
1+3+---+(2n—-1 2 1 1
a, = 3+ 400 ): AN S L =2 =2 (n— ).
14+24+---+n _n<n2+1> n+1 1+4 1+0
]
Aufgabe 18 (K) (Konvergenz, Grenzwertséitze 1I)
Untersuchen Sie die Folgen mit den Gliedern
1—a\" 3n* +2i nt—2i  n3(3-n?
=11 N2—-—— ], b) b, = ,
(a) a (+< 2 )) ( (2n+1)2> (b) n2—|—4+ nd +1
T (=D"( n
(C) Cn:\/ﬁ< n+ _\/ﬁ)a (d) dp = n2 n—9)

auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert fiir n — oo. In (d) sei n > 2.
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 18

(a) Wir betrachten zunéchst die Teile der Folgenglieder, iiber die wir etwas aussagen konnen,
getrennt. Da

=i \/12+(—1)27\/§<1
P 2 2

1—2
2

gilt, folgern wir mit Aufgabe 21 (c)

<1;i)n—>0, (n — 00).

Weiter erhalten wir mit Hilfe der Grenzwertsatze

3n? + 2i 3n? + 2i n?(3 + 2n~21)

2n+1)2  4n2+4n+1  n2(4+4n-1 +n-2)

3+2n"2% 340 ( . )
44+4n-1 +n2 44+0+0 4’

Mit Hilfe der Grenzwertsitze konnen wir jetzt den Grenzwert der Folge (a,) bestimmen:
Es gilt

1—4Y\" 3n? +2i 3 5
n=11 N2 140)-(2—-)=- )
e (1 (57)) (i) oo o) =3 e
(b) Die Summanden in der Definition der Glieder von (b,) bilden keine konvergente Fol-
gen. Deshalb konnen wir die Grenzwertsétze nicht direkt anwenden. Wir fassen deshalb
zunachst die Summanden zu einem Bruch zusammen und erhalten
nt—2i n3B-n? (n*=20)(n*+1)+n33—n?)(n?+4)

bn: =
n?+4jL nd+1 (n® +1)(n?>+4)

n" +n*—2n% — 2i + 3n° + 12n3 — n” — 4nd
n® +n? +4n3 44

Pt (12-2i)n® — 20 -1+ L4 _ZA 140400
= = L =—1, (n — ).
nd+4n3 +n?+4 1+p+$+n—5 1+0+0+0

Dabei haben wir die hochste Potenz von n des Nenners in Zéhler und Nenner ausgeklam-
mert, und dann die Grenzwertsitze angewendet.

(c) Zuerst fiihren wir dieselbe Transformation wie in der Ubung durch:

Y A VD) | (TR i) NV
n Jntl+n VitT+vn o iyt

Nach Aufgabe 21 b) gilt v/1 +n-1 — /1 = 1 fiir n — oo. Aus den Grenzwertsitzen folgt
nun

NG 1 1 1

CTL: = — — ,
vn+1++/n 1+141 141 2
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(d) Diese Folge konvergiert nicht. Als erstes formen wir die Folgenglieder um. Es gilt

An dem Ausdruck auf der rechten Seite von (1) kann man erkennen, warum (d,,) nicht
konvergent sein kann; grob gesprochen konnte man sagen: ,Da %(1 — %) — % fiir n — oo
und (—1)" fiir gerade bzw. ungerade n zwischen den Werten —1 und +1 springt, ,héufen*
sich die Folgenglieder mit geradem Index um +% und die mit ungeradem Index um —%; da
sich konvergente Folgen nur um einen Wert  h&ufen® kdnnen, namlich um ihren Grenzwert,
kann nicht (d,,) konvergent sein.”

Nach dem derzeitigen Stand der Vorlesung ist dies allerdings noch kein zuldssiger Beweis,
da mathematisch nicht préizise definierte Begriffe verwendet werden! (Was heiftt ,sich
héufen“ genau?)

Wir wollen deshalb einen Widerspruchsbeweis fithren. Dazu féllt uns auf, dass die Folge
(d,,) (hinsichtlich des hin und her springenden Charakters) der Folge ((—1)") &hnelt, von
der wir aus der Vorlesung wissen, dass sie nicht konvergiert. Um einen Widerspruch zu
erzeugen, wollen wir daher aus der Konvergenz von (d,) die Konvergenz von ((—1)")
folgern:

Angenommen, die Folge wire konvergent gegen ein d € C. Aus (1) sehen wir aber

—1)
(—1)" = 2d, + EV" i allen e N
n

Nach den Grenzwertsidtzen miisste dann also (—1)" — 2d + 0 = 2d fiir n — oo gelten, im
Widerspruch dazu, dass ((—1)") divergent ist. Also muss unsere Annahme falsch gewesen
sein und (d,,) ist divergent.

Aufgabe 19 (Beschrinktheit, Konvergenz, Approximation des Supremums)

(a) Beweisen Sie die folgende Bemerkung aus der Vorlesung: Fiir eine nichtleere Teilmenge A
von C sind dquivalent:

(i) A ist beschréinkt im Sinne von Definition 3.4.

(ii) Es existiert ein r > 0, sodass |z| < r fiir alle z € A gilt.

(b) Es sei (an)nen eine konvergente Folge in C und k € N. Zeigen Sie, dass dann auch die
,verschobene” Folge (a,1x)nen konvergiert.

(c) Es sei nun A eine nichtleere, nach oben beschrinkte Teilmenge von R. Zeigen Sie, dass es

eine reelle Folge (a,)nen € A gibt, die gegen sup A konvergiert.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 19

(a) Essei A C C nichtleer.
H(1)=(i1)“: Es sei A beschrinkt gemif Definition 3.4. Dann existiert ein M > 0 mit
|z —w| < M fiir alle z,w € A. Da M nichtleer ist, existiert ein zg € A. Wir setzen
r = |zo| + M > 0. Mit Hilfe der Dreiecksungleichung folgern wir dann

12| = |20+ (2 — 20)| < |z0| + |2 — 20| < 20| + M =1 fiir alle z € A,

was (ii) zeigt.
H(1)<==(ii)*: Es existiere nun r > 0 mit |z| < r fiir alle z € A. Wir setzen M := 2r > 0.
Dann folgt aus der Dreiecksungleichung

|z —w| <|z|+|w| <r+r=2r=M firallez,we€ A,

was (i) zeigt.
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(b) Voraussetzung: Die Folge (a,) sei konvergent und es sei k € N.
Behauptung: Dann konvergiert auch die Folge (a,1x)nen-

Beweis. Es seien (a,) konvergent mit Grenzwert a € C und k € N. Ferner sei ¢ > 0. Da
(a,) gegen a fiir n — oo gegen a konvergiert, gibt es dann ein N € N mit

la, —a| <e fiir alle n > N.
Da aber n+ k& >n > N fiir alle n > N gilt, folgt insbesondere
|pir —a| <e fiir allen > N.

Letzteres impliziert, dass (a,1x)nen konvergent ist mit Grenzwert a. O

(¢) Voraussetzung: Es sei A C R nichtleer und nach oben beschrénkt.
Behauptung: Dann existiert eine reelle Folge (a,,), die fiir n — oo gegen sup A konvergiert.

Beweis. Da A nach Voraussetzung nichtleer und nach oben beschrénkt ist, ist nach der

Ordnungsvollstindigkeit von R die reelle Zahl a := sup A wohldefiniert. Nach der Cha-
1

rakterisierung (SUP’) aus der 3.Ubung (mit ¢ := 1) existiert dann zu jedem n € N ein
Element a,, € A mit
1
a——<a,<a, alsola,—al<—.
n n

Die Folge (a,) C A konvergiert dann gegen a: Denn fiir gegebenes € > 0 existiert dann
nach dem Satz von Archimedes ein N € N mit N > 1, d.h., &+ <e. Fiir alle n € N mit
n > N folgt dann

lan —a| < L <+ <
a, —a|l < — < —<e.
n- N

Dies zeigt, dass (a,) fiir n — oo gegen a konvergiert. ]

Aufgabe 20 (K) (Konvergenz)
Seien (ay), (b,) Folgen. Zeigen Sie:
(a) Ist (a,) eine Nullfolge und (b,) eine beschrinkte Folge, dann konvergiert auch (a,b,).

(b) Gelten a,, >0, b, > 0 fiir alle n € N und a,b,' — 1 fiir n — oo, dann gibt es ein N € N
so, dass %bn <a, < %bn fir alle n > N.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 20

(a) Behauptung: Seien (a,) eine Nullfolge und (b,) eine beschrénkte Folge. Dann ist auch
(anby) eine Nullfolge.

Beweis: Seien (a,) eine Nullfolge und (b,) eine beschréinkte Folge. Wir miissen zeigen,
dass (a,b,) eine Nullfolge ist, d.h., zu gegebenem Abstand ¢ > 0 miissen wir einen Index
N. € N finden, sodass

lanby, — 0| = |ayb,| <e  fiir allen > N.. (2)

Dies wollen wir nun zeigen. Sei also € > 0. Da nach Voraussetzung (b,) beschrankt ist,
existiert ein r > 0, sodass

|b,| <r  fiir alle n € N. (3)
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Nun kénnen wir die Konvergenz von (a,) gegen Null ausnutzen: Nach Definition der
Konvergenz finden wir dann zu &g := = > 0 ein N, € N mit

la,| = |a, — 0] < &g fur alle n > N,

o (4)

Wir setzen nun NV, := N, . Dann erhalten wir fiir alle n € N mit n > N,

4) B
|anby, — O] = |anbn| = |an||bn| < |an|r < eor = U

was genau (2) ist. Also ist (a,b,) eine Nullfolge.

Die Behauptung gilt nicht, falls (a,) gegen einen anderen Wert als 0 konvergiert. Dazu
setzen wir a, := 1 und b, := (—1)" fiir alle n € N. Dann ist (a,) als konstante Folge
konvergent (mit Grenzwert 1) und (b,) wegen |b,| = |(—1)"| = 1 fiir alle n € N beschrénkt,
aber (a,b,) = (b,) ist nach der Vorlesung divergent.

(b) Behauptung: Seien (a,), (b,) Folgen mit a,, > 0, b, > 0 fiir alle n € N und a,b,;' — 1
fiir n — oo. Dann gibt es ein N € N so, dass %bn <a, < %bn fir alle n > N.
Beweis: Seien (a,), (b,) Folgen mit a, > 0, b, > 0 fiir alle n € N und a,b,! — 1
fiir n — co. Setzen wir € := % in der Definition der Konvergenz, sehen wir, dass es ein

2
N = N% € N gibt mit
_1 1 .
la,b,” — 1| < 5 fiir alle n > N.

Obige Ungleichung ist dquivalent zu § < a,b,* < % In der Tat, nach Satz 2.6 (iv) gilt

1 26 @Gv 1 1

|0Lnb,;1 -1 < 3 Qéy) —5 < anbgl —-1< 3
o+) 1 4 3
Z < Z
< 5 < apb,” < 5

Da b, > 0 gilt, erhalten wir nach Multiplikation mit b, wie gewiinscht

%bn <a, < ;bn fir alle n > N.

Aufgabe 21 (Ubung)

Diese Aufgabe wird u.a. in der Ubung vorgerechnet.

(a) Zeigen Sie, dass die Folge ({/n).en gegen 1 konvergiert.

(b) Sei (a,) eine konvergente Folge mit a,, > 0 fiir alle n € N und sei a > 0 ihr Grenzwert.
Zeigen Sie, dass dann auch die Folge (1/a,) konvergiert.
(c) Sei z € C. Untersuchen Sie die Folge (2"),en auf Konvergenz.

Hinweis: Beweisen Sie zundchst die Bernoulli-Ungleichung: Fir n € N und a € R mit
a >0 gilt (1+a)" > 1+na. Wenden Sie diese Ungleichung im Fall |z| > 1 mit a == |z|—1
an.
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