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Analysis 1
Losungsvorschlag zum 7. Ubungsblatt

Aufgabe 27 (Cauchyfolgen, Bolzano-Weierstrafl, Limes superior, Limes inferior)
(a) Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Begriinden oder widerlegen Sie.
(i) Eine Folge in C konvergiert genau dann, wenn sie eine Cauchyfolge ist.
(ii) (an) ist eine Cauchyfolge, falls (an4+1 — apn)nen eine Nullfolge ist.

(iii) Jede Folge besitzt eine konvergente Teilfolge.
(b) Fiir n € N sei a,, =2"(1 + (—1)") + 1. Man bestimme

liminfa,, liminf(a,s1/a,), liminf Ya,, limsup {/a,.
n—ro0 n—o0 n—oo n—oo

Losungsvorschlag zu Aufgabe 27

(a) (i) Die Aussage ist wahr und folgt aus der Vollstandigkeit von C.

(ii) Die Aussage ist falsch. Man betrachte beispielsweise (a,) = (y/n). Dann ist nach
Beispiel 5.12 der Ubung die Folge (a,,11 —an )nen eine Nullfolge. Aber (a,,) ist unbeschrinkt
und damit insbesondere divergent. Da Cauchyfolgen in C konvergieren, kann also (a,)
keine Cauchyfolge sein.

(iii) Die Aussage ist falsch. Man betrachte z.B. die Folge (a,,) = (n). Dann ist jede Teilfolge
von (a,) unbeschrankt und damit insbesondere divergent.

Bemerkung: Der wichtige Satz von Bolzano- Weierstraf§ sagt, dass jede beschrinkte Folge
eine konvergente Teiilfolge besitzt.

(b) (i) Bestimmung von liminf a,: Es ist
n—oQ

(1)

{2”“ +1 fiir gerades n,
ap =

1 fiir ungerades n.

Da 21 +1 > 1 fiir alle n € N gilt, folgern wir ¢, := inf{a, | k > n} =1 fiir alle n € N
und damit

liminf a,, = lim ¢, = 1.
n—oo n—oo

(ii) Bestimmung von lim inf “2t: Aus (1)) folgt, dass

n— n
Uns1 _ e fiir gerades n,
an, 272 + 1 fiir ungerades n.
Da 2"*2 41 > 55— fiir alle n € N und 57 — 0 fiir n — oo gilt, folgt
ey = inf{“’““ = n} —0
Qg
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Damit ist (¢,) = (0) konstant und wir folgern lim inf “*= = lim,, ,,, ¢, = 0.

n—00 n
(iii) Bestimmung von lim inf {/a,, und lim sup /a,,: Wir zeigen zunéchst, dass die Teilfol-

n—00 n—o00

gen ( 2/aok)ken und ( 2-/aox_1)ken konvergent sind. Es gilt

2 = on < /ot 41 < Yontl fontl = 23/4  fiir alle n € N.

Da lim,_. ¥4 = 1 gilt (s. das Beispiel auf S. 30 des Vorlesungsskriptes), folgern wir
aus der obigen Ungleichung und dem Sandwichkriterium, dass lim,, o, v/2"t! + 1 = 2 ist.
Nach ist ( %/aok)ken eine Teilfolge von (/27! + 1), also gilt auch limy_o X/agr =
2 nach Lemma 3.15 des Vorlesungsskriptes. Weiterhin folgt unmittelbar aus , dass

(2/agk—1)ken = (1)reny und damit limg_o 2/age—; = 1 gilt. Somit sind die Teilfol-
gen ( %/agk)ren und ( 26-/ag,_1)ren tatsichlich konvergent und ihre Grenzwerte 1 und 2
sind nach Satz 3.17 Haufungspunkte von ({/a,)nen. Nach Lemma 6.17 der Ubung gilt
H((/a,)) = {1,2}. Da der Limes superior der gréfste Haufungspunkt und der Limes
inferior der kleinste Haufungspunkt einer Folge sind, folgt

liminf a, = 1 und limsup a, = 2.
n—00 n—o0
Aufgabe 28 (K) (Cauchyfolgen)
Sei (a,) rekursiv definiert durch a,; =1+ % fir n € Nund a; = 2.
(a) Zeigen Sie % <a, <2firallen € N.
(b) Zeigen Sie, dass (a,) eine Cauchyfolge ist.
)

(¢) Begriinden Sie, dass (a,) konvergiert, und bestimmen sie den Grenzwert von (a,,).

Hinweis zu (b): Beachten Sie Aufgabe 31 (a)(iii).

Loésungsvorschlag zu Aufgabe 28

(a) Behauptung: Fiir alle n € N gilt 3 < a, < 2.
Beweis. Wir beweisen die Aussage per vollstdndiger Induktion
Induktionsanfang: Es ist % <a =2
Induktionsvoraussetzung: Es sei % < a, <2fireinn e N (IV).

Induktionsschritt: Unter der (IV) gilt einerseits

1 @) 1 2
1 =1+ — < 1+53=1+5<2,
Ay, 5 3
und andererseits
g 1 (I;’)1+1_1+1_3
Gntt =2 - = 2Ty T Ty Ty

Insgesamt gilt also % < aps1 < 2 und der Induktionsschluss ist vollzogen.

Nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion ist % < a, <2fir alle n € N. O
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(b) Nach Aufgabenteil (a) ist a, > 2 fiir alle n € N. Somit erhalten wir fiir alle n > 2

1 1
ol =|(130) = (125)
ap Qp—1

Mit ¢ := £ € (0,1) folgern wir aus Aufgabe 31 (a)(iii), dass (a,) eine Cauchyfolge ist.

(c) Da nach Aufgabenteil (a) die Folge (a,) eine Cauchyfolge ist, folgt aus der Vollstandig-
keit von R, dass (a,) konvergent ist. Sei a := lim,,_,, a,, ihr Grenzwert. Wie im letzten
Ubungsblatt folgert man dann mit Aufgabe 19 (b) und Sétzen 3.6, 3.8, dass

1 1
a=lima, ;1 =1lmIl+—=1+—-
n—oo n—oo a,” a

(man beachte hierbei, dass a # 0, also 1/a wohldefiniert ist, denn wegen a, > % fiir

alle n € N gilt auch a > g nach Satz 3.10). Multiplikation mit a liefert die Gleichung

a®? = a + 1. Wir erhalten die Aquivalenzen

1\°> 5 5
a2:a+1<:>0:a2—a—1:<a——) —Z<:>a: j:\/T_'

1
2 2

_ V4 _ 1 3 i — 1 V5 i
> = 2undaz2g1lt,mussa—2+2S.em.

Da

[
ol
ot

<

N[

Bemerkung: Der Grenzwert a = % + ‘/75 = 1.618... st der Goldene Schnitt.

Aufgabe 29 (Eigenschaften des Limes superior und Limes inferior)

(a) Es sei (a,) eine beschrinkte reelle Folge. Wir setzen o = liminf a,, und g := limsup a,,.
n—00 n—00

Zeigen Sie die folgende Bemerkung aus der Vorlesung: Fiir jedes € > 0 existiert ein N, € N,
sodass
a—c<a,<f+e firallen> N,.

s seien (a,), (b,) beschrankte reelle Folgen.
(b) Es seien (ay), (b,) beschrinkte reelle Folg
(i) Es existiere ein N € N mit a,, < b, fiir alle n > N. Zeigen Sie

limsupa, <limsupb, und liminfa, <liminfb,.
n—00 n—00 n—oo n—oo

(ii) Zeigen Sie

limsup(a,+b,) < limsup a,+limsupb, und liminf(a,+b,) > liminf a,+liminf b,.

n—00 n—00 n—o00 n—0o0 n—oo n—0o0

Zeigen Sie auch, dass in den obigen Ungleichungen Gleichheit gilt, falls (a,) oder
(bn) konvergent ist.
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 29

(a)

Es seien (a,) eine beschriankte reelle Folge und « = liminf a,, und § := lim sup a,,.
n—o0 n—00

Sei ferner £ > 0. Definieren wir b, = inf{ay: k£ > n} und ¢, = sup{ax: k > n} fir
n € N, so gilt definitionsgeméf b, — o und ¢,, — 3 fiir n — oco. Also gibt es Indices Ny .,
NQVa € N mit

la —b,| <e, alsoa —e <b, firallen> N,
|8 —cn| <€, also f+¢e>¢, fiirallen> N,..

Wir setzen N, := max{N;., No.} € N. Aus der Definition der Folgen (b,) und (c,)
folgt dann by, < ap < cy. fiir alle £ > N, gilt, sodass wir aus den obigen abgsetzten
Ungleichungen wie gewiinscht

a—e<by. <ap <cy. <pB+¢e firalle k> N d.h.
a—e<ap<f+e fir alle £k > NN,

erhalten.

Fiir eine beschrénkte Folge (x,,) filhren wir abkiirzende Schreibweisen fiir die Suprema
bzw. Infima der Folgenreste ein: Fiir n € N definieren wir sup,,, x5 = sup{z: k > n}
und infy>, x5 = {xx: k > n}. Nach Vorlesung gilt dann

liminf z, = lim inf z;, = supinf x, und limsupz, = lim sup z, = inf sup zy.
n—o0 n—o00 k>n neN k=>n n—00 n—=00 k>n neN >,

Es seien nun (a,,) und (b,) beschrénkte reelle Folgen. Wir beweisen nur die Aussagen bzgl.
des Limes superior. Die Aussagen bzgl. des Limes inferior beweist man analog, oder fiihrt
man folgendermafien auf die bereits bewiesenen Aussagen fiir den Limes superior zuriick:
Nach Proposition 3.10 der Ubung gilt fiir jedes n € N

inf x;, = —sup(—
R A
und damit
liminf 2, = — limsup(—=x,,).
n—00 n—oo

Mit Hilfe obiger Identitét lassen sich alle Aussagen fiir den Limes inferior auf die entspre-
chenden Aussagen fiir den Limes superior zuriickfithren (wie genau?).

(i) Angenommen, es existiere ein N € N mit a, < b, fiir alle n > N. Fiir jedes feste
n > N ist dann sup,,, by eine obere Schranke von {a;: k > n}, denn es gilt

ap < b, <supb, fiir alle £ > n.
k>n

Da aber supys, aj definitionsgeméf die kleinste obere Schranke von {aj: k > n} ist,
schliefen wir supys,, ax < supys,, bx. Dan > N beliebig gewihlt war, folgern wir schliefslich

supa, < supb, fiir alle n > N.
k>n k>n

Hieraus folgt wiederum aus Satz 3.10 (angewendet auf die Folgen (supkzn ak)n und
(SUP@ bk)n)’ dass

limsupa, = lim supa, < lim sup b, = limsup b,.
N—00 n—=00 p>n n=00 k>n n—00
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(ii) Sei n € N. Fiir alle £ > n gilt dann ag + by < Supys, ar + SUpgs, bk. Also ist
SUDgs, Gk + SUP,s, b eine obere Schranke von {a; + by: k > n}. Aus der Definition des
Supremums folgt hieraus supys, (ar + bi) < SUPgs, Gk + SUPgs, br. Da n € N beliebig
gewahlt war, erhalten wir - - -

sup(ag + by) < supay + supby fiir alle n € N.
k>n k>n k>n

Hieraus folgt mit Satz 3.10 und Satz 3.6

limsup(a, + b,) = lim sup(ay + b)) < lim (sup ay + sup bk)

n—00 N—=00 k> Nn—=00 \ k>n k>n

= lim supay + lim sup by = limsup a,, + lim sup b,,.
n—=00 p>n n—=00 k>n n—00 n—o00

Wir zeigen nun, dass tatsichlich Gleichheit gilt, falls (a,) oder (b,) konvergent ist.

Angenommen, (a,) oder (b,) ist konvergent. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit neh-
men wir an, dass (a,) konvergiert (anderenfalls vertauschen wir die Rollen von (a,) und
(b,,) im folgenden Beweis). Sei a der Grenzwert von (a,). Da b := limsup b,, ein Haufungs-
punkt von (b,,) ist, existiert nach Satz 3.17 eine Teilfolge (b, )ken von (b, ) mit b, — b
fir £ — oo. Aus Lemma 3.15 folgt auch a,, — a fir & — oo. Aus Satz 3.6 folgern wir
nun a,, + b,, — a + b fir k — oco. Nach 3.17 bedeutet dies wiederum, dass a + b ein
Héufungspunkt von (a, + b,) ist. Da aber lim sup(a,, + b,) der grokte Haufungspunkt der

n—oo

Folge (a, + by,) ist, schliefen wir

limsup(a, + b,) > a+ b= lim a, + limsup b, = limsup a,, + lim sup b,,,

n—00 n—00 n—00 n—00 n—00
wobei wir fiir die letzte Gleichheit Korollar 3.27 ausgenutzt haben (im Falle der Kon-

vergenz stimmen Grenzwert und Limes Superior iiberein). Zusammen mit der vorher
gezeigten Ungleichung folgt insgesamt

lim sup(a,, + b,) = limsup a,, + lim sup b,.
n—00 n—00 n—00

Aufgabe 30 (K) (Limes superior, Limes inferior)

(a) Es sei (a,) C (0,00) eine Folge, sodass (“2:4),en konvergent ist mit Grenzwert a > 0.

Zeigen Sie, dass dann auch ({/a,)nen konvergent ist mit Grenzwert a.

(b) Folgern Sie aus (a), dass die Folge (%) konvergiert und bestimmen Sie ihren Grenz-
"/ neN

wert.

Hinweis zu (a): Zeigen Sie zundchst: Aus aa—zl —a >0 (n — o00) folgt, dass fiir jedes € € (0, a)
ein N. € N und ¢, d > 0 existieren mit

(a—¢)c< WS(CL—I—&)% fiir alle n > N..

Nutzen Sie dann Aufgabe 29 (b)(i) und Korollar 3.27.
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 30

(a) Essei (a,) C (0,00) eine Folge, sodass (2 ),cn konvergent ist mit Grenzwert a > 0. Sei

ferner € € (0,a) beliebig. Da “2. — g fiir n — oo gilt, existiert ein Index N, € N mit

afn—l—l

a—e< <a-+e¢e firallen> N,.

Qp

Fiir jedes n > N, kénnen wir a,, als Teleskopprodukt schreiben:

n—Ne—1
. Qan—k _ Qp Gp AN, +1
an fd G/NE ey a . o0 . aN€7

k=0 n—1 An—2 ANe

sodass wir aus der obigen Ungleichung

(7% Ap—1 a'Ns—‘rl

a, = can, < (a+ )" Neay,  fiir alle n > N,

Qp—1 Ap—2 ANe
und genauso

an An—1 aN,+1

ay, = can. > (a— )" Meay,  fiir alle n > N,

p—1 Ap—2 ANe

folgern. Setzen wir ¢ = (a — &) Meay, > 0 und d == (a + &) May. > 0, so erhalten wir
aus Obigem
(a—e)"c<a, <(a+e)"d firallen > N,

sodass wir durch Ziehen der n-ten Wurzel schlieklich
(a—e)V/e < Ya, < (a+e)"Vd fir alle n > N.

erhalten. Dies zeigt, dass ({/a,),>n. und damit auch ({/a,)nen beschriankt ist. Somit sind
« = liminf {/a, und § := lim sup /a, wohldefiniert. Dann gilt offenbar o < 3, und wir
werden zeigen, dass tatsichlich o = § gilt. Aus Korollar 3.27 folgt dann die Konvergenz

von (Y/ay).

Da nach Vorlesung lim,, o, /¢ = lim,, o, Vd=1 gilt, folgern wir aus der obigen Unglei-
chung und Aufgabe 29 (b) (i)

B = limsup /a, < limsup(a+¢)Vd = lim (a +¢)Vd=a +e,

n—00 n—00 n—o00
und
(a —¢) = lim (a — €) {/c = liminf(a — €) {/c < liminf {/a, = a,
n—oo n—oo n—oo
wobei wir lim,,_,o /¢ = liminf /¢ und lim,_,., ¥/d = limsup /d ausgenutzt haben (s.
n—0o0 n—00

Korollar 3.27). Wir erhalten daher
a—e<a<p<a+e,
Da ¢ € (0,a) beliebig gewdhlt war, erhalten wir schlieklich
a—e<a<f<a+e firalleee€ (0,a).

Hieraus folgt, dass a = 8 = a gilt, denn da obige Ungleichungskette fiir alle ¢ € (0, a)
gilt, gilt sie insbesondere fiir & := 1 fiir k € N mit k& > 2. Dies liefert
1

1
<a<p<a+ - firallek > —.
k a

a —

| =
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Fiihren wir den Grenziibergang k£ — oo durch, folgt mit Satz 3.10
a<a<f<a,

In der obigen Ungleichungskette muss also Gleichheit gelten (denn links und rechts der
Ungleichungskette steht dieselbe Zahl a). Also ist @« = f = a und aus Korollar 3.27 folgt
nun /a, — a fiir n — oo.

(b) Wir setzen a,, := 2t fiir n € N. Dann gilt

tny1 (n+1)n+1/nn M_< 1

a,  (n+1)! -

H_ nn"

Aus Aufgabenteil (a) folgt nun

Aufgabe 31 (Cauchyfolgen, Banachscher Fixpunktsatz (einfache Version))
Diese Aufgabe wird u.a. in der Ubung diskutiert.
(a) Sei (a,) eine Folge mit |a,+1 — a,| < ¢gla, — a,—1| fiir ein ¢ € [0,1) und alle n > 2.
Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(i) |ari1 — ax| < ¢ |ag — ay| fiir alle k € N.

m—1

q
1

(i) |an — am| < lag — aq| fiir alle n > m > 1.

—-q
(iii) Zeigen Sie, dass (a,) eine Cauchyfolge ist.

. . .. . . 11— . .
Hinweis zu (ii): Schreiben Sie a, — @ = Y 1y (@mi1+k — Amik), nutzen Sie (i) und

anschlieffend die geometrische Summenformel.

(b) Essei f: R — R eine Kontraktion, d.h., es existiere ein ¢ € [0,1) mit

1fy) = f(2)] < qly —=2| firalley,z € R.

Zeigen Sie: Fiir jedes z € R konvergiert die durch
a =, Ap41 = f(an) (n S N)7

rekursiv definierte Folge (a,) gegen einen Fixpunkt von f, d.h., gegen ein a € R mit

f(a) = a.
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