Institut fiir Analysis WS 21,22
Prof. Dr. Dorothee Frey 10.12.2021
Yonas Mesfun, M.Sc.

Karlsruher Institut fur Technologie

Analysis 1
Losungsvorschlag zum 8. Ubungsblatt

Aufgabe 32 (Bestimmung von Reihenwerten, Konvergenz von Reihen I)

(a) Zeigen Sie, dass die Reihe
= n(n+1)(n+2)

konvergiert, indem Sie eine explizite Darstellung der N-ten Partialsumme (N > 3) finden.
Bestimmen Sie auch den Reihenwert.

Hinweis: Finden Sie a,b,c € R mat n(nﬁ—w n+1 —e

fiir alle n € N.

(b) Man entscheide, ob die folgenden Reihen absolut konvergleren, konvergieren oder diver-
gieren.

(0 Z 4™(1+2n)"(1 —n)" | (i) Z 2n+5

n on 3 ’
= (34+mn)2n2 = n3 +sn? +7
n! . n+4
iii —, iv —_—.
(i) ;(Em)! (iv) ;2n2—3n+3
Losungsvorschlag zu Aufgabe 32
(a) Wir suchen a, b, c € R wie im Hinweis angegeben. Soll
2n +6 _o_ b L _an+1)(n+2) +bn(n+2)+cen(n+1)
nn+1)(n+2) n n+l n+2 n(n+1)(n +2)

gelten, dann miissen auch die Gleichungen
0n® = (a + b+ c)n? 2n = (3a+2b+ c)n 6 = 2a.

erfiillt sein (die Zahler miissen gleich sein). Das fiihrt auf das lineare Gleichungssystem

(LGS)
11 1\ /a 0
32 1| (o] =12
2 00/ \c 6

fiir a, b, c. Die eindeutige Losung dieses LGS ist a = 3, b = —4 und ¢ = 1. Somit ist die
N-te Partialsumme der Reihe gegeben durch

N N N N N
2n +6 3 4 3 4 1
N ;n(n+1)(n+2) ; n n+1 n+2 ;n ;n+1+;n+2
Nun fiihren wir Indexverschiebungen in den letzten beiden Summen durch und erhalten
B
n=3 n n=4 n n=>5 n
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N
3 3 4 4 1 1 3—4+1
BERE T R S R e i Dl

3 N+1 N+1 N+2 &
3 3 1
== — + .
4 N+1 N+2
er sehen, dass die Folge der Partialsummen (Sy)n>3 gegen 3 konvergiert, da N = und

N3 +2 gegen Null konvergieren fiir N — co. Damit konvergiert dle Reihe und der Reihenwert
ist

i 2n + 6 3

“— n(n (n+2) 4°

(b) (i) Die Reihe } -, A 0-n" Givergiert. Das zeigen wir mit dem Wurzelkriterium.

(3+n)2n2n
% fiir n € Ny. Dann gilt

Sei a,, =

4(1 + 2 -1 om?—n—1
m:(—i—n)(n )_2n n

= —2-2=4 — .
(3+n)22 n% 4+ 6n+9 » (n = 00)

Somit ist limsup {/|a,| = 4 > 1. Das Wurzelkriterium liefert die Divergenz der Reihe.

(ii) Die Reihe 7 -, % konvergiert absolut. Das zeigen wir mit dem Majoranten-
. . . o 2n+5 . . . . n _ 1 . “
kriterium. Sei a,, = MERR o fiir n € N. Dann ,yerhilt sich (a,) wie 25 = -5 fiir n — oo".

Wir schétzen also nach oben ab: Fir n > 5 haben wir

2n + 5 2n +n 3n 5 1
a/TL g ~ = —— = —_—
nd+3n2+7 n3 n? n?

Somit ist Y, .- 375 eine konvergente Majorante fiir 37, . a, (vgl. Vorlesung). Nach dem
Majorantenkriterium konvergiert damit Zn>5 a, absolut und dasselbe folgt fiir Zn>1 .-

(iii) Die Reihe Zn>1 B ) konvergiert absolut. Das zeigen wir mit dem Quotientenkriteri-

um. Sei a,, = (5n)! fiir n € N. Dann gilt

1| (n+1)! (5n)! n+1
|| (5n +5)! n! 5(n+1)(bn+4)...(5n+1)
! — 0, (n = o0)
- , (n — o).
5°nS + ...+ 5!
Somit ist lim sup |a |"+|1| = lim, o |a|;:|1| = 0 < 1. Das Quotientenkriterium liefert die
n—oo
Konvergenz der Reihe.
(iv) Die Reihe Y, ., 5="5— divergiert. Das zeigen wir, indem wir eine divergente Mi-
norante angeben. Sei a, = 574 — fiir n € N. Dann ,yerhilt sich (a,) wie [ =  fiir

n — oo". Wir schitzen also nach unten ab: Fiir n € N gilt

0 = n+4 n_S n :lﬁzll

2n2 —3n+3 " 2n?24+3 T 2n?24+3n2  5n2  5n

da 3n? > 3 gilt. Somit ist Y %% eine divergente Minorante fiir ) a,.Das Minoranten-
kriterium liefert nun, dass > a, divergiert.

Aufgabe 33 (K) (Konvergenz von Reihen II)
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Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz. Untersuchen Sie auch, ob im Fall der
Konvergenz sogar absolute Konvergenz vorliegt.

n>1

(Vn—2)° : aVn?—1
(iii) ;m, (iv) ;(—1) a0

w e ("), b S,

Losungsvorschlag zu Aufgabe 33

(1)

(iii)

(iv)

Die Reihe konvergiert nach dem Wurzelkriterium absolut. Dazu setzen wir a,, = (#ﬂ)n
fiir n € N. Dann erhalten wir

n " n 1 2
v 2n+1) 20+l 241 140

Hieraus folgt

limsup v/|a,| = hm Vlan| = = < 1.

n—oo

Also konvergiert die Reihe nach dem Wurzelkriterium absolut.

Die Reihe ist divergent nach dem Minorantenkriterium (Wurzel- und Quotienkriterium
(n+1

sind hier leider nicht anwendbar. Warum?). Wir setzen a, = = fir n € N und
bemerken, dass
n* 1 1\N"_ 1
M:-(u—) > = fiir alle n € N.
n n

1
a, = —
n nr n

Da die harmonische Reihe )
die Reihe divergiert.

n>1 L divergent ist, folgt aus dem Minorantenkriterium, dass

Die Reihe ) -, % divergiert. Das zeigen wir, indem wir eine divergente Minorante
2
angeben. Sei a, = g‘[\/% fiir n € N. Dann ,yverhilt sich (a,) wie f

Wir schatzen also nach unten ab:

0 72
_Wn-2? (V=57 _ Vi _1n 11
n2+vni+1 n24+vnt+3nt nP4+2n2  12n2  12n

fiir n > 16, weil dann y/n > 4 bzw. X% > 2. Somit ist Zn>16 5 L ¢ine divergente Minorante
fir ), <16 @n. Das Mmorantenkrlterlum liefert nun, dass Zn>16 a, divergiert und dasselbe

folgt fiir ) -, an.

= % fir n — o0*.

vn2—1

Wir wenden das Leibnizkriterium an um zu zeigen, dass die Reihe ) - ,(—1)"*";

konvergiert. Sei a, = ”}f{l
fallende Nullfolge ist. Da

2 _ /2
OS\/n 1< n

n2 - n2

fir n € N mit n > 2. Wir miissen zeigen, dass (a,) eine

1
= — firallen>2
n
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gilt und (1) eine Nullfolge ist, folgt aus dem Sandwichkriterium, dass auch (a,) eine
Nullfolge ist. Es verbleibt zu zeigen, dass (a,,) fallend ist. Da

vn In —1 /1 1
an = — 1——2 fir alle n > 2
n

gilt, ist es hierfiir sinnvoll /x(1 — z) fir 0 < x < % genauer zu untersuchen. Wir behaup-

ten, dass fiir 0 <z <y < 1 auch /z(1 —z) < \/y(1 —y) gilt: Denn ist 0 <z <y < 3

soisty—xEOund0§x+y§%—l—%:lunddaher

yl—y)—z(l-—a)=y—a—(Y—2")=(y—a)[1-(y+2)] >0

>0 >0
= z(l—2) <y(l—y) = vzl —2z) < Vy(l —vy).
Setzen wir nun x := (+12undy inirnZQ, SO folgt()gxgyg%und damit

a”“:\/%(le ;) = Vo) < VT =) -

n+1)

Also ist (an)n>2 fallend. Nach dem Leibnizkriterium konvergiert also die Reihe.
Bemerkung: Dass (a,)n>2 fallend ist, kann man auch mit der ,Brute-Force-Methode* auf
Kosten der Eleganz direkt zeigen: Fiir n > 2 gilt

Vin+1)2 - \/n2—1

(n+1)2 = n?
—= E-D)n+)>m+2n+1-1)n'
— nS4an’+nt =t —dn—1>nS+20°
— 2°+5n'—5n*—4dn—-1>0

Ap41 = =an

Die letzte Ungleichung ist aber fiir n > 2 stets erfiillt, da dann die Relationen 4n+1 < 4n?,
n? < n* gelten und somit auch

2n° + 5n* — 5n? —4n — 1> 2n° + 5n* — 5nt — 4n* > 2n° — 4n* = 2n*(n — 2) > 0.

Um zu zeigen, dass die Reihe nicht absolut konvergiert, suchen wir eine divergente Mino-
rante. Da n > 2 haben wir auch n? > 4 oder dquivalent —1 > —}an. Es folgt

VZ—1| JeE—1_meamt it 31
(—1) 5 = 2> 5 = = — — firallen > 2.
n n n

n? n

Diese Abschétzung liefert die divergente Minorante ) -, ‘/75% fiir die Reihe » -, |an|.

Aus dem Minorantenkriterium folgt, dass die Reihe )7 -, ]a,| nicht konvergiert. Also
konvergiert ) ., a, nicht absolut.

Die Reihe divergiert, da die Reihenglieder keine Nullfolge bilden. Setzen wir a,, == (—1)”2 (”22)

fiir n € N, so sehen wir, dass
0] = <n+2) (n+1)(n+2)

= > 1 fiir alle n € N.
n 2

Dies zeigt, dass (a,) keine Nullfolge ist, und damit ) ., a, divergent ist.
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(vi) Die Reihe konvergiert absolut nach dem Quotientenkriterium. Wir setzen a,, == (—1)" 2
fiir n € N. Dann erhalten wir

|apni1] (n+1)! n! (n+1)! n" n" 1 1
— R . = = o e (n — OO)
|| (n+ 1)n*t1/ nn nl ()" (n+1)m (142 e
Es folgt
lim sup SR [N TR Ay < 1.
n—oo an n—00 an (&

Also konvergiert anl(—l)”g—i nach dem Quotientenkriterium absolut.

Aufgabe 34 (Cauchysches Verdichtungskriterium, Allgemeine harmonische Reihe)
(a) Es seien a; > 0 fiir alle k£ € N und (ay) fallend.

(i) Zeigen Sie
Qka2k+1 S Aok + a2k+1 + -4 Aok+1_1q S Qk(lgk fuI' alle k € NO.
(ii) Folgern Sie aus (i) und dem Majorantenkriterium die folgende Aquivalenz:

Zak konvergiert <= ZQkGQk konvergiert.
k>1 k>0

(b) Es sei s € Q. Zeigen Sie mit Hilfe von Aufgabenteil (a) folgende Aquivalenz:

1
Z — konvergiert <= s> 1.
n>1 n

Losungsvorschlag zu Aufgabe 34

(a) (i) Es sei k € Ny. Da nach Voraussetzung (a,), fallend ist, gilt
g1 < agryy < age fiir alle £ € {0, 1, ... 2k — 1}.

Summieren wir obige Ungleichungen auf, erhalten wir wie gewiinscht

2k_1 2k_1 2k_1

2ka2k+l = E Aok+1 é E Aok ¢ S E Aok S 2ka2k’
=0 £=0 /=0

(denn die mittlere Summe ist gerade agr + ageyy + + -+ + Ggrr1_q).

(ii) Fiir n € N bezeichne s, := >"}_, a) die n-te Partialsumme von )", a; und ¢, =
S 2Fay. die n-te Partialsumme von >, ., 2"ay. Da nach Voraussetzung a; > 0
fiir alle k € N gilt, folgt aus dem Monotoniekriterium fiir Reihen, dass Y, ax bzw.
> hso 2Fase genau dann konvergieren, wenn (s,) bzw. (f,) nach oben beschriinkt
sind. Im Folgenden zeigen wir daher, dass (s,) genau dann nach oben beschrinkt
ist, wenn (¢,,) nach oben beschrinkt ist.

Unter Verwendung von (i) erhalten wir fiir alle n € N

ontl_1 n 2k_1

Sontl_q = Z a; = Z Z Aok 4 g %) i2ka2k =1,
j=1 k=0

k=0 £=0 =
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und genauso

1 1 n+l T i) M 2k 1 ontl_q
§(tn+1—a1) = 5 Z 2ka2k = 5 2k+1a2k+1 S Z Aok 4y = Z Qj = Sont+1_7q,
k=1 k=0 k=0 \ ¢=0 j=1
und damit insgesamt
1 ..
§(tn+1 —ay) < Sgn+1_g < t, fiir alle n € N. (1)

Hieraus folgt nun, dass (s,) genau dann nach oben beschrénkt ist, wenn (¢,) nach
oben beschriinkt ist. Diese Aquivalenz zeigen wir im Folgenden:
»<=": Es sei (t,) nach oben beschrinkt, d.h., es existiere ein ¢t € R mit ¢, < ¢ fiir
alle n € No. Dann n < 2! — 1 fiir alle n € N gilt und (s,) wachsend ist, erhalten
wir dann as

Sp < Sont1_1 < t, <t fir alle n € N.
Damit ist auch (s,) nach oben beschrinkt.

»,=—": Es sei (s,) nach oben beschriankt, d.h., es existiere ein s € R mit s, < s fiir
alle n € N. Aus erhalten wir dann

(1)
thi1 < 2(a; + sgnr11) < 2(ay +s) fiir alle n € N.

Also ist (t,)n>2 und damit auch (¢,),>o nach oben beschrinkt.

Aus dem Monotoniekriterium folgt nun, dass » ;- ax genau dann konvergiert, wenn
> kso 2¥agk konvergiert.

(b) Behauptung: Es sei s € Q. Dann gilt

1
Z — konvergiert < s> 1.
n>1 n

Beweis: Es sei s € Q.

,=="1 Es sei > - L konvergent. Insbesondere ist dann (n~*),, eine Nullfolge. Hieraus
folgt s > 0. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass die Reihe fiir s € (0, 1] divergent ist. Es
muss also s > 1 sein.

,<=": Es sei nun s > 1. Dann erfiillt a,, := n~° fiir n € N die Voraussetzungen von (a).
Aus (a)(ii) schliefen wir

Z i ist konvergent <= Z 2" L = Z (2“"”)” ist konvergent.

n>1 n? n>0 (2”)5 n>0

Die Reihe auf der rechten Seite ist aber eine geometrische Reihe und konvergiert genau
dann, wenn 2'7% < 1. Letztere Ungleichung ist aber genau dann erfiillt, wenn s > 1 ist.

Aufgabe 35 (K) (Absolute Konvergenz, Konvergenz)
Es sei (ag)g>1 eine Folge. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Konvergiert die Reihe ), a; absolut, dann gilt

inf{k|ag| | k€ Nk >n} =0 fiir jedes n € N.
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(b)

Ist nun (ag)g>1 reell und a; > 0 fiir alle k£ € N, so gilt:

g aj konvergiert <— g konvergiert.
1 + Qe
k>1 k>1

Losungsvorschlag zu Aufgabe 35

(a)

Behauptung: Konvergiert die Reihe ), a; absolut, dann gilt
inf{klax|: k € NJk >n} =0 fiir jedes n € N.
Beweis: Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis. Angenommen, es gébe ein n € N mit
= inf{klag|: k € Nk > n} # 0.

Da k|ax| > 0 fiir alle k € N gilt, ist 0 eine untere Schranke von {k|ax|: k € N,k > n}.
Da das Infimum die grofte untere Schranke ist, folgt aus ¢ # 0 sofort ¢ > 0. Als untere
Schranke von {k|ax|: k € N,k > n} erfiillt ¢ weiterhin

klax| > ¢ fiir alle k > n = |ag| > % fiir alle k > n. (2)

Nach Vorlesung divergiert allerdings die harmonische Reihe llc und damit auch die
,verschobene* Reihe >, 1 + - Somit wire auch Zk>n « divergent und nach eine diver-
gente Minorante fiir >, . |ax|. Nach dem Minorantenkriterium miisste dann > ksn k]
und damit auch Y, ., |ax| divergent sein, im Widerspruch zu der Voraussetzung, dass
>, ax absolut konvergent ist.

Also war unsere Annahme falsch, und es muss wie gewiinscht

c = inf{k|ag|: k € No,k >n} =0
fiir alle n € N gelten.
Behauptung: Sei (ag);>1 reell und a; > 0 fiir alle £ € N. Dann gilt

Zak konvergiert <= Z

k>1 k>1

konvergiert.

Beweis: Wir zeigen die Aquivalenz mit Hilfe des Majorantenkriteriums.
=" Sei >, ., a; konvergent. Wegen

Qe ag .
0< fir alle k € N
_1+ak_1+0 < ay ur alle Kk €

folgt aus dem Majorantenkriterium, dass dann auch ), ., 1%~ - konvergent ist.

,e="1 Sei Zk>1 T konvergent. Dann ist nach dem notwendlgen Kriterium fiir Reihen-

konvergenz (%% v )k>1 eine Nullfolge. Wihlen wir € := 5 in der Definition der Folgenkon-
vergenz, so sehen wir, dass es einen Index K € N gibt, sodass fiir alle £ > K
w1 — g <42 1 e q, < 1.
1+a, = 2 a>0 @k 2 2 ak

Somit gilt fiir alle £ > K auch
g,

<1+ o

Ogak:(l—i-ak) 1+ak 1+ak

k
1 + Qg
Es ist also >, & ﬁf—a’“k eine Majorante fiir >, ;- ax. Nach dem Majorantenkriterium kon-
vergiert somit - ;- ax und damit auch »_, ., ax.
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