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Aufgabe 36 (Konvergenz, Absolute Konvergenz)
Es sei (a,)n>1 eine Folge in C. Welche der folgenden Aussagen implizieren die Konvergenz bzw.
die absolute Konvergenz der Reihe >~ -, a,?

(i) Die Folge (n%a,),>1 konvergiert.

(ii) Esist a, # 0 und % < 1 fiir alle n € N.

N+m

(iii) Fiir alle ¢ > 0 und m € N existiert ein Ny € N derart, dass | >, “\'4

N > N,.
(iv) Die Menge {>_" | |a,|: m € N} ist beschréankt.

a,| < e fir alle

(v) Es gilt lim,, 00 a, = 0 und (S9,)n>1 ist konvergent, wobei (s,),>1 die Folge der Partial-
summen bezeichnet.

(vi) Es existiert eine Nullfolge (b,,) mit a,, = (—1)"b, fiir alle n € N.
(vii) Es existiert ein N € N derart, dass {/]a,| < $V/42 fiir alle n > N.
(viii) Es existiert ein N € N derart, dass {/|a,| < (1 — 1) fiir alle n > N.

Aufgabe 37 (K) (Cauchyprodukte)
(a) Sei k € Ny. Zeigen Sie

1 ~(m+k\ .
(1_Z)k+122( n )z fiir alle z € B(0,1).

n=0

Hinweis: Fihren Sie eine Induktion dber k € Ny durch. Aufgabe 1 (b) und Beispiel (d),
S.47 Vorlesungsskript, konnten hierbei niitzlich sein.

(b) Es seien (ay,), (b,) definiert durch
(="

an = b, = fiir alle n € N.

vn+1

Zeigen Sie, dass ), -, a, und ) -, b, konvergieren, aber das Cauchyprodukt von ) -, a,
und ) ., by, divergent ist.

Aufgabe 38 (Exponentialreihe, Irrationalitit von e)
(a) Zeigen Sie exp(Z) = exp(z) fiir alle z € C.
(b) Folgern Sie aus (a), dass | exp(iz)| = 1 fiir alle z € R gilt.

(c) Zeigen Sie 0 < 2 | 4 < - fiir alle n € N.
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(d) Folgern Sie aus (c), dass e irrational ist.
Hinweis: Fihren Sie einen Widerspruchsbeweis.

Aufgabe 39 (K) (Umordnung von Reihen)
Es sei a,, = # fir n € N. Weiter sei 0: N — N definiert durch
o(B8k—2)=2k—-1, oBk—1)=4k—-2, o(3k) =4k firkeN.
Wir setzen by = aq fiir & € N. Zeigen Sie:
(a) Die Reihe »_, -, by ist eine Umordnung der Reihe ), -, as.

(b) Fiir k € N gilt
1
bsg—2 4 bag—1 + b3t = 3 (agk—1 + az) .

(c) Die Reihe Y, ., by konvergiert und es gilt Y77 by = 5 >0 .

Aufgabe 40 (Cantormenge, Uberabziihlbarkeit)
Es sei Cy := [0, 1] und fiir n € Ny sei C,qq := %Cnu (%C’n + %) Wir definieren die Cantormenge
C = ﬂneNo C,.

(a) Seien wy,yr € {0,2} fiir alle k& € N. Wir setzen z = > o, 24,3 % und y == > ;= yx37".
Zeigen Sie:
r=y — xp=y, firallekeN.

(b) Zeigen Sie C' = {Z zx37% |z € {0, 2} fiir alle k € N}.
k=1
(c) Zeigen Sie, dass C' iiberabzahlbar ist.
(d) Es seien a,b € C' mit a < b. Zeigen Sie: [a,b] C C <= a =b.

Hinweis: Sie dirfen bei dieser Aufgabe ohne Beweis verwenden, dass fiir jede reelle Zahl x €
0,1] eine Folge (zy)k>1 derart gibl, dass x), € {0,1,2} fir alle k € N und v = Y ;o 2,37F
gelten.

'Fiir @ € R und eine Menge B C Rist aB :={ab|b€ B} und B4+a:=a+ B:={a+b|be€ B}.
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