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Analysis 1
Losungsvorschlag zum 9. Ubungsblatt

Aufgabe 36 (Konvergenz, Absolute Konvergenz)
Es sei (a,)n>1 eine Folge in C. Welche der folgenden Aussagen implizieren die Konvergenz bzw.
die absolute Konvergenz der Reihe > -, a,?

(i) Die Folge (n%a,),>1 konvergiert.

(ii) Esist a, # 0 und % < 1 fiir alle n € N.

N+m

(iii) Fiir alle ¢ > 0 und m € N existiert ein Ny € N derart, dass | >, “\'4

N > N,
(iv) Die Menge {>"" | |a,|: m € N} ist beschrankt.

a,| < e fiir alle

(v) Es gilt lim,, o0 a, = 0 und (S2,)n>1 ist konvergent, wobei (s,),>1 die Folge der Partial-
summen bezeichnet.

(vi) Es existiert eine Nullfolge (b,) mit a,, = (—1)"b, fiir alle n € N.
(vii) Es existiert ein N € N derart, dass {/]a,| < $V/42 fiir alle n > N.

(viii) Es existiert ein N € N derart, dass {/|a,| < (1 — 1) fiir allen > N.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 36

(i) Die Aussage impliziert die absolute Konvergenz von ) -, a,. Denn ist (n*ay)n>1 konver-
gent, so ist (nQan)nzl insbesondere beschriankt. Damit existiert ein ¢ > 0 mit

In*a,| < c fiir alle n € N,

d.h.,
la,| < % fiir alle n € N.
n
Da die Reihe ) ., -5 nach Vorlesung konvergent ist, folgt nun die absolute Konvergenz
aus dem Majorantenkriterium.

(ii) Die Aussage ist falsch. Man betrachte beispielsweise a, == & fiir n € N. Dann ist die
Reihe }_ -, a, divergent (harmonische Reihe), aber a,, # 0 fiir alle n € N und

n
Con+1

Ap+1
Qn,

<1 fir allen € N.

(iii) Die Aussage ist dquivalent dazu, dass (a,) eine Nullfolge ist (warum genau?). Damit
impliziert die Aussage keine Konvergenz, und erst recht keine absolute Konvergenz von
Enzl O -

Bemerkung: Wire die Reihenfolge von ,es existiert ein Ny € N und ,fiir alle m € N“
vertauscht, so wire die Aussage genau das Cauchykriterium fiir Reihen und wére daher
dquivalent zur Konvergenz von ) ., ay.
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(iv)

(v)

(vi)

(vii)

(viii)

Die Aussage ist nach dem Monotoniekriterium fiir Reihen &dquivalent dazu, dass > -, |ay|
konvergiert, was wiederum dquivalent dazu ist, dass ), a, absolut konvergent ist.

Die Aussage impliziert die Konvergenz von »_ -, a,. Denn sind (a,),>1 eine Nullfolge
und (sg,),>1 konvergent mit Grenzwert s, so folgt aus den Grenzwertsétzen, dass auch
(S2n—1)n>1 = (S2n)n>1 — (G2n)n>1 konvergent ist mit Grenzwert

lim s9, 1 = lim (89, — ag,) = lim sg, — hm sy, =5 — 0 =s.
n—o0 n—oo n—oo

Aus Lemma 6.17 folgt, dass (s,),>1 konvergent ist mit Grenzwert s. Nach Definition der
Reihenkonvergenz bedeutet dies aber gerade, dass ) ., a, konvergent ist mit Reihen-
wert s. Die Aussage impliziert allerdings keine absolute Konvergenz wie die alternierende
harmonische Reihe zeigt.

Die Aussage impliziert keine Konvergenz und damit erst recht keine absolute Konvergenz
von » o, a,. Es sei

b = {%1 falls n ungerade, fir € N,

=7 falls n gerade

Dann ist (b,) wegen 0 < b, < = fiir alle n € N eine Nullfolge. Die Reihe 37, (=1)"b,, ist
aber divergent (warum genau?).

Die Aussage impliziert die absolute Konvergenz von ) ., a,. Denn existiert ein N € N
mit {/]a,| < %\”/ 42 fiir alle n > N, so folgern wir

1
limsup v/ |a,| < —hmsup V42 = - lim V42 = 5 < 1.

1
n—00 n—o00 2 n—0o0

Nach dem Wurzelkriterium konvergiert also ) - a, absolut.

n>1

Die Aussage impliziert keine Konvergenz, und damit erst recht keine absolute Konvergenz
von » o, an. Es sei beispielsweise

= (1 — l) fir alle n € N.

n

Dann gilt {/|a,| " fiir alle n € N, aber

1
a, — — #0 (n— o00).
e

Insbesondere ist (a,),>1 keine Nullfolge. Nach dem notwendigen Kriterium fiir Reihen-
konvergenz ist ), ., a, divergent.

Aufgabe 37 (K) (Cauchyprodukte)

(a)

Sei k € Ny. Zeigen Sie

L (MR
(1—2)"3“:2( N )z fiir alle z € B(0,1).

n=0

Hinweis: Fihren Sie eine Induktion tber k € Ny durch. Aufgabe 1 (b) und Beispiel (d),
S.47 Vorlesungsskript, konnten hierbei niitzlich sein.
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(b) Es seien (ay,), (b,) definiert durch
(="

a, = b, = i fir alle n € N.

Zeigen Sie, dass ), -, a, und ) -, b, konvergieren, aber das Cauchyprodukt von ) -, a,
und -, b, divergent ist.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 37

(i) Behauptung: Fiir jedes k € N gilt

! (R
WZZ( n )Z fiir alle 2 € B(0,1).

n=0
Beweis: Wir beweisen die Aussage per vollstindiger Induktion {iber k € Nj.

Induktionsanfang (IA): Fiir » € B(0, 1) ist die geometrische Reihe } -, 2" konvergent
mit Reihenwert 1—; Da (Z) =1 fiir alle n € Ny gilt, folgt

oo

(1 i 2 > (Z) 2" fiir alle z € B(0,1).

n=0

Induktionsvoraussetzung (IV): Die Aussage gelte fiir ein n € N.

Induktionsschritt: Unter der (IA), (IV), Aufgabe 1 (b) und unter Verwendung des
Cauchyproduktes (CP) gilt fiir z € B(0,1)

1 B 1 1 @) (= (n+k\ , =~ .\ P
e (2 (0)) (Be) e
N———

n=0 k=0 =u, n=0

wobei fiir n € Ny
& = "Gk oA (nt+Ek+1
= by = by = . jom—j AL n

Fiir die Anwendung des Cauchyproduktes haben wir hierbei verwendet, dass k>0 @k und
Y k>0 bk absolut konvergent sind (fiir »_, ., ax folgt dies aus dem Quotientenkriterium,
fiir ;- bx ist dies aus der Vorlesung bekannt). Wir folgern insgesamt

1 =~ (n+k+1\ , ..
s — Z < . )z fiir alle z € B(0,1).
n=0

Nach dem Prinzip der vollstindigen Induktion gilt also die Aussage fiir alle k € Nj.

(ii) Offensichtlich ist (ﬁ)nzl eine fallende Nullfolge. Aus dem Leibnizkriterium folgt, dass

> ns1@nund Y- o b, konvergent sind. Aus Aufgabe 8 (i) folgt fiir alle z,y > 0

xy < (2 +9°).

DN | —

Damit ist fiir alle n € Nund & € {1,2,...,n}

n+ 2
2 b

1
\/k:+1\/n—k+1§§(k+1+(n—kz+1)):
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also
1

>
VE+1y/n—(k+1)  n+2
Es folgt fiir n € N

fir alle n € Nk € {1,2,...,n}.

c :iab :zn:(—l)k (—1)"* :(_1)n2": 1
' kzlkn_k S VE+IVn—k+1 ~VEk+1vn—k+1

und damit

n

- 1 2 om
enl =) > =
k:l\/k+1\/n_k+1 f~n+2 n+2

=1

Insbesondere ist (c,) keine Nullfolge. Nach dem notwendigen Kriterium fiir Reihenkon-
vergenz ist damit ), ¢, divergent.

Aufgabe 38 (Exponentialreihe, Irrationalitéit von e)

(a) Zeigen Sie exp(Z) = exp(z) fiir alle z € C.

(b) Folgern Sie aus (a), dass | exp(iz)| = 1 fiir alle z € R gilt.
(c) Zeigen Sie 0 < Y2 ., & < — fiir alle n € N.
)

(d) Folgern Sie aus (c), dass e irrational ist.
Hinweis: Fihren Sie einen Widerspruchsbeweis.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 38

(a) Sei z € C. Fiir n € Ny sei s,(2) die n-te Partialsumme der Exponentialreihe -, Zk—lf

Dann gilt

—\k n _k n k
sn(Z) = Z % = % = % = s,(z) fir alle n € Ny.
k=0 k=0 k=0

Die linke Seite s,,(Z) konvergiert nach Definition fiir n — oo gegen exp(z). Da s,(z) nach
der Definiton der Reihenkonvergenz fiir n — oo gegen exp(z) konvergiert, folgern wir
mit Satz 3.13, dass die rechte Seite s,(z) fir n — oo gegen exp(z) konvergiert. Aus der
Eindeutigkeit der Grenzwertes folgt

exp(Z) = exp(z).

(b) Sei x € R. Aus Aufgabenteil (a) folgt

exp(—iz) = exp(iz) @ exp(iz),

also mit der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion (FE)

1 = exp(0) = exp(iz — ix) () exp(iz) exp(—iz) = exp(ir)exp(ir) = |exp(iz)|?,

dh.,
|exp(iz)| = 1.
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(c) Es sei m,n € N mit m < n. Dann gilt

0<Zl— S
K (n+1) (n+2)! m!

1 1
n+1'( +n+2 mt2)mis T n—|—2)(n+3)---m)

(
1+ L !
- n—|—1' n+2 (n+2)2 (n + 2)m—n-1

: ("H .f;(niQ)k<ﬁ; (nil)k:(nil) (1—1—) =

Der Grenziibergang m — oo liefert nun wie gewiinscht

(d) Wir beweisen die Behauptung per Widerspruch: Angenommen, es gilt e € Q. Dann gibt
es m,n € N mit e ="*. Dann konnen wir e, = Y o % = -5 schreiben mit einem p € N.
Dae—e, =37, . 7 gilt, folgern wir dann mit Aufgabenteil (c)

1
O<e—e, < —
nn!
— 1 - 1
n! nn!
mn!—pn 1
— < — < —

n! n!

<~ 0<mn!l—pn <1,

aber letzte Ungleichungskette kann fiir mn! — pn € N offensichtlich nicht gelten. Wider-
spruch. Also ist e € R\Q.

Aufgabe 39 (K) (Umordnung von Reihen)

(Gl i 1) e fiir n € N. Weiter sei o: N — N definiert durch

Es sei a,, =
o3k —2) =2k —1, o(3k—1)=4k—2, o(3k) =4k fir k€ N.
Wir setzen by, = aq fiir & € N. Zeigen Sie:
(a) Die Reihe »_, ., by, ist eine Umordnung der Reihe ., ay.
(b) Fiir k € N gilt

1
bsk—2 + bar—1 + b3 = =

5 (agk—1 + asx) -

(c) Die Reihe Y, ., by konvergiert und es gilt Y% by = 5 >0 ax.
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 39

(a) Es seien (an)n>1, 0: N = N aus der Aufgabenstellung und b, = a,(, fiir alle n € N.
Nach Definition ist } ., b, genau dann eine Umordnung von ) ., a,, wenn o: N — N
eine Bijektion ist. Fiir den Nachweis, dass ¢ eine Bijektion ist, definieren wir die Mengen

A ={3k—2:keN}, Ay ={3k—1:keN}, A;={3k:keN}
und

By ={2k—1:keN}, By={4k—-2:keN}, Bs:={4k: ke N}
Man verifiziert leicht, dass fiir jedes j € {1,2,3}

;. Aj_>B]7 O'](k) = O'(k)

eine Bijektion definiert. Die Mengen A;,j7 € {1,2,3} und B;,j € {1,2,3}, definieren
jeweils eine Zerlegung von N, d.h., es ist A; N Ay = 0 sowie B; N By = 0 fiir j # k und
N = U§:1 A= U?:l B;. Hieraus und aus der Tatsache, dass die o; Bijektionen sind, folgt
leicht, dass o eine Bijektion definiert:

Surjektivitat: Ist n € N, so liegt n wegen N = U?:l B; in einem B;,, wobei j, € {1,2,3}.

Da o, eine Bijektion ist, existiert dann ein £ € A;; C N mit o(k) = 0;(k) = n.
Injektivitit: Angenommen, es gelte o(m) = o(n) fiir m,n € N. Da N = U?Zl A; gilt, liegt
m in einem A;, und n in einem Aj;,, wobei ji1, jo € {1,2,3}. Wir folgern

Bj, 3 05 (m) = a(m) = o(n) = 0;,(n) € By,.

Also ist B;, N B;, # 0, woraus auf Grund der paarweisen Disjunktheit der Mengen B,
sofort j; = jp folgt. Also ist o;,(m) = 0/, (n) und daher auch m = n, da o, als Bijektion
insbesondere injektiv ist.

Also ist ) .-, b, tatsichlich eine Umordnung von ) -, a.

(b) Fiir k € N gilt

bsj—2 + bsp_1 + sy,

1 1 9 1
= G2kt T gk T Qap = o T o F 0k = o o Gk
L, 11 L o)
= a = — a = —(A9k_— a .
4k—2 4k 2 2]{,‘—1 2k 2 2k—1 2k

(¢c) Fiir n € N seien ¢, ==Y ;_, by und s, := Y ,_, ax. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass
(Sn)n>1 konvergent ist. Wir setzen s := lim,,_, $,. Fiir n € N folgt

3n n n 2n

1 1 1
t3, = Z b = Z(bgk—2 + bsg—1 + ba) (b) Z §(a2k_1 + ags) = 3 Z Qi = 5 2n.

k=1 k=1 k=1 k=1

Hieraus folgt

t—l —>1 (n — o0)
3n_282n 25 n 0.

Da (ay)n>1 eine Nullfolge ist, folgern wir weiter

1
tan—1 = t3n — bgn = l3n — Qun —>§$—0:§3 (n — 00),
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1
t3n—2 = tan—1 — b3n—1 = l3p—1 — Qap_o — 55~ 0= 59 (n — 00).

Aus der letzten Bemerkung auf Seite 35 des Vorlesungsskriptes folgt H((t,)) = {3s}.
Als konvergente Folgen sind (ts,), (t3,—1) und (t3,_2) beschrédnkt. Damit ist aber auch
(tn) beschrinkt. Insgesamt ist also (f,) beschrinkt und hat nur 1s als Hiufungspunkt.
Aus Korollar 3.27 folgt, dass (¢,) konvergent ist mit Grenzwert 1s. Nach Definition der
Reihenkonvergenz ist ), by konvergent und fiir den Reihenwert gilt

1 00
bk = 5 Z ag..
1 k=1

k=

Aufgabe 40 (Cantormenge, Uberabzihlbarkeit)

Es sei Cy := [0, 1] und fiir n € Ny sei C), 41 := %Cnu (%C’n + %) Wir definieren die Cantormenge
C = V,en, On-

(a) Seien zy,y. € {0,2} fiir alle £ € N. Wir setzen x .= > - 237 % und y == Y ;= w37 .
Zeigen Sie:
r=y = xp=1y; firallekeN.

(b) Zeigen Sie C' = {Z zx37% | 7 € {0, 2} fiir alle k € N}.
k=1

(c) Zeigen Sie, dass C iiberabzéahlbar ist.
(d) Esseien a,b € C' mit a < b. Zeigen Sie: [a,b] C C <= a =b.

Hinweis: Sie diirfen bei dieser Aufgabe ohne Beweis verwenden, dass fiir jede reelle Zahl x €
0,1] eine Folge (xy)k>1 derart gibt, dass x), € {0,1,2} fir alle k € N und v = Y ;o x,37F
gelten.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 40

(a) Seien zy,yx € {0,2} fiir alle k € Nund z := Y ;7 237" = > 27 yx37% =: y. Angenom-
men, es gilte nicht zy = y; fiir alle £ € N. Dann wére kg := min{k € N |z, # yx} € N
wohldefiniert. Nach Definition von ky muss dann zy, # yi, sein, es ist also entweder
xy, = 2 und yg, = 0 oder zg, = 0 und yx, = 2. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit
nehmen wir an, dass zy, = 2 und yi, = 0 (anderenfalls vertauschen wir einfach die Rollen
von x und y). Da x), =y, fiir k < ko (falls kg > 1), erhalten wir dann den Widerspruch

O=z—y=2-3M4 > (mp—y)3F>2.3%—-2 Y 3F=2.3k_3H =3k
~——

k=ko+1 >_9 k=ko+1

wobei wir verwendet haben, dass Y7, 37% = 3=kt 5700 137k — 3=(kot1)(] _3~1)~1 —

37k gilt. Also war unsere Annahme falsch und es muss z;, = y; fiir alle k € N gelten.

(b) Wir beweisen zunéchst die folgende Behauptung:
Behauptung: Fiir alle n € Ny gilt

Cn = {Zxk?)—’f | 21, € {0,2} fiir k <mn, z; € {0,1,2} fir k > n} = B,

k=1

'Fiir @ € R und eine Menge B C Rist aB := {ab|b€ B} und B4+a:=a+ B:={a+b| b€ B}.
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Beweis: Wir beweisen die Behauptung durch vollstindige Induktion.

Induktionsanfang: Mit dem Hinweis aus der Aufgabenstellung ist klar, dass

Co=1[0,1] C {Z$k3_k | 2 € {0,1,2} fiir alle k > 1} = B,.
k=1

Andererseits gilt aber fiir jedes x € By, dass © = > oo, 2x37% mit z;, € {0, 1,2} fiir alle
k € N ist. Wir folgern

O:iO-S_kSixk-S_kSiQ-S_k:g L - =1,
k=1 k=1 k=1 31—3

also x € [0, 1] = Cy. Wir folgern insgesamt

Co = {Zxk?)k | 21, € {0, 1,2} fiir alle k > 0} = By.

k=1

Induktionsvoraussetzung: Es gelte C,, = B, fiir eine n € Ny, d.h., fiir ein n € N; gelte

Cn: {Zl’k3k ‘ T € {0,2} fllI' kﬁn, Tk € {07172} furk>n}

k=1
Induktionsschritt: Dann ist

1 1
§C” :{§C | ce C’n}

= {Zm“ﬂ*” | 2y, € {0,2} fiir k < n, z;, € {0,1,2} fiir k > n}
k=1

:{Z:Uk3k|:c1:0, are{0,2} fir2<k<n+1, 2, € {0,1,2} ﬁirk>n+1}

k=1

und daher auch

1 2 -
gCn+§: {Zxk?)_klxl—?a xp €{0,2} fir 2 <k <n+1, z, €{0,1,2} fiirk>n+1}.
k=1

Wir folgern

1 1 2

:{Zxk?)_k |z, € {0,2} fiir k <n+1, z, € {0,1,2} fﬁrk>n+1} = By
k=1

Damit ist der Induktionsschluss vollzogen.
Wir zeigen nun die Aussage aus Aufgabenteil (b), d.h., dass folgende Identitét gilt:

C= {Z 2137 | 1 € {0, 2} fiir alle k € N} = B.

k=1
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,2% Ist x € B, so existiert eine Folge (zy)k>1 C {0,2} mit 2 = >~ xx37*. Insbesondere
gilt dann x € B, fiir alle n € Ny. Da wir bereits C,, = B,, gezeigt haben, folgt

v €C, firallen € Ny= 1€ ﬂonzo.

neNy

»,C“ Sei x € C. Dann ist x € C,, = B, fiir alle n € N. Also gibt es fiir jedes n € N
eine Folge (znr)k>1 C {0,1,2} mit z,, € {0,2} fiir alle k < nund z = > 7, 237"
Der Beweis von Aufgabenteil (a) zeigt, dass fiir alle m,n € N mit m < n die Gleichheit
Tpk = Ty fur alle & < m gilt. Wir definieren z = xy; fiir alle £ € N. Dann gilt
zy, € {0,2} fiir alle & € N. Wir behaupten x = > ;7| 24,37%. Zum Beweis dieser Aussage
sei € > 0. Da Y_,., 237" konvergent ist, existiert ein n € Nmit » 2 ., 237% < e. Da
nach Konstruktion x; = x,; fiir alle £ < n gilt, folgern wir

oo o o o o
T — Z z37F| = Z a3k — Z z37F| = Z (Top — 21)37%| < Z 237F <.
k=1 k=1 k=1 k=n+1 k=n+1

Da € > 0 beliebig gewihlt war, folgt
T = Z 37" € B.
k=1

Behauptung: Die Menge C' ist iiberabzahlbar.
Beweis: Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis. Angenommen, C' wire abzdahlbar. Dann
gibe es eine Bijektion ¢: N — C. Wir schreiben im Folgenden ¢, statt ¢(n) fir n € N.

Nach Aufgabenteilen (a) und (b) hat jedes ¢, € C eine eindeutige Darstellung Y 7o | 237" =:

0, L1 Tn2Tn3Tna - - - Mit T, € {0,2} fiir alle & € N. Wir haben also

cr = 0,211712013%14 -~
co = 0,221T20T23%24 - -
c3 = 0,731732%33%34 " -
Cp = Ou Tp1Tp2Tn3Tng - - -

mit x,; € {0, 2} fiir alle n, & € N. Nun extrahieren wir aus obigem ,unendlichen Rechteck
die Diagonalfolge (2,)n>1 = (211, T22, T33, ... ) und definieren die Zahl

0 falls z,, = 2,

fir alle n € N
2 falls z,, =0

y = 0,91%2y3ys--- € C, wobeiy, =2 —xz,, = {

(man beachte, dass y € C nach Aufgabenteil (a) gilt, da y,, € {0,2} fiir alle n €
N). Da nach Definition y,, # x,, fiir alle n € N gilt, folgt aus der Eindeutigkeit der
Darstellung (s. Aufgabenteil (b)), dass y # ¢, fiir alle n € N. Somit gilt y ¢ »(N), im
Widerspruch dazu, dass ¢ surjektiv ist. Unsere Annahme muss daher falsch gewesen. Also
ist C' {iberabzahlbar.

Behauptung: Seien a,b € C mit a < b. Dann gilt [a,b] C C <= a =.

Beweis: <—: Dies ist trivial, da dann [a,b] = {a} C C.

—: Seien a,b € C' mit a < b und [a,b] C C. Wir miissen also noch zeigen, dass a > b,
um wie gewiinscht a = b zu erhalten. Wir wollen dies per Widerspruch zeigen: Ange-
nommen, es gilte a < b. Nach Aufgabenteil (a) konnen wir dann a = >}, a;37" und
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b= 77, bx37% mit ai, by € {0,2} fiir alle k& € N schreiben. Da a < b ist, muss nach
Aufgabenteil (b) ar # by fiir ein k € N sein. Also ist ko := min{k € N: a # by} € N
wohldefiniert. Nach Definition von ko gilt ap = by fiir alle £ < ko (falls kg > 1) und
ak, 7# bi,. Es muss ay, = 0 und by, = 2 sein, denn anderenfalls wére ay, = 2 und by, =0
und daher

a_b:2.3—k:0+ Z (&k—bk)3_k22'3k0— Z 2,3—k() :2.3—k0_3—k0 :3—k0 >0’
k=ko+1 k=ko+1

im Widerspruch zu a < b. Wir definieren nun ¢ := a = by fiir alle £ < kg und ¢, = 1
fiir alle & > ko. und setzen ¢ := > ;7 37" € [0,1]. Nach Aufgabenteil (a) und der
Eindeutigkeit der Terndrdarstellung (s. Referenz in Beispiel 3.18) kann ¢ nicht in C' liegen,
aber es gilt a < ¢ < b, da

cma=3"4 3 (q-a)3F=37— T 3t =3 3= o3 s,
h=ho+l Y7 k=ko-+1

und analog

b—c=3"4 Y (p—c)3 =3 - Y 3F=gh__3h=_3Hh>5g
k=ko+1 >1 k=ko+1 2 2

Dies liefert den Widerspruch ¢ € [a,b] C C und ¢ ¢ C. Also war unsere Annahme falsch,
es muss also wie gewiinscht a > b gelten.

Bemerkung: Wir sehen also, dass iiberabzdhlbare Mengen keine echten Intervalle beinhal-
ten miissen.
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